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M201 : Algebre linéaire et affine 2 [S3, 5 ECTS]
Prérequis : M104

— (16 h) Déterminants. Définition via les applications multilinéaires alternées ; détermi-
nant d’un systéeme de n vecteurs en dimension n, d'une application linéaire, d’une
matrice carrée. Propriétés et méthodes de calcul. Rang.

— (22 h) Réduction des endomorphismes. Polynéme caractéristique d’un endomorphisme.
Diagonalisation, trigonalisation. Cayley-Hamilton. Décomposition de Dunford (somme
diagonale plus nilpotent qui commutent).

— (12 h) Applications aux systemes différentiels linéaires.
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CHAPITRE 1

DETERMINANTS

I.1 Formes multilinéaires alternés

Définition 1.1 (Application multilinéaire). Soient E et F deux R-espaces vectoriels de
dimension n. On considére (E;),.; une fammille de R-espaces vectoriels. Une application :

@ E1XE2X"'XEP — F
(T1,...,xp) = p(T1,...,Tp)

est dite multilinéaire si, en tout points, les p applications partielles sont linéaires (on dit
que @ est linéaire par rapport a chacune des variables.

Soit un indice ¢ compris entre 1 et p. On considere 'application :

r o= (T, T, T T, -, Tp)

ou x est la variable et les z; (pour k # i compris entre 1 et p) sont fixés. On dit que ¢ est
une application multilinéaire si, pour tout 1 < i < p, les ¢; sont linéaires.

Définition 1.2 (Application linéaire). On dit que les p; sont des applications linéaires si
pour tout \,u € R et xz,y € F;, on a :

ei(Az + py) = Api(x) + ppi(y).
Définition 1.3 (Forme). Dans la définition 1.1, si ' = R alors on dit que ¢ est une
forme p-linéaire. Sip =1 (resp. p=2), on dit que ¢ est une forme linéaire (resp. forme
bilinéaire ).
Exemple 1.4. Soient E = R?, a = (a1, as) et b = (b1, by). L’application :
¢(a,b) = aiby — azb,

est une application bilinéaire. C’est en fait :

ar b

So(aa b) = as byl
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Définition 1.5 (Forme multilinéaire alternée). Une forme p-linéaire sur E (tous les E;
sont égauz a F) :
¢ : Ex---xE — R
(X1, xp) = @(z1,..., 7))
est dite alternée si ¢(x1,...,x,) = 0 chaque fois que deux vecteurs parmi x; sont égauz
(avec 1 < i <p).

Propriété 1.6. Soit p une forme p-linéaire alternée sur E, on ne change pas la valeur de
o(x1,...,2,) en ajoutant a un des vecteurs x; une combinaison linéaire des autres.

Exemple 1.7. On considere les données de ’exemple [.4. On a :

_|an bl + )\(11 . .
QO(CL, b+ )\CL) = s b2 + )\CLQ = al(bg + >\(12) ag(bl + )\CLQ)
= a1by + Aayas — asby — Aajas = a1bs — asby = ¢(a,b).
Démonstration de la propriété 1.6. On considere xy, ..., x, des vecteurs de E et A\y,..., A\,

des scalaires de R. On calcule :

n
2 ($1ax27"'7wi—17$i+ Z Akxkaxi+17"'axp)

k=1k#1

n
= ()0({13'1,1172, ey Li1, gy Lit 1y - - - ,,I'p) = (93'1, ey L1, Z )\k[Ek,[L'H_l, N ,[L'p)

k=1,k+i
Iterné =
palternee
= (p(xla"'7$p>+ Z )\k90<x17"'7$i717xkaxi+la"'7xp)
k=1,k+i ~7
O
Conséquence 1.8. p(z1,...,2,) =0 si et seulement si les vecteurs x4, ..., x, sont linéai-
rement dépendants.
On rappelle la définition de vecteurs linéairement dépendants.
Définition 1.9 (Vecteurs linéairement dépendants). On dit que x1, ..., x, sont linéairement
dépendants si ['un des vecteurs peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres, c’est-

a-dire s’il existe des scalaires Ay, ..., A\, # 0 tels que :

)\1$1+"'+)\pxp:0'

1.2 Permutations

Définition I.10 (Groupe de permutations). Soit n € N*. On appelle groupe des permuta-
tions de {1,...,n} noté .7, (ou %,), le groupe des bijections de {1,...,n} — {1,...,n} et
on a card(#,) = nl.
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On note ¢ la permutation de ., par :

Exemple I.11. Si n = 2 alors :

Sy ={o, o: {1,2} — {1,2}}

() e )

Il y a 2 permutations dans .%5.

Définition I.12 (Transposition). On appelle transposition suri et j, la permutation qui
échange i et j et five les autres 1 < p < n tels que p# 1 et p # j.

On note 7; ; la transposition sur ¢ et j par :

1
Ti,j = 1

Théoréme 1.13. Toute permutation se décompose en produit de transpositions (produit
au sens de composition). Le produit n’est pas unique mais, pour o € .7, firé, la parité du
nombre de transpositions dans la décomposition de o est fixé.

[N V)

i—1 i i+1 -+ j—1 34 j+1 -~ n
i—1 j i+1 -+ j—1 4 j+1 -+ n )"

Définition I1.14 (Signature). Soit 0 € .%,. On appelle signature notée (o) le nombre
appartenant a {—1,1} définie par :

e(o) = [L<icj<n o(i) —o(j)

[li<icj<nt—1J

Propriété 1.15. Soient o et o’ deux permutations dans #,. Alors :
e(ocoa’) =e(o)e(d).

Proposition 1.16. Soit ¢ une forme p-linéaire sur E. ¢ est alternée si et seulement si,
pour toute permutation o € .4, et pour tout (z1,...,x,) € EP, on a :

2 (Ia(l):fffa(z)a e 7%@)) =e(0) x p(x1,...,2p).
Exemple 1.17. On considere ¢ de 'exemple 1.4, ¢’est-a-dire ¢(a,b) = a3 — azby. On a :

by a;

o(b,a) = S biag — bya; = —p(a,b).
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Proposition 1.18. Soit ¢ une forme p-linéaire sur E. ¢ est alternée si et seulement si,
pour toute transposition T € .7, et pour tout (xy,...,x,) € EP :

(P(l'q-(l), Tr(2)y--- 7'1:T(p)) = _90(931, ce ,l‘p)-

Démonstration. (=) On suppose que @ est alternée et on considere deux indices distincts
i et k compris entre 1 et p. On note 73 la transposition qui échange i et k (c’est-a-dire
Tie(1) =k, Ti(k) = 7 et pour tout 1 < h < p différent de i et k, 7;5(h) = h). On a :

gD(xl,...,xi+$k,$i+1,...,l’k,1,l’k+l‘i,$k+1,...,l‘p):O
—— ———
e e
i place k~ place
=Q(T1,0y T ey Tk e Xp) FO(X1, ey T e, Ty ..., D)
e e e e
i place k" place i place k" place

c’est-a-dire :

0=o(@1,...,2p) +P(Tr), - s Trh)s - - s Tr(i)s - - s Tp),

d’ou le résultat.
(«<=) On suppose que toute transposition 7, on a :

gp(q:T(l), . ,xT(p)) = —p(T1,...,2p)

et on démontre que ¢ est alternée, c’est-a-dire qu’elle s’annule a chaque fois que deux

vecteurs du p-uplet (xy,...,x,) sont égaux. Soient 1 <i < k < p et on suppose que
x; = xp. On démontre que ©(xq, ..., Ty ..., Tpy. .., xp) = 0.
O(Tr1ys - Tr(py) = —@(T1, o Ty Ty o, Tp)
=Q(T1,..y Tk ey Ti ..., Tp)
.e e
i place k"~ place
=Q(T1, ey Ty T e, Tp)
=z =x;
d’ou le résultat : p(xy,...,2,) =0 et z; = .
O]

1.3 Déterminants

1 Définitions et propriétés

Théoreme 1.19. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. L’ensemble des formes
n-linéaires alternés sur E est un R-espace vectoriel de dimension 1. De plus, si BB =
(e1,...,€,) est une base de E alors il existe une unique forme n-linéaire alternée A telle
que A(eq, ..., e,) = 1.
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Démonstration. On se fixe une base & = (ey,...,e,) et on consideére des vecteurs
T1,...,Tn € F.

Pour 1 < j <n, on note (x;;)1<i<n les coordonnées de z; dans la base Z. On a alors :
n
Ty = Zl‘ijei = T15€1 + -+ Tnj€n.
i=1

On considere une forme n-linéaire alternée .

n n n
O(x1,. .. T0) = (Z Ti1€1, inzei, e :Z%’n@') .
i=1 i=1 i=1

En utilisant la linéarité de ¢ par rapport a chaque variable et le fait que ¢ soit alternée, on
obtient :

O(T1, ) = Y To)1 Tomn®(€o(1), - - - Caln))-
oeSn

D’apres la proposition [.16, c¢’est une somme sur toutes les permutations de .#,. On a donc :

o(x1, ..., xp) = Z To)1 - Tomme(0)p(er, ..., en).

oES
o(eq,...,e,) est une constante qui ne dépend pas des vecteurs (z1,...,x,). On note
Alzy, .. ya) = Y €(0)Zo@n - Totmn-
O'Eyn
On doit montrer que A(zy,...,z,) est une application multilinéaire alternée. Qu’elle
soit multilinéaire est évident, on montre donc que cette application est alternée. Soient
(x1,...,2,) des vecteurs de F et 7, le groupe alternée tel que :

oy, ={o €S, clo)=1}.

On se fixe 7 et k des indices compris entre 1 et n et on suppose que x; = ;. On montre
alors que A(xq,...,2z,) =0.

A(xb s 7wn) = Z 8(0’)1‘0(1)1 " Ta(n)n

Ueyn

= > () 2oy Tomm + D €(0) o)1 Tomn
o€y, ooy

= Y Toi Tomn — D Toi® Tompn-
o€y o.n

On considere la transposition qui échange 7 et k :

T gy = S\,
o +— oOT
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On a alors (du fait que (25q), ..., Tow)) = (T1,...,2,) car x; = xp) :
o -1 _ 7 -1 o
coT=0o0oT& 0o0oTO0T =0 o0oTOoT &0 =0,
d’ou l'injectivité .

A1y T0) = Y To()i Tomn = D, Toor()1 " Toor(myn-
o€y Jgﬂn

Or, pour tout j tel que j #iet j#k, 7(j) = 7, 7(i) = k et 7(k) = ¢. On a suppose de plus
que x; = x donc, pour tout 1 < h < n, x;, = xp,. D’ou :

A1, .., 80) = D To)1  Tomn — P L)1 To@mm =0

o€y o€y,
]
Définition I.20 (Déterminant d’un systeme de vecteurs). Soit E un R-espace vectoriel de
dimension n muni d’une base B = (e, ..., e,). Le déterminant des vecteurs xy,...,x, € E
dans la base B = (eq,...,e,) est la forme multilinéaire alternée définie par :

d§t =Ag(r1,...,2,) = Z £(0) X To()1 "+ * To(n)n

TES
0U (To(1)1, - - ,Ig(n)n) sont les coordonnées de (x1,...,x,) dans la base A.
Théoréme 1.21. Soient (x1,...,x,) des vecteurs de E. Les propositions suivantes sont
équivalentes :
(i) les vecteurs xy,...,x, sont linéairement indépendants,
(7i) pour toute base B de E, dety(xy,...,x,) =0,
(iii) il existe une base B de E dans laquelle on a detg(z1, ..., x,) = 0.
Démonstration. ((i) = (ii))) On suppose qu’il existe des scalaires Aq,..., A, # 0 tels
que
)\1$1++>\n$n20
D’ou : \ \ .
)\i )\1, j=0
Or :

n
qogt(ml,...,xi,...,mn) :q%t (a:l,...,xi_l, | Z Bjxj,...,mn>

n
= > qgt(xl,.‘.,xj_l,:vj,...,xn):O
J=0,57#1

car detg est une forme multilinéaire.
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((ii) = (iil)) évident.
((iii) = (i)) Soit & une base de E tel que detg(xy,...,x,) = 0. Si ¢ est une forme
multilinéaire alternée :

o(xy, ..., xp) = dggt(:cl, oo Tp)e(er, .., en).

Dongc, pour toute forme multilinéaire alternée, p(zq,...,z,) = 0. Si les vecteurs
(x1,...,x,) étaient linéairement indépendant, ils formeraient une base et il existerait
une forme alternée prenant la valeur 1 sur cette base : ce qui est contradictoire.

O

Définition I.22 (Déterminant dans une autre base). Si B’ est une autre base de E et si
@ = dety alors :

dgt(wl, o) =p(x, . Ty = d%t(xl, o xp)eler, ... en)

= q;t(xl, ceey Ty X dgg/t(,%’).

2 Déterminant d’une matrice carrée

Définitions I1.23 (Matrice carrée et déterminant). Une matrice carrée A = (a;;)1<i<n,1<j<n
est un tableau de valeurs de la forme suivante :

a1 Arg - A1p
ao1 Aoy - Ao,
A= ,
Ap1 Qpo - Apn

On note l’ensemble des matrices carrées de dimension n X n et a valeurs dans R, 4, (R).
Le déterminant det A est égal au déterminant des vecteurs colonnes de A :

det A= > £(0)ao)i Ao(nyn-

TES n

Propriétés 1.24. Soient A, B € .#,(R). Alors :
1. det(AT) = det(A),
2. det A dépend linéairement des colonnes ou des lignes de A,
3. pour tout A € R, det(AA) = \"det(A),
4. det(A) # 0 si et seulement A est inversible,
5. det(AB) = det A x det B,
6

. si A est inversible alors det(A™) = =
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Démonstration. 1. Soient :

det A= Y £(0)a)i++ Aoinyn

0ESn

det(AT) - Z E(p)alp(l) ©Qpp(n)-

PESn

Or, pour tout o € .%,, :

det(AT) = >~ ac(1)po (1) do(mpos(n):

PESn

Soit p € .#,, on pose o o p~ !, le produit A1p(1) " ** App(n) €St €gal & a,—1(1y1+ Qp-1(n)n-
Donc :

det(A") = >~ (p)arpr) -+ i) = 22 Gpr1(a)1* Gy (-
PES PES

Or l'application p — p~! est bijective et e(pp™) = e(p)e(p™) =1, d’ou :

det(AT) = Z 8(0‘)(10.(1)1 © Qo(n)n-

0ES

2. Soient # = (ey,...,e,) une base de E, A = (a;j)1<i<n1<j<n €t :

n
Cj = Z aijei.
i=1

On a alors,

dgt = cgegt(cl, cees Cn),

d’ou la linéarité par rapport a chaque colonne.
3. Soit A € R. On veut montrer que det(AA) = A\"det A. On a :

det(A\A) = dg}t()\cl, A2,y ACy)
= dgc(cl, cesCn) (par multilinéarité du déterminant)
= \"det(A).
4. Si det A # 0 alors les vecteurs cq, ..., ¢, linéairement indépendants, cela veut dire
que (¢p,...,¢,) est une base de E. D’ou A est inversible car A est la matrice des

vecteurs (ci, ..., c,) dans la base de (e, ..., ¢e,) et A™! est la matrice exprimant les
vecteurs (eq, ..., e,) dans la base (c1,...,¢,).
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5. Soient A = (a;;)1<i<ni<j<n €t B = (bij)1<i<n1<j<n deux matrices dans .#,(R). On

définit :
Ayp e a1, ain byy e b1, bin
C=AB=\|ay - (g ain big e b bin
Uy o U U by e b b
Cll ...... Cl] cln
— Cil e Cl'j e Cin
CTLI ------ an ... CTLn
telle que :
n
Cij = Z ik ;-
k=1
On a alors,

detC' = > €(0)coi** Copmn

O'eyn

= Z 5(0) (Z Ao(1)k " bk’l) X X (Z ao’(n)kbkzn>
TES k=1 k=1

= det A x det B.

6. Si A est inversible alors det A # 0. On a :

det(A) x det(A™) = det(AA™") = det I,, = da/%t(,%’) =1

) N -1 __ 1
D’ou det A = %a

3 Déterminant d’un endomorphisme

On rappelle la définition d’une application linéaire.

Définition I1.25 (Application linéaire). Soit E un R-espace vectoriel. Une application ¢
définie sur E est dite linéaire si, pour tout (A, \o) € R? et (x1,22) € E?, :

©(Mz1 + Aawa) = Ai(z1) + Aap(xa).
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Définitions 1.26 (Endomorphismes, isomorphismes, automorphismes). Soit E un R-espace
vectoriel.
— Les applications linéaires de E dans E sont appelées endomorphismes noté Z(E).
— Les application linéaires bijectives sont appelées des isomorphismes.
— Les endomorphismes bijectives sont les automorphismes noté GL(E).

Proposition 1.27. Soient E un R-espace vectoriel muni d’une base B = (e1,...,e,) et
u € Z(F). Le déterminant detg(u(er), ..., u(e,)) ne dépend pas de la base . On note

detu := dg%t(u(el), coulen)).

Démonstration. Soient B = (eq,...,e,) et B' = (e),...,e.,) deux bases de F, P la matrice
de coordonées des vecteurs (€], ..., ¢e") dans la base % et P~! la matrice des coordonnées
des vecteurs (e, ..., e,) dans la base #’'. On considére A la matrice de I’endomorphisme

dans la base % et A’ la matrice de 'endomorphisme de la base %’. On a alors A’ = PAP™ .
D’ou :
det A’ = det(P7*AP) = (det(P~!))(det A)(det P) = (det P) " (det A)(det P) = det A.
(L.1)
O

Remarque 1.28. Attention ! Dans I'égalité (I.1), PAP~! # A car le produit de matrices
n’est pas commutatif.

Proposition 1.29. Pour tout (x1,...,xz,) € E™ et pour toute forme n-linéaire alternée ¢,
on a :

o(u(xy), ..., u(z,)) = (detu)p(xq, ..., x,) (1.2)
avec u € Z(E).

Démonstration. 1. Si les vecteurs (xy,...,z,) sont linéairement dépendants alors les
vecteurs (u(xy),...,u(x,) sont également dépendants. On a alors :

(I.2) & 0 = 0 vraie.

2. Si les vecteurs (z1, ..., x,) sont linéairement indépendants (donc forment une base de
E) et u(zy),...,u(z,) sont linéairement indépendants, par définition, alors :

detu = det )(u(ml),...,u(xn)).

L1505 Tm

On a encore 'égalité.

3. Si les vecteurs (xy,...,2,) et (u(z1),...,u(z,)) sont linéairement indépendants alors
si on note A la forme n-linéaire alternée qui vérifie A(zy,...,x,) = 1 alors pour tout
¢ forme n-linaire alternée :

o(uler), ... uley)) = Au(zy),...,u(z,)) -p(z1,...,2,).

det(y;, . op) w(T1,.,Tn)=det u
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Proposition 1.30. Soient u et v deux endormorphismes de E.
(i) det(uowv) = detu x detw,
(i7) det(idg) =1,

(iii) siu € GL(E) alors detu # 0 et detu™' = (detu)".

Démonstration. (i) Soient (z1,...,z,) € E". On a alors :

eluov(zy),...,uov(r,)) =det(uov)p(xy,...,x,)
=detu- p(v(x1),...,v(x,)) = detudet vp(xy, ..., z,).

det v-o(21,...,2n)
(ii)) On a :
det(id ou) = det id x det u = det u,

ce qui implique que detidg = 1.
(iii) On a :
detuou™t =detid =1 = detu x det v/,

ce qui implique que (detu™) = (detu) "

I.4 Meéthodes de calcul de déterminants

1 Développement par blocs

Définition 1.31. Soit A la matrice de la famille de vecteurs (cy,...,c,). On a alors :
det A = det(cq,...,¢,) = det (cl, e, Cht, Z NiCiy Chtls - - - ,cn> )
i=1,i#k

Théoréme 1.32 (Développement par blocs). Soit M une matrice carrée d’ordre n de la
forme suivante :

A C
v=(55)

ot

— A est une matrice de dimension p X p,

— C' est une matrice de dimenison n —p X p,

— O est une matrice nulle de dimension p X n — p (c’est-d-dire que tous les coefficients

de la matrice sont nuls),

— B est une matrice de dimension n —p X n — p.

On a alors :

det M = det A - det B.



12 CHAPITRE I. DETERMINANTS

Démonstration. Soient & = (eq,...,€p,€pt1,...,€,) une base de £, A’ = (ey,...,e,) une
base de E' et A" = (€pt1,...,e,) une base de E”. On a donc : £ = E'& E”. Soit la matrice
suivante :

aix -+ Qup C11 T Cin
apl ) app Cpl PR Cpn
0 - 0 bpyipr - bpran
0 - 0 bpprn -+ bum
On considere 'application :
f ('Y — R
(1,...,2p) — detg(xr,...,Tp, Cpr1 +bpr1, ..., Ty + by)
qui est une forme p-linéaire alterée. On a donc, pour tout (zi,...,x,) € E”P :

flx1, ..., xp) = fler,....ep) dgg,t(xl, Ce Tp).

Or :
flay,...,a,) = dgt(al, e Uy by oty by )

fle, ... ep) X dog/t(al,...,ap) (1.3)

et :
fler,...,ep) = cgegt(el, cesepy by Fepyas o by FC)
:q§t(el,...,ep,pr,...,bn).
Alors :
(I.3) = d]gt(el, cesepy by, by) X det A (1.4)
On pose :
g : (£")? — R
(Tpt1y-- s n) = detgler, ... ep, Tpi1,. .., Tn) avec g=n-—p

On remarque que g(byy1,...,b,) = detg(er,...,ep,bp11,...,b,) = fle1,...,e,) et g est
une forme g-linéaire alternée sur E” (de dimension ¢). Donc :

g(x1, ... xn) = gler, ... en) d;/t(a:wh ey D)

g(bpsr, ... bn) =gler, ... en) %p(bp+1, ooy bp)
det #

glepity ... en) = d§t(€17 ey €y Cpily ey €y) = L.

D’ou :
(I.4) = det B x det A.
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2 Développement selon une ligne et une colonne

Définitions I1.33 (Mineur et cofacteur d’'un élément). Soit A = (a;;)1<i<n,1<j<n- On appelle
mineur de l’élément a;;, le déterminant A;; de la matrice de taille (n—1) x (n—1) obtenue d
partir de A en supprimant la i¢ ligne et la j¢ colonne. Le scalaire A;; = (—1)"7 Ay, s’appelle
le cofateur de a;;.

Théoreme 1.34. Soit A = (a;;) une matrice de taille n x n et (A;j)1<i<ni<j<n la matrice
des cofacteurs. Alors, pour tout v,j, on a :

det A = Z arj Ak = Z ig A
k_

k=1

Démonstration. On considere # = (eq,...,e,) une base de E et des vecteurs colonnes :

n
aj = Z (ks Ch-
k=1
On se fixe un indice 5 compris entre 1 et n. On a :

n
det A = dgc(al, Ce Q) = dgc <a1, e po1, Y ARG, Ayt - - - ,an>

k=1
Z Qkj det (a1, ..y ap_1, €, Api1,an) .
: :Dk]
Or : A
Dyj = (—=1)77! d%t(ek, A1y ey Gty Ap). (L.5)
Soit B' = (e, €1, .., €x_1,€k41,---,€n) alors on a, pour tout (uq,...,u,),
d}t(ul, e Up) = dgg/t%’ : dge?t(ul, ey Up).
——
(~Dk-1
Alors : .
(15) = (—1)]_1(—1)k_1 dgg/t(ek, A1y, Aj—-1,0541, - . 76Ln) (16)
On pose :
1
0
0
et
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Exemple 1.35. On veut calculer le déterminant suivant :

1 50
3 21
-1 41

Pour cela, on va développer le déterminant selon la premiere ligne :

1 50
3 2 1:’f 1‘—5‘:1)) 1‘:2—5X4.
-1 4 1

Définition 1.36 (Matrice des cofacteurs). Soit A = (aij)i1<i<ni<j<n une matrice carrée
d’ordre n. Alors A = (A;j)1<i<n1<j<n €St appelé la matrice des cofacteurs ou comatrice.

Il

Proposition 1.37. Soit A € #,(R). On a :
ATA = AAT = det(A)I,.
Corollaire 1.38. Si det A # 0 alors :

1 -
-1 — AT.
det A

Démonstration. On note : .
Yij = Z @ik Ajks
k=1

c’est-a-dire 7;; sont les coefficients de la matrice AAT. Soit M la matrice obtenue en
remplacant la j¢ ligne de A par une ligne quelconque f1, ..., 5,. On a alors, en développant
par rapport a la j¢ ligne :

det M = Z BkAgk

k=1
Pour [ # j,

Z alkAjk = (5@' det A.
k=1

Ce qui prouve que les coefficients de la matrice AAT sont égaux & :

’Vij = Z ClijAjk = 52']' det A,
k=1

d’ou :
detA 0 - 0 1 0 - 0
o 0 detA 01 --- 0
AAY = . . =detA-|. . | = det(A)I,.
0 0 <o det A 00 --- 1
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1.5 Rang

Définition 1.39 (Rang). Soient E et F' deux R-espaces vectoriels.

1. Soitu: E — F une application linéaire. On appelle rang de u (notérgu), la dimension
de l'image de w. On rappelle que ['image de u est le sous-espace vectoriel de F' :

Imu=A{u(x), re E}={yeF, 3x € E, y=u(zx)}

2. Soit A € M, ,(R). On appelle rang de la matrice A (noté rg A), la dimension du
sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension n engendré par les colonnes

de A.

3. Soit (x1,...,x,) des vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle rang du systeme
(1,...,2p), noté rg(xy,...,x,), la dimension du sous-espace vectoriel de E engen-
dré par (z1,...,x,) ou le nombre maximal de vecteurs linéairement indépendants
(1,...,2p.

Définition 1.40 (Matrice d’une application linéaire). Soient E et F deur R-espaces
vectoriels munies respectivement des bases B = (eq,...,en), B = (f1,...,fp) etu: E— F.
La matrice de u est la matrice :

Dot u(e;) = Y8 _q Qpn fr-

Proposition 1.41. Soit A une matrice de dimension n X p a coefficients dans R.

1. Si P € GL,(R) (c’est-a-dire P est une matrice carrée n X n inversible) alors rg PA =
rg A.

2. 8 Q) € GL,(R) alors rg AQ = rg A.

Démonstration. Soient :

fo R’ — R"
T a1 ry + -+ A1pTyp
X=1": — AX = :
Tp p1T1 + -+ AppTy
et :
g R? — R"
x
X=1": — PAX
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Alors rg A = rg f = dimIm f et rg PA = rgg = dimImg. Or P est supposé inversible
donc :
Kerg = {X, PAX =0} ={X, AX =0} = Ker f.

et dimIm f + dim Ker f = p et dim Im g 4+ dim ker ¢ = p. On note a; la ¢ colonne de A. On
a alors :
AX =100 + -+ xpa, = (a1, ..., ap) -

Soit () une matrice inversible et X; la i® vecteur colonne de ). Les vecteurs AX; € (ay, ..., ap)
donc les vecteurs colonnes de AQ appartiennent au méme sous-espace vectoriel (ay, ..., a,).
D'otirg AQ < rg A. On a, de plus, A = (AQ)Q~!, ainsi, pour les mémes raisons, les vecteurs
colonnes de la matrice A sont dans I’espace vectoriel engendré par les vecteurs de la matrice
AQ. D'ou rg A < rg AQ et on obtient donc 1’égalité. ]

Théoreme 1.42. Soient A € 4, ,(R) et r un entier tel que 1 < r < min(p,n). On note

J, la matrice suivante :
I, O
(59
ou O sont des matrices nulles qui complétent les lignes et colonnes de la matrice J,.. On a
rg A =1 si et seulement s’il existe P € GL,(R) et Q € GL,(R) telles que PAQ = J,.

Démonstration. On définit B = (eq,...,e,) et B = (f1,..., fn) (vesp. base de R? et de
R") et A, la matrice d’'un endormophisme wu.
(<) Il est clair que rg I, = r donc si PAQ = J,, avec P et @) inversible, on a

rg PAQ =1g AQ =1gA=rgJ. =r.

(=) Supposons que rg A = 7. Or rg A = r = dim Im u. D’apreés le théoréme du rang ',
dim Im u+dim ker u = p. On considere une base de R? dont les p—r premiers vecteurs

forment une base de Ker u, c’est-a-dire ,41,...,2, € Keru. Pour 1 <7 <r, on pose
y; = u(z;). Or

Imu = (u(z1), w(xs), ..., u(x,), w(Tr41), ..., u(zy))
avec U(Zy41), - . ., u(z,) sont tous nuls. On note

(y17y27 . 7yr) = (u(xl)a u(xQ)a e ,u(xr)).

On complete (Y. ..., Yr, Yrs1,---,Yn) de R™ :

Jo=u(z) - ulze) w(wegn) - u(zn)

Y1s-YrsYr415---5Yn

1. Keru est un sous-espace vectoriel de RP.
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On a alors :

JT _ (u($1), o ,u<xp))(y1,---7yn) = <f17 ey fn)(y1,...,yn) X (u<€1)7 .o ,U(€p>>(f1,---7fn)
X (,Z’l, . ,l'r)(el,.“,ep)a

c’est-a-dire PAQ = J,.

Corollaire 1.43. Le rang de la matrice A est égale au rang de sa matrice transposée.

Définition 1.44 (Matrices équivalentes). Soient A et B deux matrices de dimension n X p d
coefficients dans R. On dit qu’elles sont équivalentes s’il existe P € GL,(R) et Q € GL,(R)
tels que

B = PAQ.
Théoreme 1.45. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme
rang.
Démonstration du théoreme 1./5. (=) Soit A et B deux matrices équivalentes. Donc il

existe P € GL,(R) et @ € GL,(R) tels que B = PAQ). D’apres la proposition 1.41,
rg B=rgA car P et () sont inversibles.

(<) Soit A et B deux matrices tels que rg A = rg B = r. D’apres le théoréeme 1.42,
les matrices A et J,. et B et J,. sont équivalentes, d’ou les matrices A et B sont
équivalentes.

]

Définition 1.46 (Matrice extraite). Soit A € 4, ,(R). Une matrice extraite B € 4, ,(R)
avec r < n et q < p est une matrice dont les éléments de B appartiennent a la matrice A.

Théoréeme 1.47. Soient A € A, ,(R) et r un entier compris 1 et min(p,n). Le rang de A
est inférieur ou égal a v si et seulement s’il existe une matrice carrée d’ordre r inversible
extraite de A.

Démonstration. (=) On suppose que rg A > r. On note ¢y, ..., ¢, les vecteurs colonnes
de A. On a donc ¢y, . .., ¢, sont linéairement indépendants. On compléte pour obtenir
une base de R” ¢1,...,¢p e, q,...,¢,. On a ainsi :

det (c1,...,¢,€00q,...,€,) #0,
(e1,....ep) p
ce qui implique 'existence d’un déterminant r x r non nul extrait de A.
<) Supposons qu’il existe une matrice B carrée d’ordre r tel que de e es
S il exist trice B ée d’ord tel det B # 0 et B est
une matrice extraite de A. On note (cy,. .., ¢, ) les vecteurs colonnes de B. Comme

det B # 0, les vecteurs sont linéairement indépendants d’ou rg A = 7.
O

Corollaire 1.48. Le rang d’une matrice est 'ordre mazimum d’un déterminant extrait non
nul de cette matrice.
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1.6 Exercices

Exercice I.1. Déterminer lesquels des ensembles Fy, E,, E3 et E, sont des sous-espaces
vectoriels de R3. Calculer leurs dimensions.

Elz{(a:,y,z)ERB‘ :c+y—z_x+y+z—0}
By ={(v,y,2) € R®, 2® — 2* = 0},

E; = {(a:,y,z) € R3, %! = 0} ,

Ey= {(a:,y,z) eR? 2(2* +y*) = }

Exercice 1.2. Soient dans R* les vecteurs ¢1(1,2,3,4) et éx(1, —2, 3, —3). Peut-on déter-
miner x et y pour que (z,1,y,1) € (e1, &) ? Et pour que (z,1,1,y) € (€1, e3)?
Exercice I.3. Les familles suivantes sont-elles libres ?
1. 91(1,0,1), 93(0,2,2) et v3(3,7,1) dans R3.
1,0,0), 95(0,1,1) et 93(1,1,1) dans R3.
1,2,1,2,1), 5%(2,1,2,1,2), 5(1,0,1,1,0) et 7;(0,1,0,0,1) dans R®.
2,4,3,—1,-2,1), 5(1,1,2,1,3,1) et 5(0,~1,0,3,6,2) dans RS,
21,3, —1,4,~1), B(—1,1,-2,2,-3,3) et 5(1,5,0,4, —1,7) dans RE.

Sl S|

[y

!

S|
[y
~—~~ —~ —~

2
3
4.
)

<

1

Exercice 1.4. Soit f € .Z(F) telle que f3 = f? + f + id. Montrer que f est un automor-
phisme.

Exercice 1.5. Soit (€7, €3, €3) une base de R?® et A\ un nombre réel. Démontrer que la donnée

de
p(e1) = é1 +e3
plez) =1 —e3
p(es) = é1 + A3

définit une application linéaire de R? dans R3. Ecrire 'image du vecteur U = a,é; + ases; +
—> o . . . . . . .
azes. Comment choisir A pour que ¢ soit injective 7 surjective ?

Exercice I.6. On considére dans R"™ une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants :
(€1, €3, €3,¢1). Les familles suivantes sont-elles libres ?

1. (é1,263,¢3).

2. (e1,€3).
3. (e1,2e1 + ey, €1).
4. (3e; +e3,e3,¢65 + €3).
5. (

— — —>)

2¢1 + €3, 61 — 33, e1,€5 — €1).



I.6. EXERCICES 19

Exercice 1.7. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R", on définit "application
f: FxG— R"par f(x1,x2) = 21 + 2.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer le noyau et 'image de f.

Exercice I.8. Soit F un espace vectoriel de dimension finie, f une application linéaire de
E dans E'; montrer que les propriétés (i) a (iii) sont équivalentes :

(i) E=1Im f @ Ker f,
(i) Im f = Im f2,
(iii) Ker f = Ker f2.

Exercice 1.9. Déterminer m tel que

1 2 3m
2 1 0]|=0.
m m 1

Exercice 1.10. Montrer, sans le développer, que

84 35 62
8§ 3 6|=0.
4 5 2

Exercice I.11. s désignant une racine cubique de 1. Montrer que Az = 0 avec

2

1 s s
Ag =S 1
s s? s

Généraliser a A,, déterminannt dont la premiére ligne est constitué pour les (s*),,c,, ;s
étant une racine n° de 1 et dont les colonnes sont des permutations de ces (5*))<;<,_1-

Exercice 1.12. Calculer les déterminants suivants :

1 1 1
1. b+c c+a a+bd

be ca ab
T a a
2. la = a
a a T
a b ¢
3.1b ¢ a
a b
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o o
(=
o

1 cosc cosb
5. |cosc 1 cos a
cosb cosa 1

Exercice 1.13. Montrer que det(X; + A, Xo + A, X3+ A) = 0 pour X, = % et que

det(X17X27X3) 7é 0< det(X1 + XQ,XQ + X3 + X3 + Xl) 7& 0.

Exercice 1.14. Calculer les déterminants suivants :

1 001
1 01 00
11 01 1
2 311
a+b+ec b b b
c a+b+c b b
2.
c c a+b+c b
c c c a+b+c
1 0 3 00
010 30
3.la 0 a 0 3
b a 0 0 O
0 b 0 0 a
11 2 11
21 111
4. 11 1 1 2 1
1 21 11
1 11 1 2

Exercice 1.15. Montrer que, pour t réel et n entier naturel, le déterminant :

1 x x?
A(x) = |cosnt cos(n+ 1)t cos(n + 3)t
sinnt sin(n + 1)t sin(n + 3)t

est un polyndome de degré < 3 en z, divisible par 22 + 2z cost + 1. Donner la valeur de

A(x).
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Exercice 1.16. On considere le déterminant :

1 3 3 0

: " :2 :3
LG G g
1 Cp+1 Cp+1 Cp+1

Calculer Q,(z) — Q,(x — 1) puis Q,(n) pour n € N.

0 r+1
0 (x+1)2
0 (z+1)°

Crt (z+1)P
Chll (x+ 1)ptt

21
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CHAPITRE 11

REDUCTION D’ENDOMORPHISMES

Le but de ce chapitre est de chercher des bases d’'un endomorphismes tel qu’on peut
avoir une matrice simple. On considere, dans tout ce chapitre, K = R ou C, F est un
K-espace vectoriel et u € Z(F).

II.1 Valeurs et vecteurs propres

Définition II.1 (Valeurs et vecteurs propres). Soit A € K et u une application linéaire.
On dit que X est une valeur propre de u s’il existe x # 0 dans E tel que :

u(z) = .
On dit que x est un vecteur propre de u associé¢ d la valeur propre .

Remarque 11.2. Le vecteur z est valeur de propore de u associé a la valeur propre \ si et
seulement v — Aidg(x) = 0, c’est-a-dire :

u(z) =Ar =u—Nidg(z) =0< x € ker(u — Aidg).

Définition I1.3 (Sous-espace propre). Soit A\ une valeur propre de u. L’ensemble Ey définie
par :
Eyx={2#0, x € E, u(z) = Az} = ker(u — \idg)

est un sous-espace propre de E associé a la valeur propre .
On rappelle la définition d'un polynéme.
Définition I1.4 (Polynéme). P est un polynéme de K[X] si :
PX)=ay+ a1 X+ -+ a, X"
Une fonction polynéme est l'application suivante :
P : R - R
X = PX)=a+au X+ +a, X"~

23
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Siue Z(F), P(u) est 'endomorphisme :

P(u) : E — FE
r = apr + au(z) + -+ au(x)

ol u™ est la composée n-fois de 'application linéaire u.

Proposition I1.5. Si P est un polynome et x est un vecteur propre de u associée a la
valeur propre A alors x est un vecteur propre de P(u) pour la valeur propre P(\).

Démonstration. Soient u une application linéaire et x un vecteur de E tels que u(z) = Az.
On montre, par récurrence sur n que :

u(z) = \"z.

La propriété est vraie pour n = 1. On suppose que, pour un n fixé, u"(x) = A"z alors on a
bien
" (z) = u(u(z)) = N'u(z) = X"

Soit x tel que u(x) = Az :

P(u)(z) = apz + ayu(x) + - - - + a,u™(x)
= apr + A \x + -+ a, \"x
= (ap+ a1 A+ -+ a,\")2"
= P(\)zx.

]

Corollaire I1.6. Soient \i,...,\, des valeurs propres de uw et Ey,,..., E\, leurs sous-

espaces propres associés. On a :
n

@Eki

=1

(c’est-a-dire que les sous-espaces propres sont en somme directe).

Démonstration. On suppose qu’il existe des vecteurs z; € E),, pour 1 < ¢ < r tels que
1+ X9 + - -+ + 2, = 0. Notons r’ le nombre des vecteurs des E), tels que :

1+ -+ x0=0.
On a:

w(@r 44 2) = Mier 4o ) =0
(/\2—/\1)5E2+'--+(>\2—)\1):ET/:0,
%,_/ \

#0 #0

On aboutit donec a une contradiction. ]
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I1.2 Polynéme caractéristique

Définition I1.7 (Polynéme caractéristique). Soient u € £ (F) et A une matrice dans une
base B de E. On appelle polyndme caractéristique de u (ou de A), le polyndome :

P,(x) = Pa(z) = det(A — X1,,) = det(u — xidg).
On rappelle la définition de trace d’une matrice.

Définition I1.8 (Trace d’une matrice). Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients
a;j € R. On appelle trace de la matrice de A, le nombre :

tr(A) = Z Q.
i=1

Proposition I1.9. On a, la formule suivante :
Po(X) = (—1)"X" + (=) tr(A) X" ' 4 --- +det A.
On a :

Pa(X) = det(A — X1,

ay — X s Q1n
21 agy — X - Q2n,
- : : . : - Z bo(1)1 "+~ Do(nyn (IL.1)
. . : . oESy,
an1 an2 v Ann — X

ou les coefficients b;; sont définis de la maniere suivante :

Qi sit ]
b”:{ J 7&]7

a; — X sinon

dot,
n

(H.l) = H(a“ — X) = Z 8(0)50(1)1 s bo(n)n.

i=1 €S n,0#id

On a de plus :

degz Z 8(0)[)0(1)1 s bg(n)n S n — 2.
€S p,0#£id

Proposition I1.10. Soient A € K, u € Z(E) et P, le polynome caractéristique de u.
est une valeur propre de u si et seulement si P,(\) = 0.
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Démonstration. A est valeur propre de u si et seulement si ker(u — Aidg) # 0. Donc il
existe x # 0 tel que u(z) = Az. On a donc que u — Aidg n’est pas bijective et donc
det(u — Aidg) = P,(x) = 0. Soit, maintenant f € Z(F) tel que f =u —zidg. On a :

dim £ = dim Im f +dimker f .

<n—1 >1

Si (z1,...,x,) est une base de E, (f(z1),..., f(x,)) engendrent un espace de dimension
<n-—1. ]

Théoréme I1.11. Soient u € L (F), P, le polynéme caractéristique de u, A une valeur
propre de u (c’est-a-dire racine de P,) et my sa multiplicité dans E) (sous-espace prorpe
associé a A). Alors, on a :

1 S dim E)\ S my.

Démonstration. On note m = m,, alors :

Pu(z) = A= 2)"Q(x)  avee Q(A) # 0.

A est racine de P si et seulement si (X — \) | P(X. Notons p = dim E), considérons

(é1,...,€,) une base de E). On la complete en une base (eq,...,€p, €pt1,-..,€n). Dans
cette base, la matrice de u est de la forme :
(X, C
(49
D’ou :
_((A=X)I, C _
det(A=XL) =[5V = det(A = X)h) x det(B = XTiy)

= det(A — X)Pdet(B — X1I,_,).

On a donc (A — X)? divise P,(x), ce qui implique p < m. ]

I1.3 Endomorphismes diagonalisables

Définition I1.12 (Matrice diagonale). On dit qu’une matrice A = (ai;)1<i<ni<j<n €St
diagonale si les coefficients a;; sont nuls en dehors de la diagonale. C’est-a-dire :

Qo
a
(07%

Définition I1.13 (Endomorphsime diagonalisable). Soit u € Z(F). u est dit diagonalisable
s’il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.
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Définition I1.14. Soit A € #,(K). On dit que A est diagonalisable sur K s’il existe
P e M, (K) inversible telle que P~*AP est diagonale.
Théoréme 11.15. Soit u € L (F). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est diagonalisable,

(i) P, admet toutes ces racines de K et, pour tout A racine de P, de multiplicité my, on
a :dim Ey = m,.

(iii) Il existe des valeurs propres Ai,..., N\, telles que :

E=E, ®E,® - ®E),,.

Démonstration. ((i) = (ii)) Si u est diagonalisable, il existe une base de E dans laquelle
la matrice de u est diagonale. Soient \q,..., A, des valeurs propres de multiplicité
respective mq, ..., m, :

Ao
A
A —
Ar
On a alors :

P(x) = det(A — L) = [[(\ - X)* = [] dim B,
((ii) = (iii)) Soit T

Py(X) = [T\ = X)™,

i=1
avec, 1 <1 <7, m; =dimE),. Sion note F' = E,, &---® E,,, alors

dmF=my+---+m,=n=dimFE,

c’est-a-dire F' = F.
((iii) = (i)) Supposons que E = E), & --- @ E,,. On note %; une base de F),, la base

2= %
i=1

est une base de E puisque E est somme directe de E),. Ainsi, il existe une base de E
formée de vecteurs propres de u, ce qui prouve que u est diagonalisable.
]

Exemple I1.16. Soit A € .#5(R). On cherche des vecteurs X = (z,y) de R? tels cque
AX =2X ou AX = 3X.

AX =2X & =y (x=y définit une droite de vecteurs propres)
AX =3X & x =2y.
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Soit u I'endomorphisme dans la base (7, j) :

u(i) = 4i + j,
u(j) =2i+j.

La matrice de u dans la base (i, j) est donc :
4 =2
A= (1 ; ) |
Si on définit ey = (1,1) et e3 = (2,1), on a:

u(e;) =2e; et u(eg) = 3es.

Dans la base (eq, e3), la matrice de u est

2 0 1 2
— p-1 — —
D =P AP = <0 3> avec P = (1 1).

Exemple I1.17. Soient £ = R3,
1 0
A=10 1
1

OO

-1
Le polynome caractéristique de A est :
PA(X) = (1 - X)*(2 - X).

Les racines du polynome caractéristique sont les réels 1 avec la multiplicité 2 et 2 avec la
multiplicité 1. On a :

Ey={U eR?® AU =V}
:{(m,y,z)€R3, w—y+z:0}.

er = (1,1,0) et e3 = (0,0, 1) sont linéairement indépendant, ils forment une base de F;. La
matrice P est donc :

100
P=11 10
01 1
Dans la base (eq, s, €3), la matrice u est :
1 00
D=P''AP=10 1 0
0 0 2
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II.4 Trigonalisation
Définition I1.18 (Matrice triangulaire supérieure). On dit qu’'une matrice A = (a;;) carrée
d’ordre n est dite triangulaire supérieure si a;; = 0 dés que © > j.

Définition I1.19 (Matrice trigonalisable). On dit qu'ume matrice A = (a;;)1<i<n1<j<n €St
dite trigonalisable sl existe une matrice P inversible telle que P~YAP est triangulaire.

Théoréme 11.20. u € Z(FE) est trigonalisable si et seulement si P, a toutes ses racines
dans K.

Remarque I1.21. Si K = C alors toutes les matrices sont trigonalisables.

Démonstration. (=) Supposons que u est trigonalisable. Alors il existe une base de E
dans laquelle A de u s’écrit :

@11 Q21 -+ Gpl
0 agp -+ ap

A=
0 0 - an

On a alors :
P,(X)=det(A—IX)= (a1 — X)(ag — X) - (a, — X).

(<) On démontre la propriété par récurrence sur n, la dimension de E.
Initialisation Sin =1 alors il n’y a rien & démontrer !
Hérédité Fixons n arbitrairement et suppose la propriété vraie pour n — 1. On
démontre qu’elle est, alors, vraie pour n. Soit £ de dimension n, on considere

P, € Z(F). On suppose que P, a toutes ses racines sur K. Soient A une racine
de P,, x; un vecteur propre associé¢ a A, H un hyperplan supplémentaire de la

droite Kz (de base (x1,...,2,)). Dans cette base, la matrice de u s’écrit :
A
0
M
0
On a alors :

Pu(X) = (A= X)det(M — X idy) = (A — X)Py(X).

Notons v I'endomorphisme de H dont la matrice dans la base (x1,...,z,) est
égale a M. Par hypothese de récurrence, M est trigonalisable. En effet,

Pu(X) = (A= X)P,(X) = (A = X) Py (X).

Par conséquent, il existe une base (yo, ..., y,) de H dans laquelle dans la matrice
de v est triangulaire, ainsi dans la base (z1,¥s,...,%n), la matrice de u est
triangulaire.
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Exemple 11.22. Soit la matrice suivante :

1 4 =2
A= 0 6
4

3
-1 0

Le polynome caractéristique de A :
Pa(X)=(3-X)(2~-X)?
et les sous-espaces propres de A sont :

Es={(z,y,2), zr=y=2}=Re; oue =(1,1,1)
Ey={(z,y,2), v =zet dy=3z} =Rey ol ey =(2,3,4).

On obtient dim F3 = 1 et dim Fy = 1. Or, la multiplicité de la valeur pore 2 est 2 donc A
est trigonalisable.

u(er) = 3e;

u(eg) = 2ey

Remarquons que le vecteur e3 = (0,0, 1) n’appartient pas au plan engendré par e; et es.
On exprime u(e3) dans les bases (eq, e, €3) :

U(eg) = 661 + es + 263.

On obtient donc :

I1.5 Sous-espaces stables

Définition I1.23 (Sous-espace stable). Soient V' un sous-espace vectoriel de E etu € L (E).
On dit que V' est stable par u si, pour tout x € V, u(zx) € V.

Proposition 11.24. Si V' est stable par u alors, pour tout polynome P € K[X]|, V est
stable par P(u).

Démonstration. Si V' est stable par u alors pour tout = € V', u(x) € V donc u(u(x)) € V
et ainsi, par récurrence, pour tout k € N, uf(x) € V. Or V est stable par combinaison
linéaire donc P,(x) € V. O

Proposition 11.25. Soient u et v deux endomorphismes de E tels que wov = v owu. Alors
kerv et Imwv est stable par u.
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Démonstration. Soit x € ker v.
v(r) =0= u(v(z)) =0= v(u(x)) =0.
Donc u(z) € Kerwv. Soit y € Imv alors :
u(y) = uov(y) = vou(y) = v(u(x)).
Donc : v € Imw. ]

Proposition I1.26. Soit V' un sous-espace vectoriel de E, stable pour u € Z(E). Le
polynome caractéristique de u|, € ZL(E) divise P,. De plus, si W est un sous-espace
vectoriel supplémentaire de V' stable par u alors :

P, = P,|, + Puly -

Démonstration. Soit (ey,...,e,) une base de V, on complete cette base de E par des
vecteurs (ep41, .- ., €,). La matrice de u dans cette base s’écrit :

AU
= (0 5)
ol A est la amatrice de u|,, dans la base (e, ...,¢e,). On a alors :

Pu(X) = det(M — XI,,) = det(A — X1,) - det(B — X1I,_,) .

:Pu|v :Pulw

Le polynéme caractéristique de ul,, divise bien P,. Si E =V @ W alors W est stable par
U. O

Proposition I1.27. On suppose que u € Z(FE) est diagonalisable, on note Ay, ..., \,
ses valeur propres. Ey,,..., E)\,, les sous-espaces propres correspondants. Si V est un
sous-espace vectoriel stable par u, on a :

V=VNE,)®(VNE\)® & (VNE),).
Avant de démontrer la proposition, on a besoin du résultat suivant :

Proposition I1.28. Si x est un vecteur propre de u pour la valeur propre X alors x est un
vecteur propre de P(u) pour la valeur propre P(\).

Démonstration. On sait que £ = Ey, ®---® E),. Soit x € Etel que x =21 + -+ + x, et
x; € E),, pour 1 <i <r. Le sous-espace vectoriel V' est stable par u donc par P(u), pour
tout P € K[X]. On note, pour 1 <7 <r:

PX) = (= X) - (et = X) st — X) oo O = X) = T O — X).

=1
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On a, pour tout j # i, P(\;) =0 et P()\;) = 0. Soit x € V tel que x = 2y + --- + x, et
x; € By, pour 1 <7 < 7. On veut démontrer que, pour tout ¢, x; = V N E), et donc, pour
tout 4, Pi(u)(z) € V car V est stable par P(u). Donc :

Pi(u)(z) = Fi(u)(@1) + - + Pi(u)(zi1) + Bi(u) (@) + - - + Piu)(a) .
=0 =0 =P;(\i)x; =0

On se sert de la proposition I1.28, pour chaque P;, 1 <1i <r,;sixz € V, P;(u)(z) € V implique
que P;(\;)x; € V. Donc, pour tout 1 < i <r, x; appartient a V et x = x; +x9 + -+ - + 7,
avec r; € VN E),. O

I1.6 Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme I1.29 (Théoreme de Cayley-Hamiliton). s
1. Soient u € Z(F) et P, son polynome caractéristique. Alors : Py(u) = 0.4(p).
2. Soient A € M, (K) et Pa son polynome caractéristique. Alors, Pa(A) = 0,4, x)-

Précisons un peu. Soit P € K[X] alors P s’écrit :

d
P(X) = apat.
k=0

On a alors :
P,u) : E — FE
r — Px)x

et
d
Py(A) =) d"4* ou A =1,
k=0

Démonstration. Soient n = dim E et u € Z(E). On considere A € #,,(K) la matrice de u
dans une base £ de E. La démonstration se fait par récurrence sur n.

Initialisation Si n = 1. On considere 'application :

u : R —= R

x — ax’

la matrice A est la matrice de dimension 1 x 1 de coefficients a, son polynéme
caractéristique est P4(X) =a — X. On a bien P4(A) = 0.

Hérédité Si on se fixe n arbitrairement, on suppose la propriété vraie jusqu’a l'ordre n — 1,
c’est-a-dire, pour toute matrice A’ € 4, _1(K), Pa(A") = 0. Soit A € #,(K) et on
démontre que P4(A) = 0. On se place dans le cas ou le polynéme P, a toutes ses
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racines dans K donc A est diagonalisable. On se place dans une base ou la matrice
de u est triangulaire.

bin bz -+ biy
. 0 by -+ by

T =PAP ' = | . o ] dans la base (eq, ..., e,).
0 0 - by,

Le polynome caractéristique de A est :

On considere F', le sous-espace vectoriel de E engendré par (ey, ..., e, 1, stable par

u. On a alors :
vi=ulp, : F — F

y = (y) =uly)
qui est dans Z(F). Soit 7" la matrice de v dans la base (eq,...,€,-1)

bll b12 e bln
0 by --- Doy

= 7 " e (K.
0 0 e bn—l,n—l

Par hypothese de récurrence, Pp/(T") = 0. Ainsi, P,(v) = O0g(p), c'est-a-dire que
pour tout z € F, P,(v)(z) = 0. Or, F est stable donc P,(v)(z) = 0 implique
P,(u)(x) = 0. Pour démontrer que P,(u) = 0, il faut démontrer que pour tout = € E,
P,(u)(z) = 0. Soit z € E, on peut 'écrire © = xp + z,€, avec xp € F. On obtient :
u(z) = u(zp) + zyule,). Or :

u(en) = tiner + -+ + th1n€n_1 Htunen =y + tyne,.

eF

(tnn —1dg —u)(en)(en) = tpnen — Y — tppen = —y € F
Pu(X) = (tnn - X)PV(X) = Pv(X>(tmm - X)
P,(u)(en) = P,(u) o (th—1,1dg —u)(e,) = Pu(u)(X) = 0.

En effet, P,(u)(z) =0, d’ou P,(u)(z) = 0.

I1.7 Polynéme minimal

Proposition 11.30. Soit u € Z(E), il existe un unique QQ € K[X] tel que :
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(1) Q est unitaire.
(it) si P € K[X] vérifie P(u) = 0g(p) alors Q| P.

Définition 11.31. Soit u € Z(F), on appelle Q,, le polyndme unitaire le polynome qui
vérifie les propriétés de la proposition I1.30.

Démonstration. Soient u € Z(F) et n =dimE. On a :
P,(X)=(-1)"X"+--- +detu.

(—1)"P, est un polynéme unitaire qui s’annule en u. On considere 'ensemble :
& = {P unitaire, P(u) =0} # 0.

On peut avoir dans & un polynéme @ de degré minimale. On a : Q(u) = 0 et

tQ(u) = T(u) - Q(u) = 0g(m).
Soit P € K[X] tel que P(u) = 0. On a alors deg P > deg @ (car @ a été choisi de degré

minimal. On peut donc écrire :

P=TQ+R = P(u) = T(u) - Q(u) +R(u) > R(u) = 0.

On aboutit donc une contradiction donc @) | P. O

Proposition I1.32. Soit A € K. X est valeur propre de uw € £ (E) si et seulementsi A est
racine du polynome minimal de u.

Démonstration. (<) Soit P, le polynéme caractéristique de u. D’apres le théoreme de
Cayley-Hamilton, on a P,(u) = 0. Par définition du polynéme minimal, @, divise P,
(c’est-a-dire qu’il existe T' € K[X] tel que P, = Q,T). Si Q,(X) = 0 alors P,(\) =0
donc A\ est valeur propre de u.

(=) Si A est valeur propre de u alors P(\) est valeur propre de P,, pour tout P € K[X].
En particulier, si P = @, le polynéme de u, on a : Q(A) est valeur propre de Q(u).
Or Q(u) est 'endomorphisme nul donc 0 est la seule valeur propre d’ou Q(A) = 0.

O]

Proposition I1.33. L’endomorphisme u € £ (E) est diagonalisable si et seulement si son
polynome minimal a toutes ses racines dans K et que ces racines sont simples.

Démonstration. (=) Supposons que u est diagonalisable et on note Aq, . .., A, ses valeurs
propres. On considere le polynéme Q(z) = (z — A1) ---(x — A\,) et pour 1 <i <,
Q(X) :

P(X) ::X_)\i = H (X =X\

=L
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On a ainsi :

Q(X) = (X = M) P(X) = B(X)(X = Ai).

Pour tout « € Ey,, (ue;idg)(x) = 0. Donc Q(X) = 0. Mais ceci est vraie pour tout 4
et u est diagonalisable donc £ = E\, & - & FE,, . Soit x € £, x = x1 + - -+ + x, avec

x; € E)\i .
Qu)(z) = Q(u)(z1) + -+ + Q(u)(z,) = 0.
Donc : Q(u) = 0.

(<) Supposons que @, a toutes ses racines dans K et que ses racines sont simples.
Qu(u) = 04 (p) implique que Ker(Qy,(u)) = E.

Qu(u) = (U — )\1 ldE) ©---0 (U, - /\i—l ldE) @) (u — /\Z'+1 ldE) O---0 (u — )\rldE)
avec \; racine de @, . Alors :
Ker @, (u) = Ker(u — A idg) & - - - & Ker(u — A, idg).

Ceci prouve que u est diagonalisable.

Exemple 11.34 (Application a la trigonalisation). Soit la matrice :

2 1 1
A=1-1 -1 3
0 -1 3

Le polynéme caractéristique de A est :
Pa(X) = (2= X)(1 - X)2

Le polynéme minimal de A, Q4(X) peut étre égal & P4(X) oua (2 — X)(1 — X). Notons
QX) = (2-X)(1 - X).

0 -1 1 -1 1 1
Qu(A)=@2—A)I-A)=|1 3 —3|-[1 2 -3
0 1 -1 0 1 =2

1 -1 1 000
=2 4 —4|#[00 0
1 1 -1 000

donc @) n’est pas le polynéme minimal, donc @, = P, et P, n’a pas toutes ses racines
simples. Donc : A n’est pas diagonalisable.
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I1.8 Décomposition de Dunford
1 Préliminaires
On rappelle la proposition suivante :

Proposition I1.35. Soient E' = E), ® --- E\, ot les E), sont les espaces propres associés
auz valeurs propres \; et u € L(F). Si u est diagonalisable (¢’est-a-dire que son polynome
caractéristique a toutes ses racines dans K) alors :

E=Ker(u— A idg)™ @ --- & Ker(u — N\ idg)™"
ou les \; sont des valeurs propres de multiplicité m;.

Lemme I1.36 (Lemme des noyaux). Soient P,Q € K[X] et u € Z(FE). Si P et Q sont
premiers entre eux alors :

Ker PQ(u) = Ker P(u) & Ker Q(u).
Avant de démontrer le lemme, on rappelle I’énoncé du théoreme de Bézout :

Théoréme I11.37 (Théoreme de Bézout). Si P et Q) sont premiers entre eux alors il existe
U,V € K[X] tels que PU + QV = 1.

Démonstration. On a, pour tout u € Z(F),
Pu)oU(u) =Q(u) o V(u) =idg .

P0111r tout x € E, z = (P(u) o U(u))(x) + (Q(u) o V(u))(z). Si z € Ker P(u) NKer Q(u), on

2= U)o P(u)(z) + V(1) 0 Q(u) () = U(w)(0) + V(u)(0) = 0.

Donc,
Ker P(u) N Ker Q(u) = {0} .

Soit z € Ker PQ(u) = Ker(P o Q(u)), x s’écrit donc :
z=U(u) o P(u)(x) + V(u) o Qu)(z)

car

Q(u)[U(u) o P(u)(x)] = U(u) o P(u) 0 Q(u)(x) .

[

Définition I1.38 (Sous-espace caractéristique). Soient u € Z(E), X une valeur propre de
multiplicité m. Le sous-espace N = Ker(u — idg)™ est appelé sous-espace caractéristique.
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Proposition I1.39. Soient u € Z(E) tel que P, ait toutes ses racines dans K :
P(X)=M-=-X)" (N, = X)™

et N; = Ker(u — \;idg)™ des sous-espaces caractéristiques. Alors :
(i) N; est stable par u;

(i) Ex, C N;;

(iii) E =N, @ - ® N, ;

(iv) dim N; = m;.

Démonstration. (i) Soit x € N;, on a :

(u— N idg)™ (u(z)) = u(—=XNidg)™ ou(r) = uo (u— N)™ (x).

Donc u(z) € N;, d’ou N; est stable par u.

(ii) Soit E), = Ker(u — \;idg). Si € E,, alors (u — A;idg)(z) = 0. Donc, pour tout
keN, (u—\id)*(z) =0. Dot z € N;.

(iii) Comme P,(z) = (A — X)™ - (A, — X)™ ona':

Ker P,(u) = N1 @ --- @ N,.
Or, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,
Ker P,(u) = KerOgp) = E.

D’ou :
E=N3---®N,.

(iv) Soit v; = uly, € ZL(N;). Sii# jalors N;N N; = {0}. La seule valeur propre de N;
est \;. On a donc P, = ()\; — X)dm¥Ni et

Pu _ Pv1 . 'Pvr _ ()\1 o X)dimN1 . <)\’r o X)dimNr — ()\1 . X)m1 ()\T _ X)mr

D’ou, pour tout 1 <i <n, m; = dim N;.
O

Définition I1.40 (Endomorphisme nilpotent). On dit que l’endomorphisme u (ou la matrice
A) est nilpotent(e) s'il existe un entier k tel que u* = 04 (g ou A* = 0.

Proposition I1.41. Si u est nilpotent, son unique valeur propre est 0. Donc P,(X) =
(=1)"X".

1. c’est le lemme des noyaux généralisé par récurrence
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Démonstration. 11 existe k € N* tel que A¥ = 0. Cela veut dire que :
det A" =0 < (det A)F = 0 < det A = 0.

Donc I’endomorphisme u de matrice A n’est pas bijective. Son noyau n’est pas réduit a 0.
Donc 0 est valeur propre car il existe z # 0 tel que u(z) = 0. Supposons que A soit valeur
propre de u. Donc il existe k € N* tel que u*(z) = 0. Or si x est vecteur propre de \ :
uk(x) = \¥z. On a donc Az = 0 av ec  # 0. D’oti :

N=0s )\=0.

2 Théoreme de décomposition de Dunford

Théoréme II1.42 (Décomposition de Dunford, version endomorphisme). Soit u € £ (FE)
tel que P, ait toutes ses racines dans K. Alors il existe des uniques endomorphismes de F,
n et d ou n est nilpotent et d diagonalisable tels que :

(i) u=n+d,

(i) nod =don.

Théoréme 11.43 (Décomposition de Dunford, version matricielle). Soit A € 4, (K) telle
que Py ait toutes ses racines dans K. Alors il existe des uniques matrices N et D ou N est
nilpotent et D diagonalisable tels que :

(i) A=N+ D,

(ii) ND = DN.

Lemme I1.44. Siu est diagonalisable et V' est un sous-espace de E stable par u alors ul,,
la restriction de uw a V', est diagonalisable.

Démonstration. u est diagonalisable si et seulement si £ = E), @ --- ® E), et si V est
stable par u alors

V=VNE,& & (VNE),).

On considere v = u|, € Z(F). On a : Ker(v — \;id,) = V N Ker(u — A;idg). Les vecteurs
propres, Ai,...,As de v appartiennent a I’ensemble {\q, ..., \.} des valeurs propres de u.
Donc V' s’écrit :

V:VMI@.”@VMS’

d’ou v est diagonalisable. [

Lemme 11.45. Soient u,v € £ (F) diagonalisables tels que uwov = v ou. Alors, il existe
une base de E composée de vecteurs propres de u et de v.



11.8. DECOMPOSITION DE DUNFORD 39

Démonstration. Soient A1, ..., A, les valeurs propres de v. On note :
Vi={x € E, u(x) = \zx}.

Ce qui prouve que u(z) € V;; Donc V; est stable par u, ¢’est-a-dire que u|w est diagonalisable.
Il existe une base %; de V; composée de vecteurs propres de v (uly, est diagonalisable). On
a alors

E=V,®o---dV,

car v est diagonalisable. Ainsi 8 = %, U --- U %, est une base de E composée de vecteurs
propres de u et de v. O]

Démonstration du théoréme 11.42 et 11./3. Soit u € Z(F). On suppose que P, a toutes
ses racines dans K, c’est-a-dire :

Pu(X) = (A = X)™ - (A — X)™.

On considere pour 1 <i <r, N; = Ker(u — \;idg)™ et E = N; @ --- @ N,.. On définit d
sur chaque N; par d(x) = \;z, pour tout x € N; et n = u — d. Pour tout = € F| il existe
(x1,...,2,) € Ny X -+ X N, tels que x = 21 + - -- + x,. On a alors :

d(ﬁlﬁ') = d(l’l) 4+ 4 d(l'r) = )\11’1 + )\21’2 4+ 4 )\rIT.

1. Par construction, d est diagonalisable. Soit %; une base de N; et & = U,<;<, %; une
base de E et la matrice de d s’écrit :

A1
A2

Ar

2. Soit
n; = n|N1_ = (u—d)|Nz_ = u|N1_ = Aidy, .

On a donc n;" = 0 car N; = Ker(u — A;id)™. On considere m = sup, ., m; alors
n™ = 0 sur chaque N;. Or E = N; & --- & N, donc si x € E alors on peut écrire :

r=x1+- -+

Donc n™ = 0 donc n est nilpotent.

3. On vérifie que nod = don. Soit x € E, on écrit xt =21 +--- 4+ x,, ou les x; € N,.
nod(z) =nod(ry)+---+nod(x,)=don(xy)+---+don(z,)

sur N;, d = \;id commute avec n.
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4. Unicité : on suppose qu’il existe (n,d) et (n/,d’) tels que v =n+d = n' + d et
nod=don,n od =d on (avec n et n' nilpotents et d et d’ diagonalisables). On a
alors :

v=d+n+d+nesdou=dod +don =uod
& (u—Nid)™od(x) =d(u—Nid)™(z) =0 siz e N;.

On a alors : d| n, = Aiidy, stable par d', d et d commutent sur N; alors d = d’ est
diagonalisable. Or n = v — d, n’ = u — d’ donc n et n’ commutent, nilpotents. On
obtient :

n—n'=d-d =0.

3 Exemples

Exemple I1.46. Si on veut calculer A*, on utilise la décomposition de Dunford. On a
alors : A= N+ D avec ND = DN et :

A" = (N + D) =3 CN'DM

Exemple I1.47. Soit

On peut remarquer que A se décompose en :

100 01 1
A=D+N=|010|+]|0 0 1
00 2 000

ou N est nilpotent et D diagonalisable. Mais ce n’est pas la décomposition de Dunford car
ND # DN. Le polynome caractéristique de A, P4 est (1 — X)?(2 — X) alors :

E = Ker(A — I5)* @ Ker(A — 213).

Ker(A —2I) ={(x,y,2), y=zet x =2z} = ((2,1,1)),
Ker(A—1)={(z,y,2), y=2=0} =((1,0,0)) .

On calcule (A — I)?
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et Ker(A —1)? = ((1,0,0),(0,1,0)). On note :
Ny =Ker(A—1)>=Re; + Res et Ny =Ker(4 —2I) = Res.
On définit d dans la base (eq, g, €3) par :
d(e;) = e1, d(eg) =eq, d(ez) = 2es.
La matrice D’ de d dans la base (ej, €9, €3) est :

100
D'=|(01
0 0

N O

Or :

u(er) =e1, wu(ez) =ex+er, u(es) = 2es.

La matrice de u dans la base (eq, ey, e3) est :

110 100 010
PAP'=10 1 0|l=]01 0]l+]0 0 0
00 2 00 2 000

Dans la base (eq, e, e3) :

d(el) = €1, d(@g) = €9, d(@g) = 261 + €9 + 263.

D’ou :
1 0 2 01 -1
D=10 11 et N=|0 0 0
0 0 2 00 O

4 Application a la trigonalisation

Dans la section I1.4, on a démontré quun polynéome qui a toutes ses racines dans R est
trigonalisable dans R.. Par contre, on a laissé assez libre le choix de la base de trigonalisation :
on ne demandait au troisieme vecteur de cette base d’étre linéairement indépendant des
deux premiers (qui sont des vecteurs propres). La décmposition de Dunford permet de
choisir la base de trigonalisation de maniere a obtenir naturellement la décomposition de
Dunford de la matrice triangulaire obtenue.

Soit u un endomorphisme, on suppose que son polyndéme caractéristique a toutes ses
racines dans R. On écrit :

P(X)=(\ —X)™ - (N, — X)™.
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Ona E=N; & - @& N, ou N; = Ker(\; — u)™. On sait que chaque N; est stable par u et
soit %; une base de N; alors la base de E est £ = |J %;. La matrice u est une matrice par

blocs :
Ay

A =
Ay
ou A; est la matrice de u; = ul N, On trigonalise alors chaque A;. On a :
Pu(Xi) = (A — X)™.
On choisit une base de Ker(u — A;idg) et on a :
Ker(u — \;idgp) C Ker(u — \;idg)® C --- C Ker(u — \;idg)™.

Exemple I1.48. Soit A la matrice de I’endomorphisme v suivante :

21 -1
A=13 3 —4
4 1 =2

Le polynome caractéristique de A, P, est :
Py(X) = (X +1)(X —2).
On va déterminer les sous-espaces caractéristiques :

N_y =F =Ker(u +idg)
Ny = G = Ker(u — 2idg) C Ker(u — 2idg).
L’espace F est la droite vectorielle engendré par e; = (0,1,1) et U'espace G est la droite

engendré par le vecteur es = (1,1,1). Si e3 est un vecteur de GG indépendant de e, alors la
base (eq, 2, €3), la matrice u sera de la forme :

-1 0 0
0 2 a
0 0 2
On choixit un vecteur ez dans Ny \ E,. On a :
0 00
(A-20)*=]1-9 0 9
-9 0 9

d’ott Ker(A — 21)? = {(z,y,2), * = 2} est un plan vectoriel. Le vecteur ez = (1,0, 1) est
dans N, mais pas dans Fy et les vecteurs e, s, €3 forment une base de E. On calcule u(e;)
et on identifie :

u(es) = (1,-1,1) = a(1,1,1) + 2(1,0,1),
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d’ott @ = 1. La matrice u dans la base (e, eq, e3) est triangulaire, elle s’écrit :

-1 0 0
=10 2 -1
0 0 2
et la matrice de passage :
011
P=111 0],
1 11

on a donc T = P~ 'AP. Cette triangularisation permet d’obtenir la décomposition de

Dunford en écrivant :
-1

0
0

0 0 0 0 O
2 0]+10 0 -1
0 2 0 0 O

T =

A M

On a alors PTP~! = PAP™' + PMP~'. Si on note D = PAP et N = PMP™! la
matrice D est diagonalisable, la matrice N est nilpotente et ce sont les matrices de la
décomposition de Dunford.

I1.9 Exercices

Exercice I1.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € Z(F). Montrer
que si A est valeur propre de g o f alors A est valeur propre de f o g (on distinguera les cas
A=0et \#0).

Exercice I1.2. Soit J la matrice

Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres associés.
Exercice I1.3. Soient A et B deux matrices de .#,,(R) telles que
AB — BA=A.
Le but de cet exercice est de montrer que A est nilpotent, c’est-a-dire
JkeN, AF=0.
On note F 'espace vectoriel .#,,(R) et on considere I'application :

v E — K
M ~ MB-—BM "
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1. Montrer que 9 est linéaire de E dans E.
2. Montrer, par récurrence que, pour tout k € N, ¢p(A*) = kA*.

3. On suppose que, pour tout k¥ € N, A¥ # 0. Montrer que 7 a une infinité de valeurs
propres.

4. Conclure.

—
=

Exercice I1.4. On considere la matrice A = (i ) Trouver, sans calculer le polynéme

caractéristique, les valeurs propres de A. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Q

Exercice 11.5. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de FE de dimension n.
Montrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si f est non injective.

Exercice I1.6. Soit A une matrice carrée réelle. Montrer que si A est une valeur propre
complexe de A alors A est aussi valeur propre de A. De méme, montrer que si x est un
vecteur propre de A alors T est aussi un vecteur propre complexe de A.

Exercice I1.7. A étant une matrice carrée inversible, exprimer le polynéme caractéristique
de A~! en fonction de celui de A.

Exercice 11.8. 1. Soit A une matrice carrée ayant A pour valeur propre. Montrer que
A" est valeur propre de A™.

2. Soient A et B des matrices respectivement de taille n x m et m x n. Montrer que
toute valeur propre non nulle de AB, l'est aussi de BA.

3. Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n.
(a) Montrer que si 0 est valeur propre de AB, alors 0 l'est aussi de BA.

(b) Montrer que AB et BA ont mémes valeurs propres.

Exercice I1.9. Soient f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel de E' de dimension
n, sur K, ayant chacun n valeurs propres distinctes dans K. Montrer que fog =go f si et
seulement si f et g ont les mémes valeurs propres.

Exercice 11.10. Soit A une matrice complexe d’ordre n admettant n valeurs propres
distinctes.

1. Montrer qu’il existe zo € C" tel que (g, Azy, ..., A" xy) soit une base de C™. Ecrire
A dans cette base.

2. Soit B une matrice qui commute avec A. On note («p, ..., a,_1) les coordonnées de
Bxy dans la base donnée a la question 1. Montrer qu’alors :

n—1

=0

3. En déduire que (I, A, ..., A" 1) est une base de {B € #,,x,(C), AB = BA}.
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Exercice I1.11. On considére £ = R,,[X] et Papplication f qui a P € E fait correspondre
Q = f(P) définie par :

Q= (X —a)[P" = P(n)] = 2[P = P(n)].

1. Montrer que f est endomorphisme de E.

2. Montre que pour k € {0,...,n}, u, = (X — a)* est un vecteur propre de f, dont on
précisera la valeur propre.

3. Montrer que f est diagonalisable.

Exercice II.12. Soit F l'espace Ro[X]. On considére un réel m. Pour P € E, on pose :
U (P) = (X? —mX)P' — 2XP.

1. Montrer que u,, est un endomorphisme de E.
2. Déterminer ses valeurs propres.
3. Montrer que, pour m # 0, u,, est diagonalisable.

4. Montrer que ug n’est pas diagonalisable.

Exercice I1.13. Soit A € .#5(R), la matrice (g é D Calculer le polynéme minimal de A.
En déduire A=t A3 et AS.

Exercice I1.14. Soit A € .#5(R) telle que A*> = —A et A # 0. Montrer que A est semblable

. /00 0
a<00—1).
01 0

Exercice II.15. Déterminer toutes les matrices A de .#52(R) telles que
A? —3A+42id = 0.

Méme question pour

A% —8A% +21A4 —18id = 0.

Exercice I1.16. Que peut-on dire d'un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie qui annule les polynémes P =1 — X3 et Q = X? —2X +17

Exercice I1.17. Mettre sous forme triangulaire les matrices suivantes :

42 —2 ([0 2 2
Lo =1l o1 3 -1
13 1 -1 3 3
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CHAPITRE 1II

SYSTEMES DIFFERENTIELLES LINEAIRES

IT1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution d'un systéme d’équations différentielles :

1’/1 (t) = auxl(t) + algxg(t) —+ -4 aln:pn(t) + b1 (t)

: (IIL.1)
o (t) = amzi(t) + angxa(t) + - 4 appan(t) + b, (t)
d’inconnu :
X : R — R"
to= X(t) = (z1(t),. .., m,(1))
On pose X' = (2 (t),...,x, (1)),
a1 A1n by (t)
A= et B=
an1 Ann bn(t)

L’équation (III.1) se transforme en :

X'=AX + B.

1I1.2 Exponetielle de matrice

Définition ITI.1 (Développement en série de 'exponentielle). Soit x € R alors :

+00 1’k ' n 1’k

exp(x) =¢e¢" =) — = lim —.
im0 KU oo (K]

Définition II1.2. Soit A € #,,(C), la matrice définie par :

| |
lim (In+A+2A2+---+A")

n—-+o0 n!

est appelée exponentielle de la matrice A, on la note exp(A).

47
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Remarque II1.3. Si A est diagonale, c¢’est-a-dire :

A
A= & ,
An
alors :
Y
k
Ak = A
/\k
et ainsi :
eM
eM2
exp(A) =
ern

Propriétés 111.4. 1. Si A=0 alorsexp A =1I,.
2. Si AB = BA alors exp(A+ B).
3. Pour tout A € .#,(C), exp A est inversible et (exp(A))™" = exp(—A).
4. Si P est inversible alors exp(P~'AP) = P~ exp(A)P.

Démonstration. 1. Si A =0 alors :

1
et = lim (In+0+2><0+----|—0>:]n.

n—-4o0o

2. On pose
(A B\ &(A+B)*
A‘<Zo'><zoy') D

Or AB = BA donc, pour tout £k <n, on a :
(A+ B)* Al B

Ci
S ki =
R k) R

D'ou :

IS Z“%‘HHBJII (f:W) (iHBHJ) 5o (AL + 131"

n+1<i4+j<2n i+j=k =0 k=0
0<i,j<n

et ce dernier terme tend vers 0 quand n — +4o00.
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3. Comme A et —A commutent :
exp(0) = exp(A — A) = exp(A) exp(—A) < I, = exp(A) exp(—A)
& (exp A)™" = exp(—A).

4.
exp(P7'AP) = lim (P'P+ P 'AP + .- -+ (P'AP)™)
= l_i)rf (P'P+ P 'AP +---+ PT'A"P)
An
= lim P1~(In+A+~-+> -P
n—-+o0o n'
= P !(exp A)P.

]

Exemple II1.5. Soit A € .#,(C). 1l existe une unique matrice D diagonalisable et une
unique matrice /N nilpotente telles que :

A=N+D e ND=DN.

On a alors :
exp A =exp(N + D) =expN -expD.

exp N est facile a calculer car ¢’est une somme finie. Pour calculer exp D, on remarque que,
comme D est diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que D = P~'AP avec
A diagonale. Donc :

expD = exp(P'AP) = P! expA- P

et on voit qu’on peut toujours calculer une exponentielle de matrice dans C.

II1.3 Systemes différentielles linéaires

Proposition II1.6. Soient A € #,(R), I un intervalle de R et B: I — R™. Si Sy est
solution du systeme
X' =AX +B (I11.2)

alors toute solution s’écrit S+ Sy ou S solution du systéeme homogéne X' = AX.

Démonstration. Soient S,Sy: I — R™ telles que S'(t) = AS(t) et S'(t) = ASy(t) + B(t),
pour tout ¢t € I. On a alors :

(S+Sy) = AS + ASy + B = A(S + Sy) + B,
donc S + Sp est solution de (I11.2). Soit v une solution de (II1.2) alors :
(u—=S50)'(t) = u'(t) = Sp(t) = Au(t) + B(t) — ASo(t) — B(t) = A(u — So)(?).

Ainsi, u — Sy est solution du systéme homogene et on a u = Sy + (u — Sp), ce qui démontre
la proposition. O]
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1 Résolution des systemes homogenes

Proposition II1.7. Soient A € #,,(R) et A un vecteur propre de A. Alors la fonction

R —- R"
t — MV

ou V' est un vecteur propre associé¢ de R™ est solution de X' = AX.

Démonstration. Soit 'application

R —- R"
t — My

On a alors
S'(t) = XMV = MAV = MAV = A(eMV) = AS(2).

Exemple II1.8. Soit a résoudre :

' = 4y — 2
oA (IIL3)
y=z+y

On a alors une équation du type X’ = AX avec :
4 =2
A= (1 ; ) |
En diagonalisant la matrice A, on trouve des matrices :
20 1 1
D_<0 3> et P_<—1 2)
telles que A = PDP~!. On a donc que S(t) = e*(1,1) est une solution de X' = AX.

Proposition II1.9. Soient Y: R — R"™ une fonction et A € M, (R) inversible. PY est
une solution du systéme X' = AX si et seulement si Y est solution de X' = (P71AP)X.

Démonstration.

PY est solution de X' = AX < (PY') = A(PY) = PY' = (AP)Y
&Y' = (P'AP)Y.
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Proposition I11.10. Soit A € #,(R). L’ application :

R : R — #,R)
t — exp(tA)

est dérivable et on a :
R'(t) = AR(t) avec R'(t) € #,(R).

Démonstration. On peut écrire

+00 1
R(t) = exp(tA) =) _ HtkAk.
k=0 "

On note Ry (t) := ;t*A* et on a ainsi :

Ri(t) = L heigh = ARy (t) = Aio R(t) = +ZojoA}zk(zt) = AR(t).
(k=1 k=0 k=0

]

Théoréme II1.11. Soit A € #,(R), les solutions du systéme homogéne X' = AX sont
les fonctions :
S : R — R”
t — exp(tAd)-V

oV eR", V= (vy,...,v,) ou encore
V:U1E1+”02E2—|—"'+UnEn
avec (E1, ..., Ey,) la base canonique de R™.

Démonstration. On écrit :

S(t) =exp(tA) -V = i Ny (exp(tA))Ey.

On pose Sk(t) = exp(tA)Ey et on a :
S'(t) = vpSy(t) = D upASk(t) = AS(¢).
k=1 k=1

On considéere S une solution de X’ = AX, soit :

F: R — R"
t — f(t) =exp(—tA)S(t) -
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Alors :
F'(t) = Aexp(—tA)S(t) + exp(—tA)S'(t) = —Aexp(—tA)S(t) + exp(—tA)AS(t) = 0.

Dans la pratique, on va devoir intégrer X’ = AX. Soit P une matrice inversible telle que
B =P 'AP = D+ N, B étant triangulaire, D diagonale et N nilpotente. On sait que PY
est solution de X’ = AX si et seulement si Y est solution de X’ = BX (avec B = P71AP).
On integre le systeme Y’ = AY ), soit :

Y(t)=exp(tB)-V, V e€R"
On obtient les solutions de X' = AX en écrivant X' = PY
X(t)=Pexp(tB)-V, V eR"
0

Proposition II1.12. Soit A € #,(R). L’ensemble des solutions du systéme X' = AX est
un espace vectoriel de dimension n.

Démonstration. Le fait que ce soit un espace vectoriel est évident. On note .% ’ensemble
des solutions, . est un espace vectoriel. Soit u ’application :

v : R" —» ¥
V = S

avec
S : R —- R"
t — exp(tAd)-V -

u est une application linéaire, on peut considérer :
Keru={V e R", Sy =0}
ou 0 représente 'application nulle

={V eR" exp(tA)-V =0, Vt € R} = {Or~}

car la matrice exp(tA) est inversible. u est donc inversible, c’est un isomorphisme donc R"
et . ont la méme dimension. O

Les colonnes de la matrice exp(tA) forment une base de 'espace vectoriel des solutions
du systeme différentiel X’ = AX.

Proposition I11.13. Soit A € #,(R) une matrice diagonalisable sur R. On note V =
(Vi,..., V) une base de vecteurs propres et i, ..., \, les valeurs propres correspondantes.

Alors les fonction Si(t) = e*'V;, pour 1 <i < n, forment une base de l’espace des solutions
du systéeme X' = AX.
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Démonstration. On montre que ces solutions sont linéairement indépendantes. En effet, si
ai,...,a, sont des réels tels que

a1S1(t) + -+ a,Su(t) = 0.
Cette égalité est vraie pour tout ¢, elle est vraie en particulier pour ¢t = 0 ou elle devient :
al‘/vl+"'+anvn:()7

ce qui implique a; = - -+ = a, = 0 car les V; forment une base de R". Comme I'espace des
solutions est de dimension n, les S; forment une base. Soit P la matrice dont les scolonnes
sont les vecteurs Vi, ..., V. Si X = PY est solution de X’ = AX alors Y est solution de
Y’ = P7'AP = D (ou D est une matrice diagonale). On a :

yi = M

don Y(t) = (ke ... ket O

Comme corollaire du théoreme, on va démontrer I'unicité de la solution sous conditions
initiales.
Proposition I11.14. Soient A € 4, (R), to € R et Xy € R". 1l existe une unique solution
So du systéme différentiel X' = AX qui vérifie So(to) = Xo, c¢’est la fonction So: R — R"

définie par :
S()(t) = (eXp(t — to)A)XO

Démonstration. On pose :
So(t) = (exp(t — to)A) Xy = exp(tA) exp(—tyA) Xy = exp(tA)Yp.
D’apres le théoreme I11.11, S est solution de X’ = AX et :
So(to) = exp(0 - A) Xy = I, Xy = Xo.
S’il existe une autre solution Sy de X' = AX vérifiant S;(ty) = X, alors on a :
Si(t) =exp(tA) -V et exp(teA) -V = X,
c’est-a-dire V' = exp(—tpA) Xy donc V =Y et S1(t) = Sp(t) pour tout ¢t € R. On a donc

démontré que 'espace des solutions est un espace vectoriel de dimension n et que si I’'on
impose la condition X (t9) = Xo, il y a unicité de la solution. O
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2 Cas général, variation de la constante

On cherche maintenant & obtenir la solution générale du systeme X' = AX + B ou
A e #,(R) et B: I — R". Connaissant la solution générale du systéeme homogene
X' = AX, on va chercher une solution du systéme non homogene.

Soit (S1, ..., Sn) une base de 'espace vectoriel des solutions X’ = AX toute solution
de ce systeme s’écrit donc :

ou les o, 1 < i < n sont des réels. On va chercher une solution du systeme X' = AX + B
sous la forme :

sw—im@ww

ou les fonctions «; sont des fonctions dérivables sur I. On a alors, pour tout t € R,

n n n

S'(t) = Y au(0)S(1) + S al(1)Si(t) = AS(1) + D /()5

=1 =1 i=1

car S.(t) = AS;(t), on identifie alors :

Les colonnes de la matrice R(t) = exp(tA) forment une base de I'espace des solutions de
X' = AX. A partir de cette base, on cherche une solution de X’ = AX 4+ B sous la forme
S(t) = R(t)F(t), d’ou
F I - R"
ay(t)
t — F(t)= : ’
(1)

on peut écrire sous la forme matricielle
S'(t) = R'(t)F(t) + R(t)F'(t) = AR(t)F(t) + R(t)F'(t) = AS(t) + R(t)F(t),

ainsi, en identifiant, on a :

R(t)F'(t) = B(t),

ce qui nous donne :

F'(t) = R™Y(t)B(t) = exp(—tA)B(t).

Il ne reste plus qu’a intégrer terme a terme F'(t), c’est-a-dire les a;(t).
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3 Application aux équations différentielles d’ordre n

On va voir comment des méthodes d’algebre linéaire permettent de résoudre des pro-
blemes d’analyse. On considere une équation différentielle d’ordre n a coefficients constants :

ou la fonction inconnue est une fonction de R dans R.. On introduit les fonctions auxilliaires :
y=wy et y=y =y, V2<i<n,

Pour intégrer 1’équation (I11.4), on intégre le systeme :

yi =Y
yé =Ys
Yn—1 = Yn
Y = —1Yn — QY1 — -+ — QY1
c’est-a~dire Y/ = AY avec :
0 1 0 0
A 0 0 1 0
—Qp —Qp—1 —Qp_2 -+ —a1

1I1.4 Exemples en dimension 2

1 Systemes homogenes

Soit A € .#>(R). Les solutions du systeme X’ = AX sont des applications de R dans
R? qui peuvent étre représentées par des courbes paramétrées. On a :

X AX o 2/ (t) = apx(t) + apy(t)
Y'(t) = agx(t) + axny(t)
Si 'application :
S : R = R
t = (z(t),y))

est solution de X’ = AX, 'ensemble
S(R) = {S(t) = («(1),y(t)) € R?, t € R}

est appelé trajectoire.

Les solutions constantes sont les applications S(t) = X, € R?, pour tout t € R. On a
donc S’(t) = 0, c’est-a-dire AXy = 0. Le vecteur X, est appelé point d’équilibre du systéme,
le point (0,0) est toujours a I’équilibre.
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Proposition I11.15. Les trajectoires du systeme X' = AX sont disjointes ou confondues.

Démonstration. Soient S; et Sy deux solutions du systéme homogene X’ = AX. On a donc,
pour tout t € R, Sj(t) = AS)(t) et Sj(t) = ASy(t). Alors, ou bien S;(R) N S2(R) = 0;
ou bien il existe V € R? tel que V € S1(R) N S3(R) : on va montrer que dans ce cas, les
trajectoires sont confondues, c¢’est-a-dire que 'on a S;(R) = S3(R).

D’apres I'étude des systemes homogenes, on sait que si S7 et Sy sont solutions, il existe
des vecteurs V; et V, dans R? tels que, pour tout ¢t € R,

Si(t) = exp(tA)Vi et Sy(t) = exp(tA)Va.
Si V€ S;(R)NSy(R) alors il existe t; € R et ty € R tels que :
V = S1(t1) = Sa(te) = exp(t1A)V1 = exp(t2A)Vs.
Or, S5 est 'unique solution prenant la valeur V' en t5, on a donc, pour tout ¢t € R :
Sa(t) = (exp(t — t2)A)V.
Ainsi, pour tout t € R, on a :
So(t 4ty —t1) = exp((t — t1)A)V = (exp(t — t1)A) exp(t; A) Vi = S1(t).
Ce qui prouve que les trajectoires sont confondues car, en effet, pour tout ¢ € R, on a
S1(t) C Sa(t) et So(t) C Si(t). O
2 Equations différentielles du second ordre
On souhaite intégrer 1’équation :
2" (t) + px'(t) + qz(t) = b(t) (IT1.5)

ou p et g sont des constantes réelles et ou la fonction inconnue z est une fonction réelle a
valeurs réelles et la fonction b est définie et continue sur un intervalle I de R. Pour cela, on
pose y = 2’ et on intége le systéme :

=y
y = —qz —py + b(t)
On est ainsi ramené a ’étude des systeémes de la section I11.2.

Proposition I11.16. La fonction s: I — R est solution de l’équation différentielle
2 +px' +qr =0

si et seulement si l'application S: I — R? définie par :
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est solution du systéeme X' = AX + B avec :

4= (—Oq —1p> b= (b(ot)> '

La démonstration est une vérification immédiate et la matrice A est tres simple a étudier.
Son polynome caractéristique est égale a :

Py(X) = X*+pX +q.
L’espace vectoriel :
< ={X, X solution de I"équation " + px’ + ¢ = 0 homogene d’ordre 2}

est de dimension 2, on peut en donner une base en fonction des racines du polynéme
caractéristique.
— Si A et Ay sont deux racines distinctes alors 1’espace des solutions de I’équation
homogene est engendré par les fonctions ¢ — eM? et t — e,
— Si X est une racine réelle double, il est engendré par t — e et t — te.
— Si a+ib et a—ib sont deux racines complexes conjugués, il est engendré par t +— e cos bt
et t — e sin bt.

I11.5 Etudes d’exemples

On va commencer par un exemple de systéme linéaire avec second membre par la
méthode de variation des constantes.

Exemple II1.17. Soit le systeme

— t t
{xl 3r +y +te (I1L.6)
y=-z+y+e
On note (I11.7) le systéeme homogene :
/ — 3
rEHY Lo (3 Y x—ax (IIL.7)

On consideére la matrice A = (2, 1), son polyndme caractéristique est égal a :
PAX)=B-X)1-X)+1=X?>-4X+4= (X -2)>~

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a P4(A) = 0, c’est-a-dire (A — 215)* = 0.
On pose N = A — 21, ¢’est une matrice nilopente et on a A = N + 2[5, comme N et I,
commutent, ¢’est la décomposition de Dunford. La solution générale de I’équation homogene
s’écrit :

X(t) = exp(tA)V
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ol V est un vecteur de R2. On calcule exp(tA) :
exp(tA) = exp(t(N + 213)) = exp(tN + 2tly) = exp(tN) exp(2tls).

Or (tN)*=t>*N? =0, d’ou :

exp(tA) = e*I(I +tN) = e* (ti—tl 1 i t) :

La solution générale du systéme (I11.7) s’écrit donc :

o (t+1 a\ o alt+1)+0bt\ o (t+1 o[
X(t)=e (—t 1—t> <b)_e (—at+b(1—t)>_ae (—t>+be <1—t>

avec V = (a,b) € R?%. Les applications

o [T+ 1 t
t—e (—t et t— 1_¢

sont deux solutions linéairement indépendantes, elles forment une base de ’espace des
solutions de (IIL.7).

On cherche une solution particuliere de I’équation compléte (IT1.6) en faisant varier
le vecteur V = (a,b), c’est-a-dire les constantes a et b que 'on cherche sous la forme de
fonctions a(t) et b(t). En écrivant sous forme matricielle, on obtient X (t) = exp(tA)V (),
d’ou :

X'(t) = Aexp(tA)V (t) + exp(tA)V'(1).
Ainsi, on a V'() = exp(—tA)B'(t) d’ou

V/(t) = e (tﬂ 1+ < ) (1? 1jf> <§>_e_t<t2+_f+1>'

On cherche donc des fonctions a(t) et b(t) qui vérifient
'(t) = —e '
V(t)=e t(t>+t+1)

~tP(t) ou P(t) est un polynéme de degré 2 et I’on obtient

On les cherche sous la forme e
a(t) = (12 + 2t + 2)e_t et b(t) = —(t* + 3t +4)e"

Ainsi, la solution générale de ’équation complete s’écrit :

xer=e (o () as ()0 ) e (a0 (1) 00 ()

solution de (IIL.7) solution de (IT1.6)
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ou « et [ sont des constantes réelles, a(t) et b(t) les fonctions trouvées ci-dessus. On peut
simplifier la solution particuliere de (II1.6) :

Sy(t) = e (et(t2 12t 4 2) (t f;) +et(—2 — 3t — 4) <1 ! t)) _ (_tQ_ 4> .

La solution générale de I’équation (I11.6) s’écrit donc

s = (") e (o) 40 (1)

ou « et [ sont des constantes réelles arbitraires.

On va maintenant étudier quelques exemples simples d’équations homogeénes dans R?
qui nous améneront a tracer des trajectoires (courbes paramétrées).

Exemple II1.18. Considérons le systeme :

o = 0)-690)

C’est un cas o la matrice A = (}Y) est diagonale. On résout les deux équations et on

obtient :
x(t) = ae’
y(t) = be*

oll a et b sont des constantes réelles. Etudions plus précisement les trajectoires obtenus
selon les valeurs des constantes a et b.
— Sia=0b=0, la solution du systéme obtenue est ’application nulle de R — R?, sa
trajectoire est réduite au point (0,0) € R2
— Sia=0etb+# 0 alors pour tout t € R, z(t) = 0 et y(t) est du signe de b. Ainsi, les
trajectoires sont les demi-axes Ox et —Ozx.
— Sia # 0 et b#0 alors, pour tout t € R, on a y(t) = b(?)Q, les trajectoires sont
donc les courbes d’équations y = b(%)Q, c’est-a-dire des branches de paraboles.

Exemple II1.19. Considérons maintenant le systeme :

=0
y=u

On a alors, pour tout t € R, z(t) = k, k étant une constante réelle et donc y(t) = kt + h
ou h est également une constante réelle. Les trajectoires sont les droites x = k, parcourues
de y = —oo et y = 400 si k > 0 et dans l'autre sens si k < 0.



60 CHAPITRE I1I. SYSTEMES DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Exemple II1.20. Nous allons maintenant étudier le systeme

=y
y = —x

Avant d’intégrer ce systeme en appliquant les méthodes du cours, on peut remarquer que
les applications suivantes sont solutions :

cost sint
Sl.t—><_sint> et Sg.t—><COSt>.

Vérifions que ces deux solutions sont linéairement indépendantes. Soient a et b des réells
tels que pour tout ¢t € R,
aSy(t) + bSz(t) =0,

alors, pour t =0, on a :

451(0) + bS5 (0) = a (é) T (?) 0,

ce qui implique que a = b = 0. On a ainsi toutes les solutions du systeme comme combinaison
linéaire de cette base de 1’éspace des solutions.

Si on ne pense a ces solutions évidentes, alors on résout le systeme X’ = AX avec
A=(21{). On détermine les racines du polynéme caractéristique. On a :

PyX)=X*+1= (X —i)(X +1),

ce polynome n’a pas de racines réelles, par contre, il admet deux racines distinctes dans
C, la matrice A est donc diagonalisable dans C et c¢’est cette diagonalisation que nous
allons utiliser, sachant que les parties réelles et imaginaires des solutions complexes sont les
solutions réelles recherchées. En effet si Z(t) = X(t) +1Y(¢) alors :

Z'(t)=AZ(t) = X'(t) +1Y'(t) = AX(t) + 1AY (¢)

et, comme A est une matrice a coefficients réels, on obtient par identification X’ = AX
et Y = AY. De plus, les solutions complexes sont conjuguées puisque le systéme est a
coefficients réels.

On peut diagonaliser A ou plus simplement déterminer les vecteurs propres V; et
V_; associées aux valeurs propres i et —i, on obtient ainsi deux solutions linéairement
indépendantes, et la solution générale s’écrit :

Z(t) = ae'Vi + Be "V,

ou « et [ sont des constantes complexes. On a :

. 0 1\ [z ir .
AV =iV & <_1 0) <y> = <1y> &y =iz,
: 0 1\ (x\ [—ix .
AV = -iV & <_1 0) (y) = (—iy) &y = —ix,
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on prend Vi = (1,i) et V_; = (1, —i). La solution générale s’écrit alors :

Z(t) = ae" (}) + e (_11>

ou « et [ sont des constantes complexes. Cette équation s’écrit encore :

20)= @+ 8) () +ita ) (St

—sint cost

La solution générale réelle s’écrit donc

cost sint
S(t) —a (— sint> +b (cos t)

ou a et b sont des constantes réelles.

Remarquons que, comme les solutions complexes sont conjuguées deux a deux, une
combinaison linéaire de deux solutions complexes indépendantes fournit une combinaison
linéaire réelle de deux solutions réelles indépendantes (et non de quatre).

Etudions maintenant la forme des trajectoires, soit (a,b) € R?, considérons la solution
S définie par S(t) = (z(t),y(t)) et :

x(t) = acost + bsint
y(t) = —asint + beost

Alors, pour tout £ € R, on a :

2* +y* = (acost + bsint)> + (—asint + bcost)?
= a?cos’t + b2 sin’t + 2abcostsint + a®sin?t + b cos® t — 2absint cost

= (a® + b%)(cos®t +sin’t) = a* + b°.
Ce qui prouve que la trajectoire de S est le cercle de centre O = (0,0) et de rayon v/a? + b?.

Exemple II1.21. Nous allons maintenant, a partir du systeme étudié dans I'exemple I11.20,
intégrer 1’équation du second ordre z” + = = 0. Les fonctions ¢ +— sint et ¢t — cost sont
deux solutions linéairement indépendantes.

Ecrivons 1'équation sous forme de systéme linéaire

()= (9 )

9 8) et X = (z,2'). On retrouve les solutions de notre
R(t) = exp(tA), c’est-a-dire apres calculs :

R(t) = ( cost sint>

ou encore X' = AX avec A = (
systeme précédent via la matrice

—sint cost
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dont les colonnes sont des solutions linéairement indépendantes du systeme X’ = AX. La
solution générale s’écrit :
cost sint
S(t)=a . +b
*) —sint cost
avec (a,b) € R%

Si I’équation a un second membre, c’est-a-dire, si 'on veut intégrer 2" + z = f(z)
ou f est une fonction réelle, continue, les solutions seront cherchées en faisant varier les
constantes a et b. Les fonctions a(t) et b(t) étant obtenue par identification en écrivant :

(Z)=R@ﬂ(ﬂ%)

{ﬂw:—mwvw
b(t) = (cost) (1)

c’est-a-dire :

I11.6 Exercices

Exercice III.1. Soit A la matrice de .#5(R) suivante :

1 0 1
A=1-1 2 1
1 -1 1

Démontrer que les valeurs propres de A sont 1 et 2.
Déterminer les sous-espaces propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Déterminer les sous-espaces caractéristiques de A.

Ll

Déduire une base de R? dans laquelle la matrice de ’endomorphisme associé a A est

200

B=|(0 11

00 1

En déduire la décomposition de Dunford de B.

5. Résoudre le systeme différentiel

¥=x+z
Y =—x+2y+=z
d=x—y+z

Exercice II1.2. Soit « € R et A, € .#5(R) la matrice suivante :

-1 0 a+1
A,=1 1 =2 0
-1 1 Q
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1. Factoriser le polynome caractéristique P4 (X) en produit de facteurs du premier
degré.

2. Déterminer selon la valeur du parametre « les valeurs propres distinctes de A, et leur
multiplicité.

3. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la matrice A, est diagonalisable.

4. Déterminer selon la valeur de « le polyndéme minimal de A,.

On suppose désormais que o = 0, on note A = Ay et f 'endomorphisme de R? associé a la
matrice A.

5. Déterminer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.
6. Démontrer que f admet un plan stable (c’est-a-dire f-invariant).
7. Démontrer qu’il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de f est
-1 1 0
B=]10 -1 1
0o 0 -1
et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP~!.
8. Ecrire la décomposition de Dunford de B (justifier).
9. Pour t € R, calculer exptB et exprimer exptA a 'aide de P et exptB.
10. Donner les solutions des systemes différentiels Y’ = BY et X' = AX.

Exercice III.3. Calculer I’exponentielle des matrices suivantes

2 20
A=11 2 1
0 2 2
et
&8 —4 -1
B=|7 -3 -1
21 —12 -2

Exercice III.4. Résoudre les systemes différentiels

1.
2'(t) = —x(t) + y(t) + 2(t) z(0) =a
y'(t) = z(t) —y(t) + 2(1) avec  qy(0) =10
2(t) = x(t) +y(t) + 2(t) 2(0)=c¢

2.
' (t) = —4x(t) + 2y(t) + 2(t) x(0) =
y'(t) = —11x(t) + 6y(t) + 22(t) avec y(0) =
2(t) = 3x(t) — 3y(t) + 2(¢) 2(0) =
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Exercice III.5. Résoudre les systemes suivants

. ¥=y+e
Yy = 22+ 3y

5 ' =x—2y+ 2cost
' Yy =x—y-+sint+cost

i ¥ =—x+4y+4de!
|y =2+ 3y + 2
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