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Note de 'auteur du document

Dans ce livre, vous retrouvez une compilation de documents qui ont été utilisé pour la préparation des épreuves
écrites du CAPES de Mathématiques du Master 2 MEEF (Master mathématiques spécialité métiers de!’enseignement
et de la formation en mathématiques) session 2011-2012 de I'Université Lille 1.

Cette formation couvre les modules :

— Algebre - Préparation aux écrits

— Analyse - Préparation aux écrits

— Epreuves blanches écrites du CAPES de Mathématiques

Un petit mot sur les épreuves blanches (derniere partie du document) : tous les mercredis de 8h a 13h, les étu-
diants suivant cette formation planchaient sur les épreuves présentés en derniere partie. Il y a eu alternance entre
des épreuves type Algebre et Analyse. Les enseignants qui étaient en charge des modules Algebre (premiére partie
du document) et analyse (deuxieme partie du document) corrigaient les copies et nous donnaient une note sur 20.
La moyenne des 5 meilleures notes étaient la note finale pour les 3 modules de préparation aux écrits du CAPES.

Note importante: je ne dispose pas des corrigés des exercices présentés dans ce document. Ne me les demandez
pas par mail !

Si vous souhaitez les sources de ce document, je suis prét a vous fournir (par mail) le premier chapitre d’Algebre
et la structure du document.

Bonne lecture, bon courage pour la préparation aux épreuves

Clement BOULONNE
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Séquence n® 1

Algebre linéaire élémentaire

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2009-2010.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

1.1

Espaces vectoriels, matrices

Dans la suite, le corps de référence K est égal au corps, R, des nombres réels ou au corps, C, des nombres com-
plexes. Revoir les définitions et propriétés suivantes.

Espaces vectoriels. Sous-espaces vectoriels. Somme de sous-espaces vectoriels. Somme directe de sous-espaces
vectoriels. Sous- espaces vectoriels. Espace vectoriel quotient E/F dun espace vectoriel E par un sous-
espace vectoriel E.

Famille libre. Systeme de generateurs Base. Si E est de dimension n, toute famille libre de r vecteurs peut
étre complétée en une base de E les elements a]outes pouvant étre choisis dans une base arbitraire de E.
Lespace quotient vérifie dim E/F =dimE -dimF.

Applications linéaires. Noyau et image d'une application linéaire. Le rang d'une application linéaire f est
la dimension de I'espace vectoriel image de f Une application linéaire est injective si, et seulement si, son
noyau est redult a {0}. I'espace vectoriel image de f s’identifie a 'espace vectoriel quotient par le noyau de
f :Im f E / Ker f

Si f E — F est une application linéaire entre espaces vectoriels de méme dimension, finie, alors f est
injective si, et seulement si, f est surjective si, est seulement si f est bijective.

Espace vectoriel dual E* ra un espace vectoriel E. Base dual £* d’'une base & de E. Transposé f F*—E*
d’'un homomorphisme f E - F .

Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si, et seulement si, il existe une forme linéaire non nulle
de E dont H estle  noyau.

Orthogonal V< E* d’'un sous- espace V de E. En dimension finie, dim V + dim V° = dim E.

Si f E — F estune application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie, alors Ker fT = (Im f)"
etIm f = (Ker f )°.

Matrice .4 (f)g s d'un homomorphisme f E — F relativement a deux bases données & et &' de E etde F
respectivement. La matrlce dela transposee de f relativement aux bases duales est la transposée .4 (f) ¢ ¢
Si&=(ey,...,ep)et& = (el, A ) sont deux bases de E la matrice de passage de la base & a la base &' est la
matrice P = (a;;) définie par :

—

n
=) ajje;, pourtoutj=1,...,n
in1

Soit ¥ € E. La matrice colonne, X, des coordonnées de 7 dans la base & est la matrice colonne, X', des
coordonnees de v dans la base &' sont rehees par: X = PX’, ou P est la matrice de passage deéa &'

Soit f E—Eun endomorphisme de E, Plamatrice de passage de & a &', Ala matrice de f dansla base &
et A’ la matrice de f dans la base &’. Ces matrices satisfont I'égalité A’ = P~1 AP,
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1.2 Déterminants

Une forme n-linéaire sur un K-espace vectoriel E estune application f: E" — K linéaire par rapport a chaque
variable. Elle est symétrique si f(Uri)-.., Vo) = f(U1,..., U) pour tout (17,...,0,) € E™ et toute transposition T €
Sy, 0l1 S, estle groupe des permutations d'un ensemble & n éléments. Dans ce cas, ona f (Vo)) ---» Vo(m) = f(V1,..., Un)
pour tout o € .%,.

La forme n-linéaire f est antisymétrique si

FE@,.... (1) = —f@,..., 7))

pour tout (77,...,7Up) € E" et toute transposition 7 € .%;,. Cette derniere propriété équivaut a étre alternée, c’est-a-dire
étre telle que f(v7,...,v,) = 0 dés que deux composantes v; et vj, avec i # j, sont égales. Une forme antisymétrique,
f, vérifie f (Vo)) ..., Vo) = €(0) f(V1,..., Uy,) pour tout o € %, de signature £(0). =

Lespace vectoriel des formes n-linéaires alternées sur un K- C-espace vectoriel E de dimension 7 est de dimension
1. Soit (17,..., ) € ENSi&= (e1,...,e,) est une base de E et v] = Zi:l a,]el, I'expression

det(v1,...,Up) = Z €(0)ag),1) " dom),n
& oSy

—
définit une forme n-linéaire alternée sur E, appelée déterminant dans la base & .
Les déterminants dont deux bases & et &' vérifient

det(vy,..., ;) = (det& det(vy,..., v,).
& & &'

Une famille de vecteurs (v3,...,7,) d'un espace vectoriel f, de dimension 7, forme une base si, et seulement si,
detg(77,...,U,) # 0. Le déterminant d’une matrice carrée est défini comme le déterminant des vecteurs colonnes
dans la base canonique de K" ; il vérifie det A = det A”. Soit A une matrice carrée n x n de vecteurs colonne A; et
X un vecteur colonne défini par X T = (xy,...,%,). Pour tout k = 1,...,n, les matrices A, X et B = AX vérifient les
formules de Cramer :

(det A)xp =det(Ay,..., Ar_1,B, Ags1,..., Ap).

Dans la pratique, un déterminant se calcule en développant suivant une ligne ou une colonne. Si A = (a;;) est
une matrice n x 1, nous notons A;; la matrice obtenue a partir de A en supprimant la i°ligne et la j° colonne et A;;
le déterminant de A;;. Le déterminant de la matrice A est relié a ceux des matrices A;; par

detA Z( 1) +]al]Al]_Z( 1) +]alelj
j=1

La matrice des cofacteurs est la matrice A ayant pour élément en position (i, j) le terme
(-1)"*/A;;. Elle vérifie AAT = AT A= (det A)I,, ol I, estla matrice identité d’ordre n.
- — —
Si%: E — E estun endomorphisme de E, il existe une constante C7; € K unique vérifiant

det( VD), .., U (vn) = C det(vl, ..., vn),

pour toute base & de E et toute famille (v1,...,v,) de E. Cette constante s’appelle le déterminant de l'endomor-
phisme U et se note det 1. Si A est une matrice de % relativement a une base quelconque &, alors det 7/ = det A. Ce
déterminant vérifie :

det(u o V) = (det &) (det V),

pour tout couple (7, 7) d’'endomorphismes de E. 1l en découle det AB = (det A) (det B), pour tout couple (A, B) de
matrices n x n.

1.3 Valeur propre, vecteur propre

Soit f ,,E Eun endomorphlsme d'un K-espace vectoriel E de dimension finie 7. Le scalaire A est une valeur
proprede f s'il existe un vecteur 7 € E, non nul, tel que f (V) = A7. Dans ce cas, le vecteur U est appelé vecteur
propre de f associé a la valeur propre A.
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Le polynome caractéristique de f est le polynome P?(X) = det(f — X-idg). ll est de degré n et s’écrit
P#(X) = (=D)" X"+ (1" @ (FNX" + -+ det(f),

Les valeurs propres de f sont les racines du polynome caractéristique de f Ilyena donc au plus n.
Si A est une valeur propre de f le sous-espace V;L(f) = Ker(f Aidp), aussi noté V;L s’iln’'y a pas d’ambiguité,
est appelé sous- espace propre associé a la valeur propre A. Si les Valeurs propres _/)11, ,Am sont distinctes deux a
deux, le sous-espace V', +---+ V) est somme directe des sous-espaces V,,..., V.
La multiplicité d’'une valeur propre A est 'entier m(1) défini par

P#(X) = X -1V Qx)

avec Q(A) #0. Il vérifie 1 < dim V) (f) < m(A).
En rapportant K" a sa base canonique, ces notions s’étendent aux matrices n x n en considérant 'endomor-
phisme de K" défini par les vecteurs colonne.

1.4 Diagonalisation, réduction a la forme triangulaire

Un endomorphisme f est diagonalisable s'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

— f est dlagonahsable,

— il existe une base de E constituée de vecteurs propres de f

— le polyndme caractéristique P? a toutes les racines dans K et dim V Al f ) = m(A) pour toute racine 1 de P?

En particulier, un endomorphisme f _ayant n valeurs propres distinctes, est dlagonahsable
Sile po lynome caractéristique de f a toutes ses racines dans K il existe une base de E pour laquelle la matrice
associée a f est triangulaire. Les éléments diagonaux sont les valeurs propres.

1.5 Polynéme annulateur

Soit f E—FEun endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dlmensmn ﬁme n.. A tout polynéme Q(X) =
Zk . cXFe K[X] est associé a 'endomorphisme Q(f) Zk 0 ckfk de E, ot fk E — E est défini par récurrence

avec fk = f fk Let fo =idp. Cette opération vérifie :
— (@Qi+aQ)(f)=aQi(f) +a2Q2(f),

— Q1 Q) =Qi(floQa(f),
pour tout Q1, Q2 de K[X] et tout a;, ap de K.

THEOREME 1.1 (CAYLEY-HAMILTON). Si P7 est le polynome caractéristique de f, alors Pf(f) =0.
SiQy,...,Qp sont des polyndmes premiers deux a deux dans K[X], de produit P = Q1 - -- Qp, la somme Ker Q; (f) +
-+ +KerQp( f) est directe et vérifie :
— P —
KerP(f)=EPKerQ;(f).
i=1

(La preuve de cette derniére propriété est'objet de 'exercice 11).

1.6 Décomposition de Dunford

— —
Dans ce paragraphe, f est un endomorphisme de E, de valeurs propres A4,...,1, ayant pour multiplicités res-
—
pectives my, ..., my. Nous supposons également que le polyndome caractéristique de f a toutes ses racines dans K,

c’est-a-dire
p
P7(X) = i:]_[l(X— AD™i,  avecA;eK.
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Par définition, le sous-espace caractéristique de l'endomorphisme f relatif a la valeur propre A;, est le noyau de
( f Ai-idz)™i, noté N;( f ). Les sous-espaces N; ( f ) sont stables par f de dimension m;, et vérifient :

P,
=P N (/).
i=1

Un endomorphisme g de E est nilpotent s'il existe un entier k = 0 tel que g* = 0. Le degré de nilpotence est le
plus petit entier p tel que g” = 0.

THEOREME 1.2 (DECOMPOSITION DE DUNFORD). Lendomorphisme 7 s’écrit ? =h+ g, ol:
— h est un endomorphisme diagonalisable de valeurs propres A1;,...,1, ayant pour multiplicités respectives
ml, - Mp.
— gest st nilpotent de degré de nilpotence inférieur ou égal au maximum des nombres m;, pour i = 1,..., p.
— goh=Hog.
Lendomorphlsme diagonalisable 7 est défini par h( V) = A; U, pour tout U € N;( f ), et’endomorphisme nilpotent
gparg=f-h.



Séquence n° 2

Exercices d’algebre linéaire élémentaire

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2009-2010.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

2.1 Espaces vectoriels, matrices

II] Déterminer, suivant les valeurs de a, b et c, le rang du systéme suivant de vecteurs de R3:

F1): (0) C)_b)y F2): (_C)O; a)) i3>: (b,—a,()).

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n. Montrer I'égalité suivante, pour tout couple (ET , E;) de sous-

espaces vectoriel de f, o N R R
d1m(E1 + Ez) + dlm(El N Ez) = dlm(El) + dlIIl(Eg)

Soit C le R-espace vectoriel ramené a la base (1,1i), de dual
C* =Homg(C,R).

1. Déterminer la base duale de (1,1).
2. Soit u = uj +iup un nombre complexe non nul fixé.
(a) Soit f: C — Cl'application définie par f(z) = uz. Montrer que f est un endomorphisme de C. Déterminer
sa matrice et son déterminant.
(b) Soit A={z€C, Re(uz) =0}. Déterminer la dimension de A. En donner une base.
(c) Soit A° I'orthogonal A, c’est-a-dire le sous-espace de C* constitué des formes linéaires qui s’annulent sur
A. Déterminer une base de A°.
(d) Lespace vectoriel réel C* est rapporté a la base duale de (1,i). Déterminer la matrice de la transposée
fT:C* — C* del'application linéaire f: C — C.

2.2 Déterminants

. A C . P . . , . .
E] Soit M = ( 0 B) une matrice n x n, constituée d'une matrice p x p notée A, d’'une matrice (n— p) x (n— p) notée

B et d'une matrice p x (n— p) notée C. Montrer que det M = (det A)(detB).

E] Soit (fy,...,t;) € K"™. Notons V(11,..., t;) le déterminant de la matrice :
1 n & - gt
1 & 5 - !

A(tl)--~)t1’l):

1ty 2 - !
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Montrer que
Vit,..ot)= [] @-1t).
1<i<j<n
@ Déterminer l'inverse de la matrice
1 1 1 1
1 1 1 -1
A= 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
2.3 Valeurs propres et vecteurs propres
Diagonaliser
4 6 0
A=|-3 -5 0 |.
-3 -6 -5

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes et dire si elles sont diagonalisables.

-1 1 0
A=10 -1 1
1 0 -1
-1 1 1
B=|1 -1 1
1 1 -1
-4 0 -2
C={0 1 0
5 1 3

— —
@ Considérons I'application linéaire f : K" — K" définie par f (x1,...,xn) = (X2,..., X5, X1).
—
1. Déterminer la matrice A de f relativement a la base canonique de K. Calculer le déterminant de A.

2. Dans cette question, nous posons K = C. Déterminer les valeurs propres de f et leur multiplicité. Quelle
conclusion peut-on en tirer sur f ?

3. Dans cette question, nous posons K = R. L'application 7 est-elle triangulable ?

— — —
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit f et g deux endomorphismes de E, admettant chacun

— —
n valeurs propres distinctes deux a deux. Montrer que f et ¢ commutent si, et seulement si, f et g ont les mémes
valeurs propres.

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n et soit 7 un endomorphisme de E. Soit Qu,...,Qp des poly-
noémes premiers deux a deux dans K[X], de produit P = Q; --- Qp. Montrer que

— P —
KerP(f)=EPKerQ;([).
i=1

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n.
1. Soit 7 un endomorphisme de E tel que 72 - 3? +2idg = 0. Montrer que ? est diagonalisable.

2. Soit ? tel que ?2 =1idp. Quelles sont les valeurs propres possibles de ?? Montrer que ? est diagonalisable.

— —
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Rappelons qu'un projecteur de E est une application linéaire

P: E—E telleque 2= 3.

1. Soit  un projecteur de E. Posons § = idg-7.
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(a) Montrer queKerd =Im 7.
(b) En déduire la décomposition en somme directe : E=Im PoKerp.

— - - — —
2. Supposons E de dimension finie et soit f: E — E un endomorphisme de E. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(@) f:lm?@Ker?,
(b) Im f =Im 2.

- — — — — —
3. Construire une application linéaire f: E — E telleque E =Im f ®Ker f et qui ne soit pas un projecteur.

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n et soit g un endomorphisme nilpotent de ]_5), c’'est-a-dire
qu'il existe k tel que g% =0.
1. Quelles sont les valeurs propres possibles de g ?
2. Soit p le degré de nilpotence de g, c’est-a-dire g =0et gP~! #0.
(a) Montrer qu'il existe 7 € E tel que & = (gP~L(7), gP"2(P),..., g(¥), V) soit une famille libre.

(b) On note W—,; le sous-espace vectoriel engendré par §7. Ecrire la matrice de la restriction de g a W—,;
dansla base §.

(Rappelons 'existence d’'une base de E dans laquelle la matrice de g a ses coefficients nuls sauf, éventuellement,
les termes a;,;+1 situés au-dessus de la diagonale et qui sont égaux a 0 ou a 1, [Schw] pour une preuve).

— — —
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 et soit f un endomorphisme de E.

1. Soit I 'ensemble des polyndémes P € K[X] tels que P(?) = 0. Montrer que I est un idéal de K[X].
2. En déduire I'existence d'un unique polynéme unitaire, M?(X), de degré minimum tel que M?(?) =0.Ce
polynome est appelé polynome minimal de 7

3. Soit g: E x E — E x E défini par g (u1, u3) = (U2, uy). Déterminer le polynome minimal de g. Quel est son
polynome caractéristique ?

N

4. Démontrer que le polyndme minimal de f divise son polynéme caractéristique.
—

5. Montrer que toute valeur propre de f estracine de son polynéme minimal.

>
6. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, son polyndme minimal est scindé et n’a que des racines
simples.

7. Soit A une matrice inversible a coefficients complexes et soit p un entier strictement positif. Montrer que A
est diagonalisable si, et seulement si, AP est diagonalisable. Donner deux exemples justifiant que le résultat
est faux, pour les matrices réelles d'une part, et pour les matrices complexes non inversibles d’autre part.

Considérons la matrice réelle

0 0 2 -1
. Déterminer le polynome caractéristique de A ainsi que ses racines et leur multiplicité.
. Déterminer les sous-espaces propres associés a chaque valeur propre.
. Calculer A2,

. (@) Déterminer les sous-espaces caractéristiques associés a chaque valeur propre.

= W N -

(b) En déduire la décomposition de Dunford de A.

-
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu'un endomorphisme f de E est diagonalisable si, et

— —
seulement si, tout sous-espace vectoriel de E possede un supplémentaire stable par f.
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Séquence n® 3

Espaces euclidiens

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2009-2010.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

Le corps de référence est le corps des nombres réels, R.

3.1 Formes bilinéaires
Dans cette section, E estun sous-espace vectoriel de dimension finie n, de dual

E* = Homg(C,R).

3.1.1 Formes bilinéaires

Lensemble Zg(f) des formes bilinéaires sur E est un espace vectoriel de dimension n?.
Définition 3.1 La matrice A d’une forme bilinéaire B relativement a une base & = (ey, ..., e,) est la matrice
A= (B(e],e)).

Si X et Y sont les matrices colonne des composantes de X € E et Je E respectivement, alors B(¥, ) = X T AX.
Si P estla matrice de passage de la base & ala base &’, alors la matrice A’ de la forme bilinéaire B dans la base &’ est
donnée par A’ = PT AP.

Lorsque 'espace vectoriel E est rapporté a une base, les matrlces servent a représenter des étres différents
comme les formes bilinéaires sur E et les endomorphismes de E. 1l ne fautj jamais perdre de vue ce que représente
la matrice et bien remarquer que le comportement a un changement de base de la matrice associée a une forme
bilinéaire est différent de celui de la matrice associée a un endomorphisme.

Deﬁnltlon 3.2 (Deﬁnltlons équivalentes du rang d’'une forme bilinéaire). 1. rangdel’application linéaire T:E—
E*, X —B(%,),

2. rang de I'application linéaire 7: E — E*, ¥ — B(, %),

3. rang de la matrice associée a B dans n'importe quelle base & de E.

3.1.2 Formes bilinéaires symétriques

— —
Lensemble .%(E) des formes bilinéaires symétriques sur E est un espace vectoriel de dimension nntl) Qi
= — — =1 . N . — — , =1
B e %(E).Deux éléments x et y de E sont orthogonaux relativement a B si B(x, y) = 0. Lorthogonal de X c E au
sens de la forme bilinéaire symétrique B, est

Xlz{Tfel_E), B(T/’,E/’)zOpourtoutfu’e)_f}.
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]_VlB) iEL et vérifie dimﬁ(B) = dimf— rgB. Le
: E — E* est un isomorphisme.

[N

N
Par définition, le noyau de B est 'orthogonal de E. Il est not
forme B est dite non dégénérée sil’application linéaire associée

~{

THEOREME 3.3 Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. la forme B est non dégénérée;
2. le noyau de B est réduita {0} ;
3. lerang de B est égal a la dimension de E);
4

—>
. lamatrice de B dans une base quelconque de E est inversible.

—> —> —

THEOREME 3.4 Soit B une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E. Pour tout X c E,ona:
2> 21 30
1. T(X5)=X",

. 2 . _>J_ . - = 4 . -
2. dim X +dim X— =dim E, si X est un sous-espace vectoriel de E.

En général, si X est un sous- espace vectoriel de E on n'a pas X o X1 = E méme pour une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée. Par exemple, la forme bilinéaire B définie sur R? par

B((x1,x2), (y1,¥2)) = x1y1 — X2)2

ales propriétés suivantes :

— elle estnon degeneree ;

— le sous-espace X= {(xl, X2), X1 = X} vérifie X XL donc l'intersection X N X+ n'est pas! réduit a { 0 }

Un sous-espace Vect01rel X est dit non zsotrope siXnXt= { 0 } Si B estnon dégénérée et si X estun sous- espace
vectoriel non 1sotr0pe de E alors X o X1 = E.

Un vecteur X € E est dit isotrope si B(X, %) = 0. L’ensemble des vecteurs isotropes pour B est un cone, noté
F (B). La forme b111nea1re symetrlque B est dite définie si F (B) = {_)}

On a toujours N (B) c T (B). Ainsi, une forme bilinéaire définie est non dégénérée. La réciproque est fausse en
général comme le montre I'’exemple ci-dessus.

La forme bilinéaire symétrique B est dite positivesi B(¥, X) = 0, pour tout X € E.

THEOREME 3.5 (INEGALITE DE SCHWARZ). Toute forme bilinéaire symétrique positive, B, vérifie

- —\2 - — - o

B(x, y)"=B(x,x)B(y,¥),

— —
pourtout X € E, ettout y € E.

— —
THEOREME 3.6 Sila forme bilinéaire symétrique B est positive, on a I' (B) = N(B). Pour une forme bilinéaire symé-
trique, il y a donc équivalence entre non dégénérée positive et définie positive.

3.2 Formes quadratiques

3.2.1 Généralités
Dans cette section, E estun espace vectoriel de dimension finie n, de dual
= —
E" =Homg(E,R).

Une apphcatlon Q: E—R estune forme quadratiques'il existe une forme bilinéaire symétrique B sur E telle que
Q(X) = B(¥,X), pour tout X € E. La forme bilinéaire B est appelée forme polaire associée a Q. Elle est déterminée
par:

— — 1 - — —>. —
B(x,y)= —(Q(X +7)=-Q(X)=Q(y).
Le carré d'une forme llnealre est une forme quadratique.
Une fonction f: E — R est dite polynomiale s'il existe une base & = (ey, .. en) de E et un polynome Pden

variables, a coefficients réels, pour lesquels on ait f(x) = P(xy,...,Xy,), pour tout X = Z X e € E. Le degré du
polynome P, ainsi que le fait qu’il soit homogene, sont des propriétés indépendantes du ch01x delabase &.
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THEOREME 3.7 Les formes quadratiques sur I'espace vectoriel E sont les fonctions polynomiales homogenes de
—
degré 2 sur E.

— —
Considérons une base, & = (eJ, ..., e,), de E ainsi que deux élémentsde E, X =Y x;e; et y = PR yie;. Alors,
si

n
B(X,Y)=) aixiyi+ Y, aij(xiyj+xjyi),
i=1

l<i<js<n

ona:

n
Q(}’):Zgiixlg+2 Z aijXixj.

i=1 1<i<jsn

Les définitions de rang, noyau, orthogonal, matrice... d'une forme quadratique sont celles de la forme polaire asso-
ciée.

3.2.2 Réduction de Gauss

Dans ce paragraphe, Q est une forme quadratique sur E, de forme polaire associée B.

Unebase & = (2],...,e,) de E est dite orthogonalesion a B(ej, ;) = 0, pour tout couple (i, j) avec i # j. Une base
orthonormale est une base orthogonale telle que B(e;,e;) = 1, pour tout i.

Si& = (er,...,e,) est une base orthonormale de E,ona ¥ = Y (xi,ej)e;, pourtout X € E.

N
THEOREME 3.8 Pour toute forme quadratique Q sur E, il existe n formes linéaires indépendants I3,...,1, et n
constantes réelles ay, ..., a, telles que

QX)) = ar(i(X))? + -+ an(ly())?,

N
pourtout X € E.

— —
THEOREME 3.9 Pour toute forme quadratique Q sur E, il existe une base & = (e1,...,e,) de E dans laquelle la forme
quadratique Q s’écrit :
Q(X) = a1 + -+ ayx?,

— — — =
pour tout X = xje; +---+ Xx,e, € E. Labase & est donc une base orthogonale pour Q.

THEOREME 3.10 (LOI D’INERTIE DE SYLVESTER). Pour toute forme quadratique Q, de rang r sur f, il existe un
—
entier p ne dépendant que de Q et une base & = (ey,..., e,) de E dans laquelle la forme quadratique Q s'écrit :

_xz — =X

2\ _ .2 2
Q(X)=x+--+x .

p

pour tout X = x; & +---+ X,ep, € E.
Définition 3.11 Le couple (p, r — p) est appelée signature de la forme quadratique Q.

Corollaire 3.12 La forme quadratique Q est définie positive si, et seulement si, elle a pour signature (7, 0).

3.3 Espaces euclidiens

-
Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive. Un espace (vectoriel) euclidien est
un R-espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire noté -, -).
—>
Dans cette section, (E, (-,-)) est un espace euclidien de dimension finie 7 et de norme euclidienne associée défi-

nie par | Z| = (%, %), si ¥ € E.
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3.3.1 Généralités

e

s 4 . - . L. 20 — 2 2L
Si X est un sous-espace vectoriel de (E, (-,-)), il vérifie (X—-)-=Xet X® X~ =E.
THEOREME 3.13 (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ). Pour tout % € E et tout Je E,ona

D= IZI7]-

L égalité a lieu si, et seulement si, X et 3 sont colinéaires.

THEOREME 3.14 (THEOREME DE PYTHAGORE). Les vecteurs X et 7 de (ﬁ, (-,-)) sont orthogonaux si, et seulement
si,
IZ+71 =121+ 171"

Définition 3.15 (Distance d’un point a un hyperplan). Soit H un hyperplan etsoit @ € H+, @ # 0. Pour tout j € E,

ona: N
a7, = L2
I<|

Tout espace vectoriel euclidien de dimension » est isométrique a R”.

N

THEOREME 3.16 (ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT). Si (e],...,e,) estune base quelconquede (E, (-,-)),
—

il existe une unique base orthonormale (v3,..., V) de E vérifiant :

1. pourtouti=1,...,n, les sous-espaces engendrés par (ey,...,e;) et (11,..., v;) coincident;

2. pourtouti=1,...,n,0ona/e;,v;)>0.

3.3.2 Endomorphismes symétriques

THEOREME 3.17 Si_]? est une forme bilinéaire symétrique sur I'espace euclidien (E), {-,-)), il existe un unique endo-
morphisme 5 de E tel que
B(X,7)=(us(X),¥),

—

pourtout X € E ettout j € E.

Un endomorphisme # de (E, (-,-)) est symétrique si on a (U(X),¥Y)=(X,U(3)) pour tout (¥, y) € ExE.

THEOREME 3.18 Lendomorphisme 7 est symétrique si, et seulement si, il existe une forme bilinéaire symétrique
Btelle que U = ug.

-
Un endomorphisme de (E,(:,-)) est symétrique si, et seulement si, sa matrice dans une base orthonormale est
symétrique. Les sous-espaces propres d'un endomorphisme symétrique sont orthogonaux deux a deux.

THEOREME 3.19 (THEOREME SPECTRALE). Tout endomorphisme symétrique d’'un espace euclidien est diagonali-
sable dans une base orthonormale de vecteurs propres.

En conséquence, toute matrice réelle symétrique est diagonalisable avec une matrice de passage P vérifiant
pPTp=1

THEOREME 3.20 Si B est une forme bilinéaire symétrique sur (f, (-,-)), il existe une base orthogonale pour B.
. = 4 . ’ . ) . - P2 . y o, ,
Si X et Y sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un espace vectoriel F, on définit l'affinité de base
~ 7 — =1 . qe 4 - 1} .2
X, de direction Y et de rapport A par (X + ¥) = ¥ + 1. Lorsque F est euclidien et Y = X+, on parle d affinité

orthogonale de base X et de rapport A.

THEOREME 3.21 Tout endomorphisme symétrique de (f, (-,-)) est le produit d’au plus # affités orthogonales.
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3.4 Produit vectoriel

Lespace vectoriel R3, rapport a sa base canonique % = (e1,e3,e3), estmunidu produit scalaire ((xl, V1, 21), (X2, y2, zz)> =
X1X2 + Y12 + 21 2. Rappelons que le déterminant, det: R? x R3 x R® — R est I'unique 3-forme linéaire alternée de I'es-
s 3 - —> —>
pace vectoriel R° telle que det(eq, ez, e3) = 1.

Définition 3.22 Le produit vectoriel de deux vecteurs v; et U5 de R? est 'unique vecteur 7 A U3 de R® vérifiant
det(vy, 12, W) = (V1 A U2, W), pour tout vecteur w de R3.

Siv) = (x1,¥1,21) et U = (X2, 2, 22) sont les composantes de vy et U5 dans la base 2, le produit vectoriel 77 A 75 a
pour composantes dans cette méme base :

- >
VIAV2 = (Y122 — Y221, X221 — X122, X1 Y2 — X2 Y1)-

PROPOSITION 3.23 Pour tout triplet, (7, U2, U3), de vecteurs de R et tout nombre A, on a les propriétés suivantes :

—> — — —_ > > —>

1. viA(V2+V3)=V1AV2+ U] AVS.

2. AIAR) =AVI AV =1 A A,

3. UIAUs =—15 AT

4. Siles vecteurs 17 et v, sont linéairement indépendants, le vecteur v7 A U est orthogonal au plan contenant
—> —>
V1 et vs.

.z . . =g
. Les vecteurs 77 et 7, sont liés si, et seulement si, /3 A2 = 0.

[

6. Siles vecteurs u7 et U sont linéairement indépendants, alors (7, U3, v A U5) est une base directe de R3.

THEOREME 3.24 Pour tout triplet, (U7, U3, 3), de vecteurs de R3, le produit vectoriel les égalités suivantes.
1. U1 A (V2 AD3) =(v7,03) V2 — (V71,03 ) V3, appelée identité de Lagrange ou formule du double produit vectoriel.
—
2. MAWAD)+ U A(U3AD])+ 13 A (D] AD) = 0, appelée identité de Jacobi.

3. [ Am|° = w1 1] - (o, 3)°

PROPOSITION 3.25 Pour tout couple, (v1, v3), de vecteurs linéairement indépendants, ona || o1 A v2|| = ||v1]| ||v2]| sin®,
ou 0 € [0,7] est défini par (v7,v3) = ||v1] | 72| cosB. La norme |v7 A v3]| est égale a I'aire du parallélogramme
construit sur les vecteurs v; et .

3.5 Compléments

Pour terminer, signalons que I'espace vectoriel R* peut étre muni d’une loi de composition interne de la fagon
suivante : « chaque élément de R* pouvant s'écrire comme un couple (x, 77) d’'un nombre réel x et d’'un vecteur % de
R3, on pose

)y, V) =y —(U, V), xT+yu+UATD).

Lespace R*, muni de cette loi interne, est un corps non commutatif. La formule du double produit vectoriel (cf.
théoreme 3.24) permet d’établir I’associativité de cette loi.

Lexistence de cette structure de corps et le lien avec les groupes orthogonaux SO(3) et SO(4) sont 'objet de la
deuxieme composition de Mathématiques du C.A.PE.S. de 1984.
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Séquence n° 4

Exercices sur les espaces euclidiens

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2009-2010.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

II] Pour (x,y,2) € R3, on pose :

fy,2)=x+y,
f(x,y,2) =x+2z,

fsx,y,2)=y-

Montrer que (fi, 2, f3) est une base dual (R%)* de R3. trouver la base (77, 73, 3) de R3 dont (fi, f», f3) est la duale.

Ilustrer le théoreme 3.8, 3.9 et 3.10 avec les formes quadratiques suivantes définies sur E= R3, rapporté a sa
base canonique.
1. Q(V) =x1x2 + X1 X3 + X3,
2. Q(T/)) = X1X2 + X1 X3 + X2X3.
3. Q(V) = xf - x§ + 2x1 X2 + 2xpx3. Déterminer son noyau N.Soit F le sous-espace vectoriel de R engendré par
le vecteur € = (1,1,1). Déterminer les sous- espaces orthogonaux F+ et (F1)L. Comparer F et (F1)*.

Dans le cas général d'une forme degeneree Q de noyau N on peut montrer (cf [LirZis]) le résultat suivant : soit F
un sous-espace vectoriel de E et F' un supplémentaire de F NN dans N, alors (F J-) =FeF'

Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux bases suivantes de R :
1. e1=(2,0,0), e3=(2,2,0) et e3 = (2,2,2),
2. =220, =200 et f5 = (2,2,2).

[4]C.A.P.E.S.1995
Cet exercice est extrait de la deuxieme composition de Mathématiques de C.A.PE.S. de 1995. Lespace Rr" sera muni de
sa structure canonique d’espace euclidien, sa base canonique sera notée % = (e1,e2,...,e,) etlanorme euclidienne
d’'un élément X sera notée || X ||. Relativement a une base fixée, un élément X (resp. y, etc.) de R sera représenté par
la matrice colonne X (resp. Y, etc.) de ses coordonnées x; (resp. y;, etc.).

A toute matrice symétrique réelle A, de terme général a; j»on associera la forme bilinéaire symétrique ® 4 définie
sur I'espace euclidien R", rapporté a sa base canonique 9, par :

VX, P eR" xR, ©4(X, ) =X"AX= Y a;jxiyi.
1<i=n
l<j<n
On notera Q4 la forme quadratique associée a ® 4. Dans I'algebre des matrices carrés réelles a n lignes et n colonnes,
on notera S, (R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et S, (R) le sous-ensemble des matrices symé-
triques A telles que la forme quadratique Q4 soit définie positive.

1. Existence d’'une décomposition
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(a) Démontrer qu'une matrice A appartient a S}, (R) si, et seulement si, il existe une matrice inversible M telle
que A= MT M (On pourra diagonaliser A pour établir la condition nécessaire).

(b) Soit ¥ = (v1,vs,...,U,) la famille des vecteurs-colonnes d’une matrice inversible M. Justifier que ¥ est
une base de R". Soit # = (w7, W3,..., w,) la base orthonormale obtenue par application 4 la base 7 du
procédé d’orthonormalisation de Schmidt. Démontrer que la matrice de passage T de la base # ala base
¥ est triangulaire supérieure.

(c) Déduire de ce qui préceéde que toute matrice A appartenant a S}, (R) peut s’écrire sous la forme T T avec
T une matrice triangulaire supérieure inversible.

2. Algorithme de décomposition
Lespace R" est rapporté a sa sa base canonique. Soit A un élément de S, (R) de terme général a; .

(a) Démontrer qu'il est équivalent de trouver une matrice triangulaire supérieure inversible T telle que A =
TTT et de trouver une écriture de la forme quadratique Q4 de la forme :

2
V?ER”, QA(Y)Z Z (Z t,'jx]')
l<isn\l<jsn

avec tj; >0 pour tout i € {1,2,...,n}.

(b) Pour n =2 on identifie R” avec le produit R x R”*~! et on note Xla projection sur R*~! d'un élément ¥ de
R”. Démontrer que, si a;; > 0 et si on pose

a j .
——, pour j€{1,2,...,n},

ti:i=
Y van
il existe une unique matrice A élément de S,,_1 (R) telle que
2
VX eR", QuF)= ( Z t,'jxj) +QA(7C>)
l<j<n

Démontrer que, si A appartient a S, (R), alors A existe et appartienta S}, | (R).

(c) On considere I'alogirthme suivant :

Entrées : Matrice A
initialisation A;:=A;
début
fork=1,...,n-1do
L si le terme de la premiere ligne, premiere colonne, de Ay est strictement positif, alors
| Apsri=Ag

Algorithme 1 : Algorithme de décomposition

Démontrer que A appartient a S (R) si, et seulement si, I'algorithme s’arréte pour k = n (dans le sens
ot il n’effectue plus la condition) avec 'unique terme de A, strictement positif. Démontrer qu’on a alors
déterminé une décomposition A= TT T avec T triangulaire supérieure.

IE] DISTANCES A UNE DROITE ET A UN PLAN DANS ’ESPACE (AFFINE) 3

1. Soit (A) la droite passant par le point A et de vecteur directeur 7Z. Montrer que la distance d’'un point M ala
droite (A) est donnée par :

HAM/\ 7 H
A(M,A) =

Si la droite A a pour équation ax + by + ¢ = 0 et le point M a pour coordonnées (xys, y»s) dans un plan muni
d’un repére orthonormé, retrouver la formule :

|axn +bym +c|

N
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2. Soit 2 le plan passant par le point A de vecteurs directeurs vy, v,. Montrer que la distance d'un point M au
plan &2 est donnée par :

|det(AM, 7, 53)|

d(M,2P) = ——

lo1 A w3

Sile plan 22 a pour équation ax + by + cz+d = 0 et le point M pour coordonneés (xys, yu, zp), retrouver la

formule :

axy +byy+czy+d
o, ) < | Y §

va?+b*+c?
IE] DETERMINANTS DE GRAM
La premiére question est extraite de la deuxieme composition de Mathématiques de C.A.PE.S. de 1993. La matrice

, . — — , . qs =2 . . . .
de Gram d’'une famille (vy,...,v,) de vecteurs d'un espace euclidien E de dimension finie est la matrice de terme
général (v;, v;). Elle est noté Gram(vy, ..., vy). Le déterminant de Gramm est le déterminant de cette matrice;; il est
noté Gram(vy, ..., Up).
. . - 3 J— — — — .
1. Dans cette questions, nous choissisons E = R°. Soit v = x; V1 + X V2 + X33, nous notons X la matrice colonne
constituée des x;.

(a) Démontrer les égalités matricelles :

— o
(v, 7
i. Gram(vi,v3,v3)X = | (02, V)
— -
(v3,V
ii. XTgram(y,v3, 03X =|7|°.
0
N
(b) En déduire que Yram(vy, vz, v3) X = | 0| si, et seulement si 7 = 0.
0

(c) Montrer que Yram(vy, U3, U3) est inversible si, et seulement si, la famille (v7, v5, U3) est libre.

(d) Soit £ 1a base canonique de R3. Etablir les égalités :

i. |detg (1, v2,03)| = \/Gram(v1, 73, 13).
ii. |o1Avz|=+/Gram(vi,v3).

2. Le but de cette question est de généraliser a un espace euclidien E, de dimension finie n,n les principaux
résultats établis dans la premiére question.

N
(a) Montrer que Gram(7vy,..., U,;) = 0 si, et seulement si, les vecteurs v; € E sont liés.
P g 1 . L — —> =1 L — .
(b) Soit v € E et F le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs (vy, ..., V) de E. On décompose v sui-
. - - - — 2
vantla somme directe F& F en U = 7'+ 7" € F& FX. Montrer que Gram(v1, U3, ..., Un) = || ¥"||” Gram(v7, ..., Um).

., > —. =1 =N — — 2 2
(c) Soit (vq,...,v,) des vecteurs de E. 0_13 rapporte E a une base orthonormale (ey,...,e,;) etonnote f: E —
E l'application linéaire définie par f (e;) = v;. Montrer que

VGram (T, .., 5 = |det ).
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Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2009-2010.
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5.1 Définition géométrique

Considérons une droite (D) et un point F ¢ (D). Lensemble (2?) des centres M des cercles tangents a la droite (D)
et passant par (F) est une parabole. En notant H la projection orthogonale du point M sur la droite (D), nous avons
donc M H = MF si et seulement M € (27). Une parabole est ainsi 'ensemble des points M a égale distance du point
F et de la droite (D). La droite (D) est appelée la directrice et le point F le foyer de la parabole.

Considérons maintenant un cercle (€'), de centre F’ et de rayon 2a, ainsi qu'un point F ¢ (¢'). Lensemble (I')
des centres M des cercles (€)) passant par le point F et tangents au cercle (€”) est appelé conique a centre. Sile point
F est extérieur (resp. intérieur) au cercle (€”), la conique est appelée hyperbole (resp. ellipse). Notons 2¢ la longueur
du segment [FF'] ; la quantité e = ¢/ a est |'excentricité de la conique. Elle est strictement supérieure a 1 dans le cas
d’une hyperbole et strictement inférieure a 1 dans le cas d’une ellipse. Le cercle (6") est appelé cercle directeur de la
conique (I) ; les points F et F’ sont les foyers et la droite (FF') I'axe focal. ' axe non focal est la droite perpendiculaire
a (FF') passant par le milieu O du segment [FF'].

THEOREME 5.1 Soit (I') une conique a centre, de centre directeur (¢”), de foyer F et d’excentricité e, nous notons
(D) I'axe radical du cercle (€”) et du cercle-point F. Alors la conique (T') est 'ensemble des points M tels que

MF
=
MH

ol H est la projection orthogonale de M sur la droite (D).

La conique (') est donc caractérisée par la droite (D), le point F et le nombre réel positif e. La droite (D) est
appelée directrice de (') et, par définition, le cas e = 1 correspond a la parabole.

Notons A la distance du foyer F a la directrice (D) et p = eA. Soit | p| la distance de F a un point M de la conique
(), légalité MF = eM H équivaut a

p
. 1+ecosf

qui est I’équation polaire (I'), avec les conventions usuelles de notation.

Si (I') est une conique de foyer F et de directrice (D), la tangente a (I') en un point M € (I'), non situé sur I'axe
focal, coupe la directrice (D) en un point M’ tel que les droites (MF) et (M’'F) soient orthogonales.

5.2 Ellipse

Dans cette section, nous considérons une ellipse (I') définie par le cercle (€'), de centre F’ et de rayon 2a, et
par le point F ¢ (€), intérieur au cercle directeur (¢'). Notons 2¢ la longueur FF', e = ¢/a < 1 I'excentricité, (D) la
directrice de (I') et O le milieu du segment [FF'].
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THEOREME 5.2 Lellipse associée au cercle directeur (€”) et au foyer F est I'ensemble des points M tels que MF +
MF' =2a.

Notons H; et H, les deux points du cercle (€”) situés sur I'axe focal ainsi que A (resp. A’) le milieu du segment
[FH;] (resp. [FHy]). Lellipse (I') coupe 'axe focal aux deux points A et A’, symétriques par rapport au milieu O du
segment [FF'] et extérieurs a ce segment. Le cercle de diametre [AA'] est appelé cercle principal de (T'). Il est 'image
du cercle directeur (€¢') par 'homothétie de centre F et de rapport 1/2.

THEOREME 5.3 Lellipse associée au cercle directeur (%) et au foyer F est 'image du cercle principal par I'affinité
orthogonale d’axe la droite (FF') et de rapport b/ a.

Lellipse (') coupe I'axe non focal en deux points B et B’, symétriques par rapport au milieu O de [FF']. Notons b
la longueur du segment OB ; nous avons a? = b? + ¢2.

PROPOSITION 5.4 Soit (A) une droite quelconque du plan. Notons Fj le symétrique de F par rapport a la droite (A).
Alors :

— si F est al'intérieur du cercle (€”), la droite (A) coupe I'ellipse (I') en deux points,

— si Fj € (¥, la droite (A) coupe I'ellipse (I') en un seul point,

— si I est al’extérieur du cercle (¥”), 'intersection de la droite (A) et de I'ellipse (I') est vide.

Choisissons un repeére orthonormé du plan, ot O est le milieu du segment [FF'], el (resp. ) un vecteur directeur
unitaire de I’axe focal (resp. de I’axe non focal).

THEOREME 5.5 Dans le repeére (O, e1,e), 'ellipse (I') est 'ensemble des points M du plan, de coordonnées (x, y)

vérifiant :
P

=

+
a’  b?

Soit M un point de l'ellipse (I'), notons H le point de contact du cercle de centre M et de rayon M F avec le cercle
directeur (€”). La tangente en M a (I') est la médiatrice du segment [FH]. C’est aussi la perpendiculaire en M 2 la

bissectrice de I'angle (ME, MF').

5.3 Hyperbole

Dans cette section, nous considérons une hyperbole (T') définie par le cercle (¢'), de centre F’ et de rayon 2a, et
par le point F ¢ (€"), extérieur au cercle directeur (€”). Notons 2¢ la longueur FF’, e = ¢/a > 1 I'excentricité, (D) la
directrice de (I') et O le milieu du segment [FF'].

THEOREME 5.6 Lhyperbole associée au cercle directeur (¥’) et au foyer F est 'ensemble des points M tels que
|MF - MF'| =2a.

Notons H; et Hy les deux points du cercle (€”) situés sur I'axe focal ainsi que A (resp. A’) le milieu du segment
[FH;] (resp. [FH3]). Uhyperbole (T') coupe 'axe focal aux deux points A et A, symétriques par rapport au milieu O
du segment [FF'] et appartenant a ce segment. Le cercle de diametre [AA'] est appelé cercle principal de (I'). 1l est
I'image du cercle directeur (¢’) par 'homothétie de centre F et de rapport 1/2.

Lintersection de I’hyperbole et de ’axe focal est vide. Par analogie avec le cas de 'ellipse, nous introduisons le
nombre réel positif b défini par a® + b* = c?.

Le point F étant situé a I'extérieur du cercle directeur (¥’), on peut tracer les deux tangentes a (¢”’) issues de F;
notons Kj et K» leur point de contact avec (€”). 1l est facile de constater qu’il n’existe pas de cercle passant par F
et tangent a (¢’) en Ky ou en K3. Les droites (FK7) et (FKz) sont tangentes au cercle principal ; notons K{ et Ké les
points de contact respectifs. Les droites (OK]) et (OK}) sont les asymptotes de 'hyperbole (I').

Choisissons un repere orthonormé (O, 1, &) du plan, oi1 O est le milieu du segment [FF'], e; (resp. €,) un vecteur
directeur unitaire de I’axe focal (resp. de 'axe non focal).

THEOREME 5.7 Dansle repére (O, e3, €;), 'hyperbole (I') est’ensemble des points M du plan, de coordonnées (x, y)
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vérifiant :
2y .
a b:
. . N —> > . > e d . . .
Choisissons comme repere (O, u, V), ou U et v sont des vecteurs directeurs unitaires des asymptotes.

THEOREME 5.8 Dans le repére (O, i, V), I'hyperbole (I') est I'ensemble des points M du plan, de coordonnées
(X,Y) vérifiant 4XY = c2.

Soit M un point de 'hyperbole (I'), notons H le point de contact du cercle de centre M et de rayon MF avec le
cercle directeur (¢”). La tangente en M a (') est la médiatrice du segment [F H] et la bissectrice de I'angle (MF, MF').

5.4 Parabole

Dans cette section, nous considérons une parabole (22) définie par la droite (D) et par le point F ¢ (D). Notons

Hp la projection orthogonale de F sur (D) et p lalongueur du segment [HrF].
Choisissons comme repére orthonormé (O, 1, €,), oi1 O est le milieu du segment [HrF], e7 (resp. €,) est un vec-

teur directeur unitaire de la droite (HpF) (resp. la droite perpendiculaire a (HrF)).
THEOREME 5.9 Dans le repére (O, 1, e,), la parabole (2?) est 'ensemble des points M du plan, de coordonnées

(x, y) vérifiant y* = 2px.

Soit M un point d'une parabole (), notons H la projection orthogonale de M sur la directrice. La tangente en
M a (2) estla bissectrice de I'angle (M F, M H) et la médiatrice du segment [F H].

5.5 Sections d'un cone

Considérons un cone de révolution (¥), de sommet S, d’axe (Sz) et d’angle au sommet 2a € [0,7[. Coupons le
cone (¥) par un plan (IT) faisant avec I'axe (Oz) un angle (aigu) 6.

THEOREME 5.10 Supposons S ¢ (IT) et notons (I') I'intersection de (€¢) et de (I1). La courbe (I') est une conique. Plus
précisément, I'intersection du cone (%) et du plan (I1) est

— uneellipsesif > a,

— une parabolesif = a,

— une hyperbolesif < a.

Si S € (1), il est facile de voir que l'intersection du cone (%) et du plan (I1) est
— constituée de deux génératrices du cone sif < «a,

— une génératrice du cone si 6 = «,

— réduite au point Ssif > a.

5.6 Courbes algébriques de degré 2

5.6.1 Classification affine réelle
Soit IT le plan affine réel muni d'un repere affine.

Définition 5.11 On appelle coniquel’ensemble (I') des points M, de coordonnées (x, y) telles que ¢(x, y) =0 ot ¢
est un polyndéme réel, non nul, du second degré, c’est-a-dire :

@(x,y) = ax® +2bxy +cy* +2dx+2ey +f.
Considérons la matrice associée a la coniqueT :

a b d
M(F):(b c el.

d e f
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Cette matrice M(T'), étant symétrique réelle, admet 3 valeurs propres réelles. Si k (resp. I) désigne le nombre de
valeurs propres strictement positives (resp. négatives), la somme r = k + [ est le rang de la matrice M(I'). La loi
d’inertie de Sylvester nous dit que le couple (k, ) ne dépend pas du repere choisi. Lensemble (I') étant également
obtenu a partir du polynéme —¢, seule la paire {k, [} est une constante de (I') indépendante du repere choisi; on
I'appelle signature de la conique (I').

Lintroduction précédente peut aussi étre menée sans référence a un repére affine. Soit O un point du plan (IT).
Un polyndéme ¢ de degré 2 est donné par

(M) = g(OM) + 1(OM) +c,

ol g est une forme quadratique non nulle, / une forme linéaire et ¢ une constante. Un calcul montre que la forme
quadratique g n’est pas modifiée si on change de point de référence O. La conique (I') est alors définie comme
I’ensemble des points M tels que ¢(M) = 0.

Laseule étude de la forme quadratique g(x, y) = ax®>+2bxy+cy? est insuffisante pour rendre compte de la nature
de la conique. En effet, nous constatons que :

— l’équation xy = 0 correspond a deux droites avec une forme quadratique g non dégénérée,

— Téquation x? = 0 correspond a une droie avec une forme quadratique g dégénérée,

— Téquation x?> + y> — 1 = 0 correspond a un cercle avec une forme quadratique ¢ non dégénérée,

— I’équation x* — y = 0 correspond a une parabole avec une forme quadraﬂ)ue q dégénérée.
Pour étudier la conique (I'), nous homogénéisons donc le polyndome ¢ (M) = g(OM)+1(OM)+cen Q(M, ) = q(O—M) +
l (O_M )t +ct?. Par définition, la conique associée a ¢ est propre sila quadrique Q(M, ) est non dégénérée dans IT x R.
Cette définition ne dépend pas du choix du point O; elle prend tout son sens dans |'espace projectif associé au plan
affine, cf. [1, Page 200].

Dans la pratique, nous procédons ainsi. Soit A(T') le déterminant de la matrice M (I') et Ay(T') la quantité, Ay(I') =
ac—b>.

1. Sir =3, le déterminant A(T') est non nul et la conique (I') est propre ou non dégénérée.

(a) SiAp()>0,laconique (I') est une ellipse. Elle a des points réels si sa signature est {2,1} et n’admet pas de
points réels si sa signature est {3,0}.

(b) SiApT) =0, laconique (I') est une parabole.
(c) SiAp(T) <0, laconique (I') est une hyperbole.
2. Sir=2,nous avons A(T') =0 et la conique est dégénérée.
(@) SiAp)>0,laconique (I') est décomposée en deux droites imaginaires concourantes et conjuguées. Elle
n’'a qu'un seul point réel, le point d’'intersection des deux droites.
(b) SiA¢T) =0, laconique (I') est constituée de deux droites distinctes et paralleles. Les droites sont réelles si
la signature est {1, 1} et imaginaires si la signature est {2, 0}.
(c) SiApT) <0,laconique (I') est constituée de deux droites réelles concourantes.
3. Sir =1, nous avons A(I') = Ag(') = 0. La conique (') est une droite réelle.

5.6.2 Détermination des centres et des axes

Soit IT le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé (O, e, &). Nous supposons maintenant que la co-
nique (I') associée au polynéme ¢ est non dégénérée.

Détermination d’un centre éventuel Supposons que la conique (I') admette un centre de symétrie Q de coor-
données (xg, yo) dans le repeére (O, e7, e2). Remarquons que I'équation de (I') dans le repére (Q, €1, &,) n'a pas
de termes de degré impair, donc pas de terme du premier degré. Ainsi, s’il existe, le centre Q a pour coordon-
nées les solutions du systéme

{axo+byo+d=0

bxg+cyo+e=0

En résumé, si Ag(I) = ac — b? # 0, la conique (I') admet un centre. Si Ag(I') = 0, la conique est une parabole
comme nous 'avons déja écrit.

Détermination des directions asymptotiques éventuelles Les pentes des directions asymptotiques sont les ra-
cines de I'équation
cm?+2bm+a=0.
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1. SiAg(I) = ac—b? <0,lacourbe (I') admet deux directions asymptotiques. Rappelons que, dans ce cas, ()
est une hyperbole.

2. Si Ag(I) = ac — b? = 0, la courbe (I') a une seule direction asymptotique. Rappelons que, dans ce cas, (I')
est une parabole.

3. SiAg(l) = ac— b? >0, la courbe (I') n'a pas de direction asymptotique. Rappelons que, dans ce cas, (I') est
une ellipse.

Détermination de I'équation réduite de la conique 2 partir de laforme quadratique g(x, y) = ax?+2bxy+cy?
associée ¢ Notons M(q) = (Z IZ ) la matrice associée. S’agissant d’'une matrice symétrique réelle, elle est dia-
. - >
gonalisable dans une base orthonormale (u, v) de vecteurs propres. Dans cette nouvelle base, la forme qua-
dratique g s’écrit
4gX, V)= L1 X2+ A, Y2,

1. Si Ap(T') =0, la conique est une parabole. Les valeurs propres de la matrice sont (a + ¢) et 0. Dans le repére
(0, U, ), 'équation de la conique (I') devient

(a+oX?+2d'X+2e' Y+ f =0.

1l existe un repére (O, i, V), obtenu par translation du précédent, dans lequel I'équation de la conique
M estY?=2pX'.

2. Si Ap(I') # 0, la conique est une ellipse (cas o1 Ag(I') > 0) ou une hyperbole (cas ol Ayg(I') < 0). Dans le
repere (0, i, V), 'équation de la conique (I') devient :

MX2+ 2, Y2 +2d' X+2Y + f =0.

En faisant une translation du repére au centre de la conique, 'équation de (I') devient 1, X% + A, Y2 = f".

Equation de la tangente en un point A d’'une conique Si
ax®+2bxy+cy? +2dx+2ey+f=0

est 'équation de la conique (I') dans un repére (O, 1, &;) quelconque, 1'équation de la tangente en un point
A= (xp,y0) € (') est
(axo+ by +d)(x— xo) + (cyo + bxo +e)(y — yo) = 0.

Ce bref résumé des définitions et propriétés des coniques peut étre complété par [1], [2], [3] et [4].
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Séquence n° 6

Exercices sur I'inversion et les coniques

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2009-2010.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

6.1 Inversion

Soit 22 un plan affine euclidien rapporté a un plan orthonormé (O, e1,e,) et soit k un nombre réel non nul. On
appelle inversion de pole O et de puissance k, I'application :

Iox : P\{0} — P\{O}
M — M

tel que O, M et M’ sont alignés et <OM’, W> =k.

On ajoute au plan £ un point a l'infini, co, et on note P =Py {oo}. Par définition, une droite de P est une
droite du plan 22 a laquelle on a ajouté le point a I'infini. Linversion /o ; s’étend en une apphcatlon Iok: 9?’ 7
par I,k (0) = oo, Ip k(00) = O. Une similitude % de &2 est également prolongée en une application de 2 dans & par
h(oo) =

II] Montrer que la composée de deux inversions de méme poéle O est une homothétie de centre O. En déduire que
I'on peut toujours décomposer une inversion Ip x en un produit zp 3 © Io x ol hp ) est une homothétie de centre O
et de rapport A et Iy est une inversion de pole O dont on peut fixer arbitrairement la puissance k'.

Soit Ip x une inversion.

1. Supposons k > 0 et soit (A) une droite située a la distance vk de O. Déterminer 'image de (A) par cette
inversion.

2. En déduire l'image d’'une droite quelconque par une inversion. (On distinguera le cas ol la droite passe par le
pole de I'inversion.)

Soit I ;. une inversion.
1. Supposons k > 0, déterminer un cercle invariant point par point par /o x. On'appelle cercle d’inversion.

2. Soit (¥) un cercle tel que la puissance du point O par rapport a (¥) soit égale a k. Déterminer I'image de (¥)
par Ip k.

3. En déduire l'image d'un cercle quelconque par une inversion (On distinguera le cas ot le cercle passe par le
pole d’inversion.)

IZ] On se donne deux points M et N et leurs images respectives M’ et N’ par l'inversion I .
1. Déterminer la longueur M’ N’ en fonction de O, M et N.

2. Si M, N, M, N' ne sont pas alignés, montrer qu'’ils sont situés sur un méme cercle.
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3. Si k> 0, montrer que pour tout cercle passant par deux points inverses I'un et I'autre est orthogonal au cercle
d’'inversion.

4. On se donne deux ensembles de points :

FZ{AI)AZ)---!AI}
F'={A},A),..., A}

tels que, pour tout couple (i, j), les points A;, Aj, A’ et A;. sont cocycliques. Montrer qu’il existe une inversion
ou réflexion, I, telle que I(A;) = A’i, pourtouti=1,...,1.

E] On consideére le plan affine euclidien £ identifié a C.
1. Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur les nombres complexes a, bet le nombre réel ¢ pour que
(@) az+ bz+ c=0soitl’équation d'une droite,
(b) zz+az+ bz+ c=0soit]’équation d'un cercle.
2. Montrer que la transformation N : z+— 1/z, définie sur &2 \ {0}, conserve I'’ensemble des cercles et des droites.

3. (@) Soit Ip,; I'inversion de centre O et de puissance 1. Si z est I'affixe de M, déterminer I'affixe de z’ de M’ =
I (M).

(b) Soit I I'inversion de centre A et de puissance de k. Si z est I'affixe de M, déterminer l'affixe 2’ de M’ =
Ly (M).

(c) Retrouver le fait qu'une inverse conserve 'ensemble des cercles et des droites.

6.2 Reconnaitre une conique a partir d'une équation

Le plan affine 22 est rapporté & un repére orthonormé (O, ey, ).

@ Montrer que la courbe définie par

x2—y2—2xy—2x+y+1=0

est une parabole. On en donnera une équation réduite dans un repére approprié et on exprimera son foyer, sa direc-
trice, son axe et son sommet dans le repere (O, e1,e,) de référence.

Déterminer la nature des courbes suivantes et en donner une équation réduite dans un repere approprié :
1. 2x? +4xy+5y?—4x—8y+(4/3) =0,
2. x?—4xy+3y*+2x-2y-5=0,
3. 4x*-5xy+y*—3x+3y=0.
Soit (4, 1) un couple de nombres réels non simultanément nuls, on considére le faisceau (I'y ;) de coniques
défini par
A% + y2 —4x) + u(x— 1)%=0.
1. Montrer que les coniques (I, ,) passent par deux points fixes A et B dont on déterminera les coordonnées.
2. Déterminer les couples (A, u) pour lesquels
(a) laconique (I'y ) est dégénérée,
(b) laconique (I'y, ) estune parabole,
(c) la conique (I' A,u) €stune hyperbole,
(d) laconique (I'y, ) est une ellipse,
(e) laconique (I'y ;) est un cercle.

3. Donner I'équation des tangentes en A et en B a la conique (I'y, -
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6.3 Déterminer une conique a partir de données géométriques

IE] Déterminer le foyer et la directrice d’'une parabole connaissant
le foyer et deux points,

la directrice et deux points,

le foyer et deux tangentes,

la directrice et deux tangentes,

le foyer, une tangente et son point de contact,

AR

la directrice, une tangente et son point de contact.

Déterminer le cercle directeur relatif a I'autre foyer d'une conique a centre connaissant un foyer F, deux tan-
gentes (A) et (A'), concourantes en un point I, et le point de contact M de la tangente (A). (On montrera que le
second foyer F’ est situé sur une droite passant par le point I et on étudiera la nature de la conique lorsque le point
M varie sur la droite (A), le point F et les droites (A) et (A) restant fixes.)

6.4 Recherche de lieu de points

Soit (D) la droite d’équation y = x + m avec m un parametre réel. Lorsqu’ils existent, on note M; et M, les
intersections de la droite (D,,,) et de I'ellipse d’équation 4x% +9 y2 —1=0.Déterminer le milieu I du segment [M; M>].

Considérons deux droites perpendiculaires (A) et (A') et deux nombres réels strictement positifs a et b. Deux
points P et Q décrivent respectivement les droites (A) et (A') de sorte que la longueur du segment [PQ] reste fixe et
égale a a+ b. Sur le segment [PQ], on repere le point M défini par PM = a et MQ = b.

1. Soit M’ le point tel que OM’ = QM. Décrire le lieu du point M’
2. En déduire le lieu du point M.

Déterminer le lieu des foyers des coniques a centre dont on donne le cercle principal et un point.
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Séquence n° 7

CAPES de Mathématiques 1999 (2nde
composition)

’ Source du sujet : http://megamaths.perso.neuf.fr/annce.html

Notations et objectifs du probleme

Dans tout le probléme, la lettre n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

On note :

— Nl’ensemble des nombres entiers naturels;

— Z1'ensemble des nombres entiers relatifs;

— RTl'ensemble des nombres réels.

Les lettres p et g désignent des nombres entiers relatifs, on note [p, g] I'ensemble des nombres entiers relatifs
compris (au sens large) entre les nombres p et g, autrement dit :

lp.ql={m, mezZ; p<metm=q}.

Par ailleurs, on note

— %, I'ensemble des permutations de 'ensemble [1, n];

— ,(R) l'algébre des matrices carrées d’ordre 7 a coefficients réels;

— I, la matrice unité de .4, (R);
etsi (k,[) appartienta [1, nﬂz :

— Ej; la matrice appartenant a .4, (R) dont le coefficient situé sur la k¢ ligne et la /¢ colonne vaut 1 et dont tous

les autres coefficients sont nuls. On rappelle que la famille (Ex) g e[Ln]? est une base de .4, (R). On note

enfin M = (m;;) ou M = (m;,;) en cas d’ambiguité, la matrice :

M= Z m;;Ejj.
. pef1,n]?

Lalettre K désignant un réel, on définit les ensembles :
— Lg= {M, M = (mij) € My ®), Vi€ [1,n], X1 myj = K} ;

— L=UkerLk;
— Cx=1{M, M = (m;j) € M,R), Vj€[1,n], X} m;j=K}
— C=Uker Ck.

Une matrice M = (m;;) appartenant a .4, (R) est dite matrice magique d’ordre n lorsqu’elle vérifie les deux pro-
priétés suivantes :

{mi, Gopelnh=11,n7] ®1)

n n
IKeR, MeLgnCkx et Y mgx= Y Mgpi1-k=K P,)
k=1 k=1
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Lobjet du probléme est1’étude de quelques propriétés des matrices appartenant a LNC et des matrices magiques
d’ordre n, avec, notamment, une construction de certaines d’entre elles dans le cas ol1 n est impair.
Les cinq parties du probléme peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

Question préliminaire

Montrer que, si M est une matrice magique d’ordre 7, le réel K dont la propriété (P,) affirme I'existence vaut

2
nécessairement "(”T“)

2
Dans toute la suite du probléeme, on note K, = w

7.1 Etude des matrices magiques d’ordres 2 et 3

1. Montrer qu'il n’existe pas de matrice magique d’ordre 2.

an  diz ais
2. Soit M=|ap1 apx aps|unematrice magique d’ ordre 3.
asy dsz ass
(a) Etablir I'inclusion de '’ensemble {1,9} dans 'ensemble {a;2, a1, a23, ass}.

(b) En déduire I'’ensemble des matrices magiques d’ordre 3.

7.2 Etude de Pespace vectoriel LN C

1. (a) Montrer que Ly est un sous-espace vectoriel de .4, (R) et qu’il est engendré par la famille

(Eij - Eiﬂ)(i,j)e[[l,n]]x[[l,n—l]] :

Préciser la dimension de Lg.

(b) Soit K un réel. Montrer que, quelle que soit la matrice M appartenant a .4, (R), M appartient a Lk si et
seulement si M — KI,, appartient a L.

(c) Endéduire que L est un sous-espace vectoriel de .4, (R) et préciser sa dimension.

2. (a) Montrer que, quelle que soit la matrice
n n
M=} 3 mij(E;j~Ein)
i=1j=1

appartenant a Lo, M appartient a C si et seulement si, pour tout j appartenanta [1,n—1], X , m;; =0.
(b) En déduire une base et la dimension de Ly n Cy (apres avoir succinctement justifié que Lo N Cyp est un
espace vectoriel).
3. () Montrer que, quelle que soit la matrice M appartenant a .4, (R), M appartenant a LN C si et seulement
s’il existe un réel K tel que M appartienne a Lx N Ck.

(b) En déduire la dimension de I'espace LN C.

7.3 Exemple de groupe opérant sur 'ensemble des matrices magiques d’ordre
n

Soit & un plan affine eucﬂien rapporté au r@?re orthonormé % = (0, ¥, 7). On considere le carré ABCD de
centre O tel que les vecteurs AB et 7 d’'une part, BC et U d’autre part, soient colinéaires.

On note .# 'ensemble des isométries de & qui laissent le carré ABCD globalement invariant. On note Q le point
de & vérifiant

— n+1_, >

oQ=- (u+7v)

et Z' le repere (Q, U, V).
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1. (a) Soit f un élément de .#. Montrer qu’il existe un couple (¢1,£») appartenant a {—1,1}? tel que, pour tout
point N de & de coordonnées (x, y) dans le repére %, les coordonnées (x', ') du point f(N) dans le repére

R vérifiant :
X' =ex X' =€y
/ ou /
Y =exy Y =exx

Reconnaitre toutes les isométries du plan & ainsi définies.

(b) Soit N le point de & de coordonnées (X, Y) dans le repére %'. Pour chaque élément f de .#, exprimer les
coordonnées (X', Y') du point f(N) dans le repére %’ en fonction de X etde Y.

2. Soit f un élément de .#. On considére I'application ¢ de R? vers R? qui, 2 un couple (s, t) de réels, associe le
couple de coordonnées dans le repére 2’ de I'image par f~! du point de coordonnées (s, t) dans ce méme
repere.

(a) Montrer que, quel que soit le couple (i, j) appartenant a [[1, n]]z, le couple ¢(i, j) appartient a 1, nﬂz.

(b) Soit Oy I'application de .4, (R) dans lui-méme qui, a une matrice M = (m; ), associe la matrice Or(M) =
(m;.j) vérifiant, pour tout (i, j) appartenant a [1, n]]z, m;.j = myy, le couple (k, I) étant égal a (i, j).
Montrer que I'application @ est un endomorphisme de .4, (R).

3. Soit & I'ensemble {q)f, fe ﬂ}. Montrer que (%, o) est un groupe isomorphe au groupe (.#,0). (Le symbole o
désigne la composition des applications.)

4. (a) Vérifier que I'image d’'une matrice magique d’ordre n quelconque par un élément de & quelconque est
une matrice magique d’ordre n.

(b) Soient f et g des éléments de .#. Montrer que, s’il existe une matrice magique M d’ordre n telle que
D (M) =Dg(M) alors f = g.

(c) Montrer que I’ensemble des matrices magiques d’ordre n est fini et que son cardinal est un multiple de 8.

7.4 FEtude d’un groupe associé a certaines permutations de [1, 1]

Etant donnée une permutation quelconque o de [1, 7], on note A, la matrice (a; j) appartenant a ./ (R) et
vérifiant, pour tout (i, j) appartenanta [1, n]]z, aij =64, ce dernier symbole (dit «de Kronecker ») étant défini par

la relation :
1 sii=j
6ij= { . !
0 sinon.
On note . I'’ensemble {A,, 0 € %,}.

1. Soient o un élémentde -/}, et M = (m;;) un élément de .4, (R). Expliciter le terme général de la matrice A, M,
puis le terme général de la matrice M A, .

2. Montrer que (¥, x) est un groupe isomorphe au groupe (#,,°) (Le symbole x désigne la multiplication ma-
tricielle.)

3. (a) Soit K un réel. Montrer que, pour toute matrice M appartenant & Lx N Ck et toutes permutations o et ¢’
de [1,n], Ao M A, appartient a Lx N Ck.

(b) On note J, 'ensemble des permutations o de [1, n] telles que :
Vke[l,n], on+l-k)=n+1-o0(k).
Soit o un élément de J,. Montrer que, si M est une matrice magique de taille n, alors A; M A, -1 en est
aussi une.
4. On note ¢ 'ensemble {As, 0 € J,}.

(a) Montrer que (_Z, x) est un sous-groupe de (<, x).

(b) Déterminer le nombre d’éléments de #.
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7.5 Construction de matrices magiques d’ordre 7 impair

1. Cas ou1 n n’est pas multiple de 3

On suppose que dans cette section V.1. que n est un entier impair non multiple de 3. On dit que deux entiers p
et g sont congus module 7, et'on note p = g (mod n), lorsque n divise p — g.

(a) Montrer qu'il existe un entier m premier avec 7 tel que, pour tout quadruplet (i, j, k, [) appartenant a Z*,

i=mQRk-1) (mod n)
j=ml-k) (mod n)

{k52i+j (mod n)

. . si et seulement si
l=i+2j (mod n)

Ainsi, pour tout couple (k, I) appartenant a [1, n]?, il existe un et un seul couple (i, j) appartenant a [1, n]
tel que :

k=2i+j (mod n)
I=i+2j (mod n)
Onnote alors i = a(k, 1) et j = B(k, ).

(b) On note Z/nZ 'anneau quotient Z par l'idéal nZ et, si x est élément de Z, X la classe d’équivalence de x
dans Z/nZ.

i. Soient u et v deux entiers relatifs, # non nul. Montrer que, si u et v sont premiers entre eux, I’applica-
tion x — uXx + U est une bijection de Z/nZ sur lui-méme.

ii. En déduire que, pour tout [ appartenant a [1, n], la somme Z]'c‘zl a(k, 1) est constante (préciser sa va-
leur en fonction de n).

(c) Soit W = (w;, ;) la matrice appartenant a .4, (R) et vérifiant, pour tout (i, j) appartenant a [1, n]]2 :
wij=n(i—-1)+j.
Soit G = (g,;) la matrice appartenant a .4, (R) et vérifiant, pour tout (k, [) appartenant a [1, n]]2 :

8k,1 = Wa(k,D),pk,1)-

Construire G dans le cas oli n =5.
(d) Dans la suite, U'entier n n'est plus supposé égal a 5.
i. Montrer que I'ensemble des coefficients de G est [1,n?].
ii. Montrer que G est une matrice magique d’ordre n.

(e) Dans cette question, on établit une propriété supplémentaire de la matrice G. Si i appartient a [1, r], on
note

Ei={(k,D), (k,De[1l,n], k—=1=i (mod n)}.
i. Montrer que, pour tout i appartenanta [1, n], ¥« neg, 8k = Kn.

ii. Déterminer n autres ensembles Fy, F», ..., F, analogues aux ensembles Ej, Es, ..., E, tels que, pour
out i appartenant a [1, n], ¥ ner, k1 = Kn-

. Composition de deux matrices magiques. Cas oi1  est multiple de 3.

Soient p et g deux entiers supérieurs ou égaux a 3.
A partir d'une matrice magique A = (ay;) d’ordre p et d’'une matrice magique B = (b; j) d’ordre g, on considere
la matrice carrée D = (d,,,;) d’ordre pq vérifiant, pour tout (k, [) appartenanta[1, p]}2 ettout (i, j) appartenant
af1,q]?

dii—1)p+k,(j-1)p+1 = Ak + (bij — D p°.

(a) Construire D dans le cas particulier ol1 les matrices A et B sont égales a

N ©
N O Ww
(2Bl ee]

(b) Montrer que, pour toutes matrices magiques A et B d’ordre respectifs p et g. D est une matrice magique
d’ordre pgq.

(c) En déduire que, si n est un multiple de 3, 'ensemble des matrices magiques d’ordre n n’est pas vide.
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Polyn6mes

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2006-2007.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

[ 1] Trouver le pged de P(X) =3X3 + X +1 et Q(X) =3X? +2X — 1.
IZ] Démontrer que, quels que soient les entiers p, g, r, le polynéme X37 + X391 + X372 est divisible par X2 + X +1.

Soit P, (X) = (cosf + X sin6)", avec 6 e Ret n €N, n > 0. Quel est le reste de la division euclidienne de P, (X) par
X2 +12

E] Soit Uy, le groupe des racines n¢ de 'unité dans C. On dit que a € U,, est une racine primitive si a* # 1 pour
1 <k=n-1. Onnote ay,...,a, les racines primitives de U, et on appelle polyndme cyclotomique d’indice n le
polynoéme défini par

(X)) =X-a1)--(X—am).

1. Démontrer que m = ¢(n) ou ¢ désigne I'indicatrice d’Euler.

2. Démontrer que si p est un nombre premier,ona ®,(X) =1+ X +---+ XpP-1,
3. Démontrer que X" —1 =[], P4 (X).

4. En déduire que les coefficients de @, (X) sont entiers.

5. Calculer @15 (X).

E] Le but de cet exercice est de démontrer le critere d’Eisenstein : « Soit p un nombre premier et soit A = a, X" +
.-+ + ag un polynéme a coefficients entiers tels que

1. a; estdivisible par p pour0<i<n-1,
2. ap nest pas divisible par p,
3. ag nest pas divisible par p*

alors A est irréductible dans Q[ X].
On raisonne par I'absurde en supposant que A n’est pas irréductible dans Q[X].

1. Montrer, a 'aide du lemme de Gauss, qu’il existe deux polynémes non constants B et C dans Z[X] tels que
A=BC.

2. Onnote B = by X% +--- + by. En réduisant modulo p, montrer que p divise by, ..., bg_1.
3. En déduire que p? divise ay, d’ol1 une contradiction.

4. Montrer que le polyndéme :
XP -1
X-1

est irréductible dans Q[X] (Faire le changement de variables X = Y +1).

:Xp_1+...+1



http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

44

SEQUENCE N°8 ¢ POLYNOMES

@ Un polyn6éme

PX)=ap+a X+-+apX™

est dit unitaire si a,, = 1. Soit n un entier strictement positif.

1. (a)

(b)

2. (a)

(b)

Soit a1,...,a, des nombres complexes. On considere les polyndmes P et Q de C[X] définis par:
n
PX)=[]X-an
i=1
n
QX) =[x -a}
i=1

Montrer que I'on a Q(Xz) ==D"P(X)P(—-X).
Soit (Pg) k=0 la suite de polyndmes de C[X] définie par

n Zk
PeX) =[]X—-ai).
i=1

Montrer que si Py est a coefficients entiers, il en est de méme pour Py, pour tout entier k > 0.
Soit 22, I'ensemble des polynémes unitaires de degré n, a coefficients entiers et dont les racines sont de
module inférieur ou égal a 1. Soit P € 27,,, on pose :

L PX)=X"+a, 1 X"+t ag =TT, (X —a)),

i s = ZlSi1<i2<---<ik5n aj, &j, - &, pour l<k=n.
Calculer les coefficients de P(X) en fonction des nombres si. En déduire que l'on a |a,_¢| < (}) pour
1 < k < net que 22, ne contient qu'un nombre fini d’éléments.
Soit ay,...,a, des nombres complexes, de module inférieur ou égal a 1, tels que le polynéme P(X) =
H;’zl (X — a;) soit a coefficients entiers.

i. Montrer en utilisant les questions précédentes :

— qu'il existe deux entiers strictement positifs j et k et une permutation o de {1,2,...,n} tels que
2k _ 2f

i = qay
— qu'il existe un entier r > 0 tel que

a pour tout i €{1,2,...,n},

k j )
l? "o a?” pour tout i € {1,2,...,n}.

ii. Montrer que toute racine non nulle de P est racine de I'unité.



Séquencen®9

Rappel sur les points singuliers d’'une courbe
parameétrée

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2006-2007.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

D’apres [5, p. 49]

PROPOSITION 9.1 On suppose que ¢t — M(t) est infiniment dérivable dans un ouvert contenant #. Soit p le plus
petit entier strictement supérieur a 0 tel que M 2 (to) # 0. Soit g le plus petit entier strictement superleur aptel
que MP)(ty) soit non parallele 2 M9 (ty). On pose € := MP)(1y) et f = M9 (ty). On a alors M) (y) A, €, pour tout
p<r<gqet:

q-1 pk
M(ty+ h) — M(tp) = Z F/l’“ €+ —f +h70Q)
avec 1, =1et O(1) = € (x(¢), y(1)). Si:
q
= Z s h—ou)

h4
n= E(l + 0(1))

on a alors : -
M(fy+h)— M) =ye+nf.

PROPOSITION 9.2 (POINTS SINGULIERS DE LA COURBE). Le tableau 9.1 donne tous les types de points singuliers
qu’on peut retrouver dans des courbes paramétrées.

qllp— pair impair
) rebroussement de L
pair N ordinaire
seconde espece
. . rebroussement de . .
impair inflexion

premiere espece

TABLE 9.1 — Points singuliers de courbes paramétrées

Démonstration. On peut retrouver les résultats en calculant et en trouvant le signe de (¢ — #p)?. O
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M) (k)

Y

Y

fan) MP){t)

Mito)|  M™)()

point ordinaire point d'inflexion

[ i
= =
Mity) M(ty) M P t,) j

point de rebroussement de premiére espice  point de rebroussement de seconde espice

FIGURE 9.1 - Points singuliers des courbes paramétrées
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Références pour la séquence n° 9

[5] C.BOULONNE. Notes de cours - M105 : Compléments d'analyse et d’algebre. L1 Mathématiques.
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Séquence n° 10

Courbes dans le plan - Enveloppes

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2010-2011.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

Dans la suite, le plan euclidien 22 est rapporté 4 un repére orthonormé (O, ey, €,).

II] Tracer la courbe d’équation
o 2+t+1 o |
x(t) = ———, = .
r+1 y 2—t

On précisera les positions relatives de la courbe et de ses asymptotes.

Soita>0et b>0.

1. Tracer la courbe d’équation

(x(t) = asin2t, y(t) = bsin31),
en précisant les points doubles.

2. Montrer que la courbe d’équation,
(x(8) = asin2t, y(t) = bsinat),

est fermée si, et seulement si, @ est un nombre rationnel.

Ftudier I'allure locale des courbes suivantes,
L (x(t)=1*- %,y(t) = (£+1)?) au voisinage de ¢ = —1.

2. (x(t)=2cost— 3 tan® £, y(r) = 2sin £ + } tan ) au voisinage de 7 = (27)/3.

E] Tracer les courbes
1. p(@) =1+tand,
2. p(@) =1+tan(0/2).

(On précisera les asymptotes et leur position par rapport a la courbe. L'étude des points d’inflexion n’est pas deman-
dée.)

E] Donner 'équation en polaires, d'une droite, d'un cercle, d'une conique dont le foyer est au pole.
@ Soit p(6) la courbe en coordonnées polaires définie par

p@) = ——.
. 3(8

Sin (g)

Si M est un point de cette courbe, on note H la projection orthogonale du poble sur la tangente en M a p(0), et

27 'ensemble des points H ainsi obtenus lorsque M parcourt la courbe p(0). Donner une équation polaire de 22.
Interpréter géométriquement cet ensemble.
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Séquencen® 11

Nombres complexes, inversion,
homographies

Fiche créée par D. TANRE pour la formation CAPES Lille I, année 2006-2007.
http://algmod.free.fr/capes/fiches.html

II] On consideére le plan euclidien 22 identifié a C.
1. Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur les nombres complexes a, b et le nombre réel ¢ pour que
(@) az+bz+ c=0soit]’équation d'une droite,
(b) zz+az+ bz+ c=0soit]’équation d’'un cercle.
2. Montrer que la transformation N : z— 1/z, définie sur &2 — {0}, conserve I’ensemble des cercles et des droites.

3. (a) Soit I1(0,1) I'inversion de cercle O et de puissance 1. Si z est I'affixe de M, déterminer I'affixe z’ de M’ =
I(O, 1) (M).

(b) Soit I(A, k) I'inversion de centre A et de puissance k. Si z est I'affixe de M, déterminer I'affixe z’ de M’ =
I(A, k) (M).

(c) Retrouver le fait qu'une inversion conserve I’ensemble des cercles et des droites.

On complete le plan &2 identifié a C par un point noté co et on pose :
— siceC,cxo0=00, 5 =0,
— siceCetc#0,c-0c0=00, § =00.
— Les expressions co— oo, 22,0+ 0o et % ne sont pas définies.
Le but de I'exercice est I'étude des transformations de C U {oo} dans C U {oo} définies par :

az+b

ud avec (a,b,c,d) e C*et A= ad — bc #0,
cz+d

z— f(2)=

appelées homographies.

1. (@) SiA=0, calculer ?ZZ:S Désormais, comme indiqué ci-dessus, on suppose toujours A # 0.

(b) Montrer que I'application z— f(z) est bien définie et est bijective. Déterminer son inverse.
(c) Montrer que le produit de deux homographies est une homographie.
2. (a) Exprimer géométriquement f sic=0.

(b) Soit ¢ # 0. Montrer que f se décompose en f = t; SNt ou tj et £, sont des translations, s est une similitude
et N est défini dans I'exercice 1.

(c) En déduire que f conserve
— les angles orientés,
— l'ensemble des cercles et des droites.

3. (a) Montrer que si f a trois points fixes, c’est I'identité.
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(b) Onse donne trois points distincts d’affixes respectives z), z, z3. Construire une homographie f telle que :
fz) =00, f(22) =0, f(zs) =1

(c) Endéduire qu'une homographie est déterminée de facon unique par trois points distincts z1, z», z3 et leurs
images distinctes z}, 2}, 2.

4. On définit le birapport de quatre points Ay, Ay, As, A4, d’affixes respectives z, zp, z3, z4 par:

Z]1—Rk3 X1 — 24
[z1,22,23,24] = ——/ ——
22— 23 2224

_ (21 —23) (22 — 24)

(a1 —za)(z - 23)

(a) Exprimer ce birapport en fonction de la transformation f introduite dans la question précédente.

(b) En déduire que toute homographie conserve le birapport. Réciproquement, montrer que toute bijection
de Cu {oo} qui conserve le birapport est une homographie.

(c) Montrer que le birapport de quatre points distincts (z, 2, 23, 24) est réel si, et seulement si, les quatre
points sont alignés ou cocycliques. (On pourra considérer 'homographie envoyant z;, z», z3 sur trois points
distincts, z}, z;, z3, de la droite réelle.)

(d) Une inversion conserve-t-elle le birapport?
5. On note G le groupe engendré par les homographies et la symétrie z — z.
(a) Montrer que G est engendré par les réflexons et les inversions.

(b) En déduire que tout élément de G conserve
— les angles non orientés,
— l’ensemble des cercles et des droites.

6. On s’intéresse a la réciproque du dernier résultat.

(a) Soit g: Cufoo} — CuU{oo} une application bijective, préservant I’ensemble des droites et des cercles et telle
que g(o0) = co. Montrer que g est une similitude. (On utilisera le théoréme fondamental de la géométrie
affine et la caractérisation des similitudes).

(b) En déduire que toute application bijective de C U {oo} dans C U {oo} conservant I’ensemble des cercles et
des droites est un élément de G.



Deuxieme partie

Analyse






Séquence n° 12

Fiche TD Analyse I

II] Pour tout entier naturel 7, on pose

1. (@)
(b)
2. (a)
(b)

(©
(d

3. (@
(b)
(©

4, (a)
(b)

(©
5. (a)

(b)

/4
I, :f tan” xdx.
0

Soit n un entier naturel, montrer que I'intégrale I,, existe.
Montrer que la suite (1) ,en €St une suite décroissante de nombres réels positifs.

Calculer I,,4» + I, en fonction de n.

Montrer que :
1 1
VneN, <I,< .
2(n+1) n+1

Que peut-on en déduire pour la suite (1) ;,en ?

On pose f(n) = I,,44 — I, montrer que :

1 1
n)= - .
fm n+3 n+l

Calculer I et I5.
Calculer de deux facons différentes ZIZ:I fldp-2).

En déduire
1 1

i + —_—t—.
k—+oc0 3 5 7 9 4k—-1 4k+1

Calculer I;.

Calculer de deux facons différentes Z‘;j:l fp-3).

. . (_l)n—l
En déduire }. ;51 ——.

Montrer le théoréme de convergence radiale suivant :

THEOREME 12.1 Soit (ay),ey une suite de nombres complexes, on définit sur R la suite de fonctions

(Un) nen par:
VxeR, u,(x)=a,x".

On suppose que la série entiere ) ,,-9 @, X" a unrayon de convergence égal a 1. Lorsque la série }_ ;5 U, (x)

converge, on pose f(x) =) ;>0 Un(X).

(i) Sila série numérique ), ¢ a, est absolument convergente alors la série }_,~( 4, converge normale-
ment [—1,1] etla fonction f est continue sur [-1,1].

(i) Si la suite (a,),en €St une suite de réels positifs, décroissante qui converge vers 0, alors la série
Y n>0 Un converge uniformément sur [-1,0] et la fonction f est continue sur [-1,1[.

(_l)n—l
n

Déterminer la somme de la série numérique Y ,,~; par une autre méthode.
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On définit sur R la fonction f par:
fx)=—x*+2x+1,

et la suite (1) ,en par:

upeR
VneN, upe = fuy).

1. (a) Déterminer les points fixes de f notées [ et I, avec [ < I.

(b) Montrer que, pour tout réel x,ona:
x<h=fx)<h

et
l<x<2=>1<f(x)<2.

(c) Montrer que les points fixes de f sont points fixes de f o f, préciser les points fixes de f o f.

2. Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormal d'unité graphique 2 cm, puis la droite D
dont une équation est y = x. Représenter les quatre premiers termes de la suite (u,,) ,en lorsque uy = 0,7 puis
up=1,25.

3. Onsuppose que ug < l1, montrer que la suite (1), est décroissante, est-elle convergente ?
4. On suppose que ug est élémentde]1,[;[.
(a) Montrer que u; est élémentde]ly,2][.

(b) Dans la suite, on définit les suites (vy) ,en €t (Wn) pen PAr :
VneN, vy,=uy, et wp=uUzps.

Montrer que :
VneN, l<v,<lp et b<w,<?2.

(c) Etudier la monotonie des suites () ,en €t (W) yen. Montrer que les suites (V) peny €t (Wy) ey CONvergent
et préciser la limite de chacune d’elles.

5. Déterminer les valeurs du premier terme v de la suite (1) ,eny pour lesquelles la suite (¢,) ,eny cOnverge.

EQUATION DE LA CHALEUR
Soit f une application de R dans R, 27-périodique et de classe 6. On appelle solution du probléeme de la chaleur
noté (C) toute application F élément de €' (R x R, R) telle que :

(i) VxeR, F(x,0) = f(x).

(ii) V(Zx, NeERxRy, F(x+2m,t) = F(x, 1).

(iii) 0—’; est définie, continue sur R x R, et
O0x

OF 0°F
ot ox%’

1. Les questions suivantes permettent de montrer I'unicité d'une solution du probleme de la chaleur (C) :

(a) On suppose que le probléeme (C) admet une solution F. Pour tout réel ¢ réel positif fixé, on définit 'appli-

cation F; sur R par F;(x) = F(x, t). Montrer qu'il existe une suite de fonctions (y,) nez telque:

+00 .
VxeR, Fi(x)= ) ya(ne"™

n=-—00
(b) Montrer que, pour tout entier relatif n, I'application y,, est solution de 1'équation différentielle y’ = —n?y
sur R,.

(c) Montrer que si F existe alors :

+00 0
V0 eRxR,, Fx,0= Y cp(fle™ e~

n=-—00



57

2. On rappelle I'égalité de Parseval. Si ¢ est élément de €°(R,R) et 27-périodique (valable si ¢ est seulement

continue par morceaux), alors la série Y5 \cn ((p)| converge. La série de Fourier de ¢, Y 72° _ c,(p)e, (ol

en(x) = ei”"), converge normalement vers ¢ sur R.
Soit n un entier relatif, on définit sur R x R, la fonction ©,, par :

On(x, ) = cu(fe " telnx.

(@) Montrer que la série Y22 @, converge normalement sur R x R,.. On pose F la somme de cette série.

(b) On pose F la somme de cette série. Montrer que F est solution du probléme de la chaleur (C).
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Séquence n® 13

Fiche TD Analyse I1

Ii] SUITE DE FIBONACCI ET NOMBRE D’OR
On appelle nombre d’or et on note @, 'unique solution positive de I'équation :

¥ -x-1=0.
La suite de Fibonacci est la suite définie par:

LL()=1
Lt1=0

VneN, Upi2=Upt1+ Up

1. Montrer que, pour tout entier naturel supérieur ou égal a 2, le nombre u, est un entier strictement positif.

2. On définit les suites (V) yen €t (1) nen pAT :
VneN, vyp=up1—Pun, th = Up1 — 1 —-D)uy.

Montrer que ces suites sont géométriques, en déduire une expression de v, et de ¢, en fonction de n et de ®.

3. Montrer la formule de Binet suivante :
-1 -1
1 ((1+v5)" 1-v5)"
Up= — - .
"TeL 2 2

q)n—l _ (_l)n—lq)—n+l
\/g .

4. Déterminer la formule de Binet par une autre méthode.

En déduire que :

Up =

INEGALITE DE WIRTINGER
Si f est une application contintiement dérivable, 2-périodique de R dans C telle que son intégrale sur un segment
de longueur 27 soit nulle, alors :

r 2 T 2
f |f @) dtsf |f'(n]"dr.
=7 =7
Etudier le cas d’égalité.

Indication : utiliser la formule de Parseval.

LEMME DE CANTOR
Dans cet exercice, on se propose de démontrer le lemme suivant :
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Lemme 13.1 (Lemme de Cantor). Soient (ay),>; et (b,),=; deux suites de nombres réels. Pour tout réel x et tout
entier naturel, on pose f,(x) = a, cos nx+ b, sin nx et on suppose que, pour tout réel x, la suite ( f,(x)) 1>1 Converge
vers 0, alors les suites (a,),>1 et (by),,>1 convergent vers 0.

Question préliminaire : Montrer que la suite (a,) ,,cn converge vers 0.
Premieére méthode : Raisonnement par 'absurde
On suppose que la suite (b,) ;1 ne converge pas vers 0.

1. Montrer qu'il existe un réel ¢ strictement positif et une sous-titre (by, ) t>1 delasuite (by) ;21 tels que:
n >0, YkeN*, |bp|=z¢, ng =3n.

2. Onpose:

VkeN* L (—+p ) t B L (—+p ) preEZ
, | e 7|, .
A =6 k k

Construire une suite (py) «>1 de nombres entiers telle que la suite des segments J = [ay, f¢] vérifie les condi-
tions :

(C1) VkeN*, Jr cJretlimyg_ oo (Br—ay) =0;

(C) VYxe€Ji, Isinngx| = %

3. Déterminer (=1 Jx. Conclure.
Deuxieme méthode : Intervention du calcul intégral
1. Calculer
2n
f (by, sin nx)2 dx.
0

2. On admet le lemme suivant :

Lemme 13.2 Soit a et b deux réels tels que a < b, (fn)ne,\l une suite de €°([a, b], R) telle que:
— lasuite (), converge simplement vers 0.

— IMeR}, VneN, 0<f,<M.

Alors

b
ngrgmﬁ fuddr=0.

(a) On suppose que la suite (by) ;> est bornée. Conclure.
(b) Cas général. On pose b’ = inf(1,|b,|). Montrer que :

VxeR, lim b sinnx=0.
n—+oo
Conclure.

E RESOLUTION D’UN PROBLEME DE DIRICHLET
Soit f une fonction continue de [0, 7] dans C. On se propose de déterminer les solutions si elles existent du probleme
de Dirichlet suivant :

{ -y'+y=f

y0) =y(m) =0
1. Montrer que les fonctions x € [0,7] — sinh(x) et x € [0,7] — sinh(7 — x) sont indépendantes. En déduire
I'ensemble des solutions de I’équation différentielle —y” + y = 0.

2. Déterminer une solution particuliére de I’équation différentielle —y” — y = f par la méthode de la variation
des constantes.

3. Déterminer I'ensemble des solutions de I’équation différentielle —y” + y = f.

4. Résoudre le probleme de Dirichlet.
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On se propose dans ce devoir de construire la fonction exponentielle : on s'interdit donc tout emploi de propriétés de
la fonction exponentielle, de la fonction logarithme et des fonctions puissances dans le cas d'un exposant non rationnel.
Par contre les propriétés des fonctions puissances a exposant rationnel sont supposés connues.

II] L'INEGALITE DE BERNOUILLI
Montrer, de trois manieres différentes, par des méthodes élémentaires, I'inégalité suivante :

Yae]-1,+o00[, YReN*, (1+a)"=1+na,
avec égalité si et seulement si a = 0.

INEGALITE DE CAUCHY
I s’agit de I'inégalité suivante :

1 0 n 1/n
YneN*, Y(xi,...,x,) €]0,+00[", =) x,= (]‘[ xp) ,
n,=1 =1
p p
avec égalité si et seulement si x; = xp = --- = x,,. Cette inégalité est encore appelée inégalité de la moyenne arithmé-
tique et de la moyenne géométrique.

1. Montrer cette inégalité pour n = 2, étudier le cas d’égalité.

On propose deux méthodes pour démontrer cette inégalité.
Premiére méthode : méthode de Cauchy

1. Soit A une partie de N* possédant les trois propriétés suivantes :
(i) 1eA;
(i) VneN*, ne A=>2neA;
(iii) VrReN*, n+1le A=>neA.
Montrer que A =N*.
2. En déduire I'inégalité de Cauchy et son cas d’égalité.
Deuxieme méthode
Soient n un entier strictement positif et (x1, X2, ..., X;) un n-uplet de réels strictement postifs supposés non tous
égaux. On définit une application ¢ de [0, 1] vers R par :

n t n
Vtel0,1], o) = ]_[ (xk+; Z (xp—xk))-

k=1 p=1

1. Montrer que, pour tout réel ¢ élément de [0, 1], le réel ¢ () est strictement positif.
2. Démontrer que 'application ¢ est strictement croissante.

3. Démontrer I'inégalité de Cauchy et son cas d’égalité.
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CONSTRUCTION DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

1. Soit x un réel fixé, on note :
x\n
VneN*, un(x)=(1+ﬁ) ,

et: o

VneN, n>|x|, v,x)= (1——) .
n

Montrer que les suites (14, (X)) 5y €t (Vn(X)) 5|y sOnt adjacentes.

2. On note e I'application de R dans R qui, a un réel x, associe la limite commune des suites (u,(x)) 5|y €t
(vn (X)) >|x)- Montrer que la suite d’applications (1) ,>1 converge uniformément vers 'application e sur tout
segment de R. Que peut-on déduire pour 'application e ?

3. Démontrer les inégalités suivantes :

(@) VxeR, e*=1+x
(b) Vxe]-oo,1],e* = 1

4. (a) Démontrer que, pour tout réel x, e(x) est non nul et exprimer son inverse.

(b) Soit (€) ,en+ une suite de nombres réels qui converge vers 0, déterminer :

E\N
lim (1 + —n)
n—+oo n

(c) Endéduire que:
V(x,y) € IR%Z, e(x+y)=e(x)+e(y).

5. Enumérer les propriétés élémentaires, c’est-a-dire enseignées dans les classes de lycée, de la fonction expo-
nentielle et démontrer qu’elles sont vérifiées par I'application e.

E] UN CALCUL D’INTEGRALE
Soient a et b deux réels tels que a < b et f une application de [a, b] vers R, continue par morceaux sur [a, b]. Soit F

une application de [a, b] vers R, on suppose que f et F vérifient la condition suivante :
V(x,y)€la,b?, F(y)-F@) = (y-2fx.

1. Montrer que 'application f est croissante sur [a, b].
2. Démontrer que 'application F est convexe sur [a, b].

3. Soit n un entier positif. Démontrer que si o = (ap)ogpsn est une subdivision de [a, b] alors :

n-l n-1
(ap+1—ap)f(ay) < F(b)—F(a) < Y (aps1— ap) f(aps1).
=0

p p=0

4. En déduire que
b
[ rewdx=ro-Fa.
a
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15.1 Partiel

On définit la suite double de nombres réels (ap,q) , ; cne PAI :

@)
(i)
(iii)

(iv)

ap,0 = 1.
VpeN*, apo=0.
VgeN*, agq=0.

V(p,q) € N?, Ap+1,q+1 = Ap,q+ (p+1Dapi1,q-

1. Calculer, pour tout g entier naturel, a; 4.
2. Calculer ay; et az .

3.
4

. Soit la propriété :

Calculer, pour tout q entier naturel, az 4

P(p):«VqgeN, apqeN.»

Montrer que, pour tout entier p, la propriété 22 (p) est vraie.

5. Pour p strictement supérieur a g, calculer ap 4.

Pour p entier naturel, calculer ap, p.

7. Déterminer les matrices A, = [ap,qlo<p<n ; 0<g<n POUr nvariantde 2 a 5.

15.2 Partie 2

On note F 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables de ]0, +oco[ dans R. On définit I'application ¢ par :

avec

VieE ¢(fi=g

Vxel]0,+ool, g(x)=xf(x).

Pour g élément de N*, on note ¢7 = ¢po p9~! et par convention ¢y = 1.

1.

Montrer que ¢ est un endomorphisme de F. Est-il surjectif ? injectif ? Préciser son noyau.

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de I’endomorphisme ¢.
3.
4. Soit n un entier strictement positif, montrer par récurrence qu’il existe des réels dp, 4 tels que, pour tout g

Pour f élément de F, expliciter ¢?(f). Déterminer le noyau de ¢ et en donner une base.

élément de [1, n], pour tout f élément de F, on ait la relation :
q
Vxel0,+ool, ¢T(H)x) =Y. dpgx” fP ().
p=1

On admet que cette décomposition est unique.
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5. On convient que :

doy():l,
V(p,q) eN* xN*, dp,O = dO,q =0
dpg=0sip>gq.

Montrer que :
Vip.q) € [[Ln]]zr dp,q = ap,q-

15.3 Partie3

1. Soit ¢ la fonction définie sur R par :
@(1) = exp (exp(1) —1).
(a) Déterminer le développement limité de ¢ al’ordre 4 en 0.
(b) Pour nvariantde 1 a 4, en déduire la valeur de la derivée n¢ de ¢ en 0.

2. Soient n un entier naturel et E un ensemble de cardinal n. On appelle partition de E, tout ensemble de parties
non vides de E, deux a deux disjointes, dont la réunion est E. Chaque partie de la partition s’appelle une

classe.
Pour tout entier j strictement positif, on note P;, le nombre de partitions de E en j classes. Par convention,

on note Pg =1 et, pour tous les entiers 7 et j strictement positifs, Pg = P(]) =0.

(a) Pour j strictement supérieur a n, calculer P,J;.
(b) Calculer P} et P

(c) Onsuppose que j est supérieur ou égal a 2 et n entier strictement positif. Montrer que :

Jj_pi-l, :pi
Pp=P, | +jP,_;.
(d) En déduire que, pour tout j et n entier naturel, P,]; =ajn.
3. On note P, le nombre de partitions de E, par convention Py = 1.
(a) Pour n variant de 1 a4, calculer P,, et comparer P, 2 ¢ (0).
(b) Exprimer P, al’aide des P{;.
(c) On admet, dans la suite, que :
" (n m (n
Pn+l = Z Pp = Z Pp.
p=0 p p=0 p
Montrer que, pour tout entier naturel n, on a P, < nl.

4. Soit x un réel, on note

s(x) =) P—?x”

n=o -
la somme de la série entiéere lorsqu’elle converge.
(a) Montrer que le rayon de convergence de la série est supérieur ou égal a 1.
(b) Montrer que :
Vxel-1,1[, s'(x)=s(x)exp(x).
(c) En déduire s(x).
(d) Montrer que, pour tout entier naturel n, ona P, = <p(") (0).
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16.1 Premiere partie

Soient (1) ,en €t (Pr) nen les suites de polyndmes définies par les relations suivantes :

1 d"u,
Up(x)=x"(x-1" et Pn(x):_u—(x).
n!  dx"

1. Soient a unréel strictement positif et k un entier naturel, montrer que I'application ¢, x définie de ]0,1] dans
R par:
Par: x€10,1] — x“Lx -1k,

est intégrable sur 0, 1] et calculer son intégrale notée
1
Ik =f x4 (x-D¥dx.
0

2. Soit n un entier naturel, calculer fol u; (x) dx en fonction de (2,1")

3. Déterminer de deux manieres différentes le polynéme P, le résultat sera exprimé en fonction d’expressions
du type x*(x - 1)k,

4. En déduire la relation :

16.2 Deuxiéme partie

Soient a et b deux réels strictement positifs, on note J(a, b) 'intégrale suivante :

1 ta—l
b =f dr.
b=

1. Justifier 'existence de I'intégrale.

2. Démonter que:

=n"
,b) = .
J(a,b) ,gba+nb
3. Calculer:
1 1 1 1 (-1n"
S=1l-—-+-———+—+:--= .
47 10 13 = 1+3n

4. Soit a unréel élément de ]-1, 1[, on définit la fonction ¢, de]-1,1[ dans R par:

1

xX)=—————.
Pa 1-ax)VI-x2
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. Soit n un entier naturel, calculer L, = f}l

. Montrer que I'application ¢, est intégrable sur -1, 1[.
. Calculer I'intégrale K (a) = f_ll @a(x)dx.

. Montrer que, pour tout réel a élémentde ]—1,1[,ona:

ok 1 ka‘
K@=Y a f X ax

k=0 1V1-x?

(Indication : on pourra utiliser le théoreme 1 admis a la fin de la fiche).

x2n

V1-x2

dx en fonction de (*7).

. Retrouver le résultat de la question 6 (de la deuxiéme partie) en utilisant un développement en série entiere.

16.3 Troisieme partie

Soit f la fonction définie de ] —o0, 1[ dans R par

1
(1) = .
U v1i-t
Soit g la fonction définie de ]-1, 1[ dans R par
() = arcsin x
Vi-x2

. Déterminer une suite (f,)

. Déduire des questions précédentes la somme de chacune des séries de termes généraux respectifs

. Déterminer le développement en série entiére de f au voisinage de 0 en précisant la suite (a,) e telle que :

Yiel-1,1[, f(O=1+) an(znn)t".

n=1

. Etablir que la fonction g est solution d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre.

. En déduire le développement en série entiére de la fonction g au voisinage de 0. Préciser le rayon de conver-

gence R de la série obtenue.

aen telle que, pour x élément de I'intervalle de convergence, on ait :

g =) [;Z xnt
nx1 (n)

. Déduire la somme de la série suivante :

21 241 246 1
>S=1+—-—+ -4+ — — 4+ —— . — ...
3 2 3.5 22 3.5.7 23
. Soit h la fonction définie sur -1, 1[ par:
B = x? . xarcsin x
- 1—x2 (1_x2)3/2’

Déterminer une suite (y,), ., telle que :

vxel-1,1, h(=Y 4Lin,
nzl(n)

1

G

et

|~

)



16.4 Quatrieme partie 67

16.4 Quatrieme partie

Soient F une fonction continue de [0,1] dans R et @ un réel strictement positif. Le but de cette partie est de
montrer qu’il existe des coefficients ¢, (@) permettant d’écrire :

_ (' FO® _ 1 .
Ia_fo (1_t)adt—zcn(a)f0 F(pt"dt.

n=0

On note f, la fonction définie de [-oo,1] dans R par:

Jel0= e

1. Déterminer le développement en série entiére de I'application f, et préciser son rayon de convergence.

2. Etudier, lorsque le réel a est élément de 10, 1[, 'existence de I'intégrale :

1 F(
Ia:fo S

3. Démontrer, lorsque le réel a est élément de ]0, 1[, que :

1
In=) Cn(a)f F(ni"dr.
0

n=0
(Indication : on pourra utiliser les informations de la fin de la fiche).
4. Application. Soit n un entier naturel non nul, on particularise :
Fiy=t"V2 et a= %

Démontrer que (%) est égal ala somme d’une série dont le terme général dépend des coefficients (*).

16.5 Information

Pour vous permettre de proposer une solution plus simple, vous pouvez utiliser sans les démontrer, les théorémes
suivants.

THEOREME 16.1 Soient I un intervalle de R et (u;) ,cny Une suite de fonctions continues par morceaux de I dans R,
intégrables sur I, telle que la série }_,~( #,, converge simplement sur I vers une application U. On suppose que

1. l'application U est continue par morceaux sur I.
2. Lasérie ) ;-0 N1 (uy,) converge avec Ny (uy,) = fl |, (6)dt.

Alors U est intégrable sur I et :

fU(t)dtz Y | un(ndt.
1

n=0v1

THEOREME 16.2 Soient A et I deux intervalles non triviaux de R, f une application de A x I dans C continue sur
Ax Itelle que:

1. Pour tout x de A, I'application t € I — f(x, t) est intégrable sur I.

2. L'application f admet en tout point de A x I une dérivée partielle par rapport a la premiere variable notée
35 qui est continue sur A x [.

3. Il existe une application ¢ intégrable de I dans R, vérifiant :

V(x,t)e AxI ’g(x N =)
’ ’ o ’ = .

Alors :
(i) Pour toutréel x de A, 'application t€ I — % (x, t) est intégrable sur 1.
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(i) Lapplication F définie par :

est élément de € (4, C).

(iii) Pour toutréel x de A,ona:

A —- C

X +—

F'(x)=f
T

of
a(x, t) dr.

Jifx,ndt
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II] Soient n réels strictement positifs ay, ay, ..., a,, on définit les moyennes suivantes :

Moyenne arithmétique :

Moyenne géométrique :

Moyenne harmonique :
my =

1. Comparer m,, mg et my, étudier les cas d’égalité.
Applications
2. Pour tous réels ap, ay, ..., a strictement positifs, montrer que :

[Lollga)-r

ap
p=1

3. Soient a, b et c trois réels tels que 0 < a < b < c¢. On définit les trois suites U = (t4y) neny V = (Vn) pen €t W =

(Wn) pen par:

_ 3 1,1, 1
Up=a Un+1 Un + Un + Wn
vo=>b et VneN, | vy = Juv,wy,
wy=_c¢ Wnel = m

Etudier la convergence de ces trois suites.
4. (a) Montrer que, pour tout entier naturel » nonnul, ona:
1 vn! n+1
< < .
1+Ilnn n 2n

(b) Que peut-on en déduire pour la suite ('Q/Tﬁ) . ?
n=

(c) Auvoisinage de +oo, déduire un équivalent de V/n!.

Soient a et b deux réels tels que a < b.
1. Montrer que toute fonction croissante de [a, b] dans [a, b] admet un point fixe.
2. Peut-on remplacer I'hypothese « fonction croissante » par « fonction décroissante » 2

3. Soient f et g deux fonctions croissantes de [a, b] dans [a, b] telles que fog = go f, ces fonctions ont-elles un
point fixe commun ?
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Soit n un entier naturel, on pose :

n
Sn= Z sin p.
p=0

1. Montrer que la suite (S;) ,en €st bornée.

2. En déduire la nature de la série Y. ,,-1 *3*.

E On désigne par
E={feC*(0,1,R), f(0) = f'(0) =0}.
Pour tout f élément de E, onnote | f| = || f+2f + f"|| .-

1. Montrer que 'application définie sur E par f — || f + 2’ + f"|| . est une norme.

2. Soit F = {p e C([0,1],R), ¢(0) = 0}, montrer que :

Vo€eF

!
ol <eflo+¢']-
3. () Montrer que la norme ||-|| est plus fine que la norme uniforme, c’est-a-dire qu'’il existe un réel a tel que :

vfeE, |flo=alrl-

(b) Résoudre le probléme de Cauchy :
y'+2y'+y=¢g
y0)=0 (PC)
y'(0)=0
ol g est une fonction continue sur [0, 1].
(c) Trouver la meilleure constante a possible.

4. Lesnormes |||l et |- sont-elles équivalentes ?
[ 5] Soit
E={fe€ C%([0, +oo[,R), x — e~ * f2(x) est intégrable sur [0, +ool}.

1. (a) Montrer que 'ensemble E est un R-espace vectoriel.

(b) Montrer que la fonction ¢ de E? dans R définie par :

+00
o(f,8)=(f.8) =f0 e " f0g(x)dx

est un produit scalaire. On désigne par |-|| la norme associée au produit scalaire.

2. Onpose

L (x)_ex dm (e *x"
T dxn o )

Montrer que L, est un polynéme de degré n.

3. Pour toute fonction f indéfiniment dérivable sur R, telle que f et toute ses dérivées sont éléments de E,
montrer que :

(_1)}1 +00
vnen, (L f)= _'f F () x"e* dx. )
n! Jo
Indications : Montrer que si f est de classe €' sur R, et si f et f’ sont des éléments de E alors :
: -x/2 _
xlirllmf(x)e =0.
. Que peut-on dire de la suite (L) yen ?

. Soit a un réel positif, on définit f,(x) = e”%*, montrer que ||fa||2 =Y % far Ln)z.

. Etablir que {fn, n €N} engendre un sous-espace dense dans (E, ||-|).

N O G

. Montrer que R[X] est dense dans E.
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8. Montrer que :

vreE |f| = i:<f,Ln>2-

IE] Pour n entier naturel non nul, on note §(n) le nombre de points a coordonnées entiéres dans le disque fermé
@(O, n), soit :
8(n) = card({(x, ) € 7%, x* + y* < n?}).

Evaluer 6 (n) et déterminer un équivalent de §(n) au voisinage de +oo.
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Séquence n® 18

Fiche TD Analyse VII

II] Résoudre I'équation différentielle :
1-)y -ty=1. B
1. Montrer que si f est une fonction continue de [a, b] dans C telle que, pour tout entier naturel n, on a
ff t" f(r)dt alors f =0.
2. (a) Que peut-on conjecturer sil’on remplace le segment [a, b] par [0, +oo[?

(b) Soient z un nombre complexe dont la partie réelle est strictement positif et 7 un entier naturel, montrer
que la fonction ¢ — t"e ™" est intégrable sur [0, +oo[. On pose

+00
I(2) = f t"e *tdr.
0
Déterminer une relation de récurrence entre I,,,1(z) et I,(z), en déduire I,,(z).
(c) Soit f la fonction définie sur R, par
f(1) =sin(t"*) exp(—£''4).

Montrer que, pour tout entier naturel n, on a

+00
f " f(r)de=0.
0

(d) Conclure.

3. Soit f une fonction continue de R; dans C. On suppose qu’il existe une suite de fonctions ((pn)neN telle que
pour tout entier naturel n, I'intégrale 0+°° @n (1) f(t)dt converge et la valeur de cette intégrale est nulle.

Donner un exemple de suite de fonctions (¢;,) pour laquelle on ait :

neN

+00
VneN, f en()f()dt=0= f=0.
0

Soient E= 6" (R) et F={f € E, f(0) = f(1) = 0}.

1. Déterminer 'adhérence, l'intérieur et la frontiere de F lorsque E est muni de la norme de la convergence
uniforme. Pour f élément de E, on pose

|Fleo= sup |Feol.
x€(0,1]

2. Déterminer 'adhérence, I'intérieur et la frontiere de F lorsque E est muni de la norme de la convergence en
moyenne. Pour f élément de E, on pose || f||, = fy | (8] dz.

E] Soient ¢ un réel positif et f une fonction continue de R dans R. Montrer I'équivalence entre les propriétés sui-
vantes :
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(i) Lafonction f est c-lipschitzienne.

(i) Lafonction f est limite uniforme sur R d’une suite de fonctions (), ., de classe €' de R dans R telle que :

neN

VneN, VxeR, |f(x)|=<c.
(i) La fonction f est limite simple sur R d’une suite de fonctions (f,) neny de classe %' de R dans R telle que :

VneN, VxeR, |f,’l(x)’ <c.

@ Soient U = (u,),>; une suite a valeurs dans C et V = (v,) ;1 la suite des moyennes de Césaro définie par :

ur+ur+---+u
VneN*, vnz—n.
n

Définition 18.1 On dit qu'une suite U converge au sens de Césaro vers ¢ si et seulement si la suite V converge vers
l.

1. Montrer que la suite U converge vers ¢ alors la suite V converge vers ¢.

2. Sila suite V converge vers ¢, que peut-on dire pour la suite U ?

3. Soit W = (wy,) ,en une suite a valeurs dans C telle que

lim (wy, - w,-1) = a.
n—+oo

Déterminer lim,,_, ;o Uy,

4. Soit U = (un) ey Une suite a valeurs dans R telle que

lim wu, = +oco.
n—+oo

Déterminer lim,,—. ;o Uy

5. Soit U une suite a valeurs réelles, monotone et V la suite des moyennes de Cesaro qui converge vers £. Que
peut-on dire pour la suite U ?

6. Soit U = (un) yen la suite définie par

Un

UO€R1, VneN, un+1=1+—2.
un

(a) Lasuite U est-elle convergente ?

(b) On définit la suite V = (v,),en pour tout entier naturel n, par v, = u—lz Déterminer lim;,—. 1 oo (V541 — Vn),
n
en déduire un équivalent de v,,.

@ Soient x un réel positif et f une fonction 2r-périodique définie sur |-, ] par :

£ = {sinh(xt) s? t(—:]—n,n[.
0 sit=m

Développer en série de Fourier la fonction f.

Déterminer la limite de la suite () ,,cn+ définie par
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19.1 Exercice

1. Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f définie sur R par f(#) = max(sint,0).

2. Résoudre I'équation différentielle :
y" +y = max(sint,0). (E)

19.2 Probleme

Soit E un espace préhilbertien complexe. On note (:,-) le produit scalaire, | x|l = v/{(x, x) la norme associée a ce
produit scalaire et d la distance associée a la norme.

Définition 19.1 (Convexe). Soit X une partie de E. X est dite convexe si et seulement si :
Y(x,y) eX?%,Vae(0,1], ax+(1 -a)yeX.

Définition 19.2 (Segment de E). Soient a et b deux éléments de E. Le segment d’extrémité a et b est'ensemble des
barycentres des points pondérés (a, t) et (b,1 - t) avec t élément de [0, 1], on le note [a, b].

PROPRIETE 19.3 Une partie X de E est convexe si et seulement si, pour tout x et y élément de X, le segment [x, y]
est contenu dans X.

19.2.1 Partie 1 : Exemples de parties convexes

Pour 7 entier naturel non nul, on particularise E = R”.
1. Soit r un réel positifet D = {x € E, ||x|| < r}. Montrer que D est une partie convexe de E.

2. Soit I un ensemble non vide et (X;);c; une famille de parties convexes de E. Montrer que [;c; X; est une
partie convexe de E.

3. Montrer que 'adhérence d’une partie convexe X est convexe.
4. Montrer que tout sous-espace affine de E est une partie convexe de E.

5. Une partie S de E est dite stable par demi-somme si et seulement si :

+y€S

Y(x,y) € S?,

(a) Montrer qu’'une partie S stable par demi-somme n’est pas nécessairement convexe.

(b) Montrer qu'une partie S stable par demi-somme qui de plus est fermée est une partie convexe de S.
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19.2.2 Partie 2 : enveloppes convexes
Pour n entier naturel non nul, on particularise E = R".

Définition 19.4 (Enveloppe convexe). Soit X une partie de E. On appelle enveloppe convexe de X et on note
conv(X), I'intersection de toutes les parties convexes de E contenant X.

On note (X) le sous-espace affine engendré par X, c’est-a-dire I'intersection de tous les sous-espaces affines de E
contenant X.

1. Montrer que I'enveloppe convexe de X est la plus petite partie convexe au sens de l'inclusion qui contient X
et que conv(X) c (X).

2. (a) Pour toutes parties X et Y dans E, montrer que :
X cY = conv(X) cconv(Y).

(b) Montrer que la partie X est convexe si et seulement si X est égale a son enveloppe convexe.
(c) Pour toute partie X de E, montrer que conv(conv(X)) = conv(X).
3. Soit X une partie non vide de E.

(a) Montrer que si X est une partie convexe de E, tout barycentre a poids positif d'une famille finie de points
de X est dans X.

(b) Montrer dans le cas général que I'enveloppe convexe de X est égal a 'ensemble des barycentres des fa-
milles finies de points de X affectés de poids positifs (qu'on note X, ).

4. On suppose n = 2. Soit X = {a, b, ¢} un ensemble de trois points. Déterminer |'enveloppe convexe de la partie
X deE.

5. Soit C une partie convexe de E et m un élément de C. On dit que le point m est extrémal si et seulement si :
Y(a,b)eC? [mela,bl=>m=aoum=bh].

On suppose que 'entier n est égal a 2. Déterminer les points extrémaux des parties convexes suivantes :
(a) Unsegment d’extrémités distinctes.
(b) Un disque fermé.
(c) Undisque ouvert.
(d) Un carré (intérieur et bord).
(e) Lapartie X = {(x,y) €R?, x>0ety=0}.
6. Soit X une partie convexe compact de E et a un pointde E\ X.

(a) Montrer qu’il existe un point b de X tel que :

VxeX, la-xll<la-b>bl.

(b) Montrer qu'un tel point b est extrémal.

7. Soit C une partie convexe de E. Montrer qu'un élément x de C est extrémal si et seulement si C\ {x} est
convexe.

19.2.3 Partie 3: projection orthogonale sur un convexe complet

Soit C une partie convexe, compléte et non vide de E.

1. Montrer que, pour tout x élément de E il existe un unique élément y, de C tel que :
x— =inf|x-y|.
=0l = inf -]

Indication : justifier I'existence de y; en utilisant la caractérisation de Cantor pour les espaces complets.
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Définition 19.5 (Projection orthogonale). Lafonction pc définit sur E par pc(x) = yo estappelée projection
orthogonale sur C.

Montrer que :
V(x,y) €ExC, Re((x-pc(X),y-pc(x))=<0.
3. Montrer que la fonction p¢ est 1-lipschitzienne.
4. Montrer quel'ona pco pc = pc.
5. Montrer que pc(E) = C.

19.2.4 Partie 4 : projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel complet de £

Soit F un sous-espace vectoriel complet de E.
1. Montrer que :

Y(x,2 €EExF (x—ppx),z)=0.
Montrer que pr est une application linéaire continue sur E.
Déterminer la norme de pr lorsque F n’est pas réduit a {0}.

Déterminer Ker(pr) et Im(pr), montrer que E=F & FL.

A

Montrer que si F et G sont deux sous-espaces vectoriels complets de E tels que G c F alors :

PFO PG = PG°PF = PG-
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Séquence n° 20

Fiche TD Analyse IX

Lobjectif de ce probléme est de proposer plusieurs méthodes pour prouver le théoréme d’approximation de
Weierstrass :

THEOREME 20.1 (THEOREME D’APPROXIMATION DE WEIERSTRASS). Soient a et b deux réels tels que a < b. Toute
fonction continue de [a, b] dans C est limite uniforme sur le segment [a, b] d'une suite de fonctions polynémes.

On désigne par E I'ensemble des fonctions continues de [0,1] dans K = R ou K = C normé par la norme de la
convergence uniforme, si f est un élément de E, on note :

171l = sup [f@)].
t€[0,1]

Soit n un entier naturel, on note e, la fonction définie sur R par e, (f) = t".

20.1 Partie 1: méthode des polynomes de Bernstein

On suppose que K = C. Soit  un entier naturel non nul, on définit sur E 'opérateur B, par :
" (n
VfeE VxeR, B,(Hx) =) | |f(p/mx"1-x)""P.
p=0 p

1. Calculer By(eg), By (e1) et By (e2).

2. Pour tout réel x, déterminer
LS - no?|"xra-nmr
— p—nx xP1-x .
n? p=0 p

3. Proposer une démonstration du théoréme d’approximation de Weierstrass.

20.2 Partie 2 : méthode de Korovkin

On suppose que K =R.

Définition 20.2 Un endomorphisme T de E est appelé endomorphisme positif si et seulement si, pour tout élément
f de E avaleurs dans Ry, T(f) est a valeurs dans R,.

1. Soient u un endomorphisme positif de E, f et g deux éléments de E.
(a) Montrer quesi f < g alors u(f) < u(g);
(b) Montrer que, pour tout f élément de E, on a |u(f)| < u(|f|).

(c) Montrer que u est continu et calculer sa norme.
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2. Soient € un réel strictement positif et f un élément de E, montrer qu’il existe un réel § strictement positif tel
que:
2|11
52

3. Montrer que 'opérateur de Bernstein B, est positif, continu et calculer sa norme.

Vi, el0, 1% |fx)-f)|se+ (x—p>.

4. Soit i un entier compris entre 0 et 2, montrer que la suite de fonctions (B (e;)) ,eny converge uniformément
sur [0, 1] vers la fonction e;.

5. Proposer une démonstration du théoréme d’approximation de Weierstrass.
6. Donner une démonstration du théoreme de Korovkin :

THEOREME 20.3 (THEOREME DE KOROVKIN). Soient a et b deux réels tels que a < b, si (u,),en €St Une
suite d’endomorphismes positifs de €'*? (R) telle que, pour tout i élément de {0, 1,2}, la suite (¢, (€;)) pery
converge uniformément sur [a, b] vers e; alors, pour toute fonction f de €'*? (R), la suite (un(f)) ey CONVETrge
uniformément sur [a, b] vers f.

20.3 Partie 3 : méthode par convolution

On suppose K = C. Une suite de fonctions ((pn)neN est une % -suite de fonctions si et seulement si, pour tout
entier naturel 7 :

— les fonctions ¢, sont continues de R dans R,

— les fonctions ¢, sont nulles sur |—oco, 1JUint fol+oo,

— [fZppndr=1,

— pour tout § strictement positif, on a

lim sup @n(x)=0.

=400 ye]—00,~51U[6,+00]
On définit la suite de fonctions (¢,,) e, PAr:

(1-xH"

— % sixe[-1,1]
- x2)ndx

VneN, VxeR, ¢,x)=

0 six¢[-1,1]

1. Montrer que la suite (¢,) ., €St une %-suite.
2. On suppose que cette question que la fonction f est continue de [0, 1] dans C et f(0) = f(1) =0.
(a) Montrer que la fonction f admet un prolongement f uniformément continu sur R.

(b) On définit sur R la fonction Q,, par

+00 ~
Qn(x):[ flx+ e, dr.

Pour tout entier naturel n, montrer que la fonction Q, est une fonction polynomiale sur [0,1] ;
(c) Montrer que la suite de polynomes (Q,) ,cny cOnverge uniformément sur [0, 1] vers la fonction f .
3. Proposer une autre démonstration du théoreme d’approximation de Weierstrass.

4. Que peut-on dire si la convergence vers la fonction f de la suite (P,,) ,cp de polyndmes est uniforme sur R?2

20.4 Partie 4 : méthode utilisant le noyau de Fejer

On suppose que K = C. On note %>, I'’ensemble des fonctions continues, 27-périodiques de R dans C. Soit F un
élément de 6>, et n un entier, on note {, la fonction définie sur R par :

— (u(D)= el

— Fm) = % ffﬂ F(te 1"t dr : le ne coefficient de Fourier exponentiel de la fonction f.
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=n

— Pourtout neN, $,(F) =X,=", F(p){).

— PourtoutneN, o,(F) = ﬁ ZZ:O Sp(F) :1la moyenne de Césaro de la somme partielle de la série de Fourier.
— PourtoutneN, D, =) z:_n {p :1e noyau de Dirichlet.

— PourtoutneN, K, = % ZZ:O Dy, : le noyau de Féjer est la moyenne de Césaro des noyaux de Dirichlet.

On rappelle le théoreme de Féjer :

THEOREME 20.4 (THEOREME DE FEJER). Si F est une fonction continue, 27-périodique de R dans C alors la série
de Fourier de la fonction F converge uniformément au sens de Césaro sur R vers la fonction F, c’est-a-dire :

lim (suplo,(F)(x) —F(x)l) = n1—1~r-Poo lo,(F)—F| =0.

n—+oo xeR

1. Si f et g sont éléments de 6»;, on définit le produit de convolution de f et g sur [-m, ] par

1 n
(f*g)(x) —Ef_nf(x—t)g(t)dt.

Montrer que le produit de convolution est commutatif.
2. Soit F un élément de 6.

(a) Pour tout entier p, calculer F * { p-

(b) Pour n entier naturel, calculer F * D, puis F * K,.

3. Pour tout entier naturel n, montrer que

K= 3 (1_ || ‘)

p=—n n+1

En déduire que

& lp| \ -
onlF) = ,,Z (1 - 1)F(p)cp.

4. Pour tout entier naturel n, on note 7T}, le polynéme de Tchebychev de premiere espéce, on a:
VxeR, T,(cosx)=cos(nx).

Pour tout entier naturel 7 et pour toute fonction f de ¢!~ (C), on pose F(t) = f(cos t), montrer que :

n
=F __P g
VxeR, an(F)(x)_F(0)+2p;(1 n+1)F(p)T,,(cosx).

5. Proposer une autre démonstration du théoréeme d’approximation de Weierstrass.

20.5 Partie5: méthode probabiliste

Définition 20.5 (Moment d’une variable aléatoire discréte). Soient O un ensemble dénombrable, (Q, 22 (Q)), P)

un espace probabilisé discret et v un entier naturel non nul. On dit qu'une variable aléatoire discrete X telle que

X(Q) = (xp)p v @ un moment d'ordre v si et seulement si la série ¥ >0 X, P(X = xp) est absolument convergente.
Dans ce cas, la somme de la série est appelé moment d’ordre v et on note :

+00
my(X)= ) xpP(X = xp).
p=0

On note :
— Pespérance mathématique E(X) = m; (X),
— lavariance Var(X) = E ((X - E(X))?) = E(X?) - E(X)? = ma(X) — m1 (X)2.
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THEOREME 20.6 (THEOREME DU TRANSFERT). Soient () un ensemble dénombrable, (Q, 22(Q2), P) un espace pro-
babilisé discret, X une variable aléatoire discréte, Q' = X(Q) et h une fonction de Q' dans R. On note Y = ho X, la
variable aléatoire Y a un moment d’ordre 1 si et seulement si la série }_ o h(x) P(X = x) est absolument conver-
gente. Dans ce cas, on a

E(h(X))= ) h(x)P(X=x).

xeQ)

. Inégalité de Markov Soit X une variable aléatoire réele positive, discréte admettant un moment d’ordre 1,

montrer que :

¥ E(X)
VaeR*, P(X=a)<——.
a

. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev Soit X une variable aléatoire réelle discrete admettant un moment d’ordre

2, montrer que :
Var(X)

VaeR;, PIX-EX)|za)< >
a

. Soient f une fonction continue de [0, 1] dans R, (2, 22(Q2), P) un espace probabilisé discret, pour tout réel x

élément de [0, 1], on définit la suite (X},) ,en+ de variables aléatoires indépendantes de mém loi de Bernouilli
de parametre x. Pour tout entier naturel n non nul, pour tout réel x élément de [0, 1], on note

n
Snx= 2 Xp.
p=1

Déterminer la moyenne E ( f (SLH"))

. Pour tout réel ¢ strictement positif, montrer qu’il existe un réel § strictement positif tel que

2
VreN*, Ve € "), |B.(f)-f] 5”%'

. Conclure.
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Fiche TD Analyse X - Développement en série
entiere d’'une fonction de C dans C

On définit une fonction F de C dans C par

siz=1

F(z) = .
(2) {exp(—ﬁ) siz#1

Onnote A=92(0,1)={z€C, |z| <1}.
Lobjectif de ce probléme est de montrer que la fonction F est développable en série entiére au voisinage de 0 et
d’étudier quelques propriétés de la suite des coefficients de cette série entiere.

21.1 Partie 1: préliminaires

1. Soient Y= a,z" une série entiére de rayon de convergence R strictement positif et r un réel élément de
10, R[. On définit la fonction f sur le disque ouvert de centre O et de rayon R par

+00
f =) anz".
n=0
(a) Montrer que:
vneN _ L am ( iH) —in6@ de
nen, an_Zﬂr”o free .
(b) Onnote M(r) = sup {|f(z)| , |z| = r}. Montrer I'inégalité de Cauchy :
M(r)

rn

VnelN, |a,l<

2. Soient A et B deux parties de C qui contiennent le point 0, f une fonction de A dans B telle que f(0) =0,
développable en série entiere au voisinage de 0 et g une fonction de B dans C développable en série entiere
au voisinage de 0 alors la fonction g o f est développable en série entiére au voisinage de 0.

3. Soit v un entier naturel non nul, montrer par récurrence la propriété :

R[v-1+n o
Pv):«VzeCl, |zl <1, »
(]-_ )V n=0

21.2 Partie 2:développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction
F

1. Soit v un entier naturel, on définit la fonction ®,, sur C\ {1} par

®,(2) = (Tzz)
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2.

3.

4.

Montrer qu'il existe une suiet (ay,,) .., de nombres entiers naturels telle que :

neN
+00

VzeA, d,(z)= Z aynz".
n=0

- -1V
(a) Montrer que la série } ¢ %

(b) Calculer by, b; et b.
Soit z un élément de A, montrer que la famille (u,,,) e définie par:

-1)"a
converge. On pose b, = ¥ 7% #

an,p
Unp = (—1)n72p,

est sommable.
Indication : on peut utiliser le théoreme d’inversion des sommes.

THEOREME 21.1 (THEOREME D’INVERSION DES SOMMES). Si (uy,))
dans C qui vérifient les hypotheses :

(Hy) pour tout entier naturel n, la série ¥ > | un, p| converge, on note s, = Z;Z‘() [ttn, ),
(H) lasérie ) ;o S; converge,

alors la famille (up,p) » est sommable et :

(n,p)eN2 est une suite double a valeurs

(n,p)eN
+oo [ +oo +00 (+00
Y| 3t = 35 (3 )
n=0 \p=0 0

Montrer que la fonction F est développable en série entiére au voisinage de 0 et :

+o00o
VzeA, F(z)= Z b,z".
p=0

On désigne par R le rayon de convergence de la série entiere Y, b, 2", il est immédiat que R est supérieur
ouégalal.

21.3 Partie 3 : rayon de convergence de la série entiere et majoration des co-

efficients

On désigne par A’ 'ensemble des nombres complexes z tels que |z| <1 et z # 1.

1.
2.

Pour tout nombre complexe z = x +1iy avec x et y réels, déterminer In|F(z)| en fonction de x et y.

Soit z un nombre complexe, on note M(z) le point M du plan complexe d’affixe z. Soit A un réel positif, on
désigne par 6, 'ensemble des points M (z) tels que | F(z)| = A. Déterminer une équation cartésienne de €6 et
indiquer la nature des courbes 6.

. Déterminer la borne supérieure de I'ensemble {|F(z)|, z€ A’}. La borne supérieure est-elle atteinte ? Si oui,

en quels points ?

. (a) Lafonction F est-elle continue sur C\ {1} 2

(b) La fonction F est-elle continue en 1?

(c) Larestriction de la fonction F a A’ a-t-elle une limite en 1?2

. (@) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére = b, z".

(b) Lasérie ) ,~q|b,| est-elle convergente ?

. (@) Soit r un réel compris strictement entre 0 et 1, montrer que :

1 (2" g 1 T
VneN, bnrn = _f F(rele)e—lne df = —Re (f F(rele)e—lne dol.
21 Jo T 0

(b) Pour tout entier naturel n, montrer que l'intégrale f(f F (eie)e‘ing df converge.
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(c) Pour tout entier naturel n, déterminer

ﬂ . .
lim F(rei?ye "9 g9.
r—1-Jo

7. Montrer que la suite (b;,) ,en €st bornée.
8. Soit n un entier naturel non nul, on définit la fonction u;, sur]0,7/2] par:

cotant
u,(t)=2nt+ 2

Ftudier les variations et le signe des fonctions u,, u’n et u’,; Préciser, en fonction de n, la valeur de I'unique
zéro T, de la fonction u), et calculer I'extremum de la fonction u,,.

9. (a) Montrer I'existence et 'unicité d'un couple de réels (a,, B5) tel que :

b/
{0<an<T,,<,Bn<§
/4

—u(ay) = ul,(By) =n3

(b) Montrer que u!(8,) =2n%/2.
(c) En déduire une majoration de 8, — a ;.

10. Soit n un entier naturel non nul, on définit les intégrales suivantes :

a

/2 n
In:f exp(iu, (1) dt, ]n:f exp(iuy (1)) dt.
0 0

Bn /2
K, =f exp(u,(1))dt et L, =f exp(iu,(1)).
an Bn

(a) Majorer K.
(b) Montrer que |L,| < ﬁ
(c) Majorer |J,|.
(d) Montrer qu’il existe une constante entiere C telle que :
C

<
VneN, |byl< e
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Rappels et notations

— 3(R) estla R-algebre des matrices a coefficients réels et a trois lignes et trois colonnes. Si A est une matrice
de #5(R), on note A[i, j] le coefficient de A dont I'indice de ligne est égal a i et 'indice de colonne est égal a
j-

— 3(Z) estle sous-anneau de .#3(R) des matrices dont les coefficients sont entiers.

1. Dans tout le probleme, E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Le produit scalaire de
deux vecteurs u et v est noté {u, v). La norme euclidienne d’'un vecteur v est notée || v| . La distance associée a cette
norme est notée d. Si u et v sont deux vecteurs de E, on adonc d(u, v) = ||lu—v|.

E est rapporté a une base 28 orthonormée directe.

On note S? la sphére unité de E :

$?={veE, |lvl =1}.

On note idg 'application identique de E.

O (E) est le groupe des automorphismes orthogonaux de E.

Si f et g sont deux élements de @ (E), on note fg au lieu de f o g 'automorphisme composé de g et de f.

On rappelle que :

— Le déterminant d’'un automorphisme orthogonal est égala 1 oua —1.

— Les rotations vectorielles (ou plus simplement les rotations) sont les éléments de & (E) dont le déterminant
est égal a 1. Leur ensemble noté .# G (E) est un sous-groupe de G (E).

— D étant une droite vectorielle de E, on appelle demi-tour d’axe D la symétrie orthogonale par rapporta D; il
s’agit d'une rotation vectorielle.

— F0(3) est le groupe des matrices orthogonales de .#3(R) dont le déterminant est égal a 1. Rappelons que
I'application qui a toute rotation de E associe la matrice qui la représente dans 28 est un isomorphisme de
SO (E) sur LO(3).

2. Ensembles dénombrables

On rappelle que :

— Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

— Limage d'un ensemble dénombrable par une application est encore un ensemble dénombrable.
— Tout sous-ensemble d'un ensemble dénombrable est dénombrable.

3. Partitions

Soit A un ensemble non vide. On rappelle que la famille (A;);c; de sous-ensembles de A constitue une partition
de Asi:

(i) Aucun des sous-ensembles A; n’est vide.

(i) Uier Ai = A

(i) Vi, el? i#j=>ANAj=¢.

4. Groupes, sous-groupes engendré par une partie
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— Etant donné un groupe (G, -) dont la loi est notée multiplicativement, g étant un élément de G, I'application
de G dans G : h — gh est bijective. Si H est un sous-ensemble de G, on note

gH={gh, heH}.

— Etant donné un groupe (G, -) dont la loi est notée multiplicativement et S un sous-ensemble de G, on appelle
sous-groupe engendré par S le plus petit sous-groupe de G contenant S; c’est I'intersection de tous les sous-
groupes de G qui contiennent S.

5. Déplacements
On note Dep(E) 'ensemble des déplacements de E lorsque ce dernier est muni de sa structure canonique d’es-
pace affine euclidien sur lui-méme. On rappelle que (Dep(E), o) est un groupe.

Préliminaires

Soit Q un ensemble quelconque non vide, A et B étant sous-ensembles de Q, on note A\B l'intersection de A et
du complémentaire de B; en d’autres termes :

A\B={xe X, xe Aetx¢ B}.

S(Q) désigne le groupe des bijections de Q sur lui-méme.
Soit f appartenant a G(Q); si A est un sous-ensemble de , on note f(A) le sous-ensemble de Q dont les élé-
ments sont les images des éléments de A:

fA={yeqQ, Ixe A f(x)=y}.

On rappelle que :
(i) f(A) =@ sietseulement si A= @.
(ii) Si A et B sont deux sous-ensemblesde X, ona :

AcBe f(A)cf(B).
(iii) Si(A;);es est une famille quelconque de sous-ensembles de X indexée par I'ensemble I, on a :
fWUier Ai) =Uier f(AD).
(iv) Si(Aj);eg est une famille quelconque de sous-ensembles de X indexée par 'ensemble I, ona:
f(Nier A) =Nier fAD).
(v) Si A et B sont deux sous-ensemblesde X, ona :
f(A\B) = f(A\f(B).

1. Démontrer les propriétés (iv) et (v).

2. Prouver ensuite que (A;);¢; est une partition de Q si et seulement si (f(A;)) ;e; €St une partition de Q.

22.1 Partiel: Quelques propriétés des rotations de I'espace E

1. Soient p; et p» deux rotations vectorielles de E.
(a) On suppose que p; et p» ont le méme axe. Prouver que p2p1 = p102.

(b) Onsuppose que p; et pp sont deux demi-tours d’axes respectifs D; et D, orthogonaux. Prouver que pzp; =
p1p2 et déterminer cette rotation.

2. Réciproque : Soit p une rotation vectorielle distincte de idg, d’axe D = Rw ol |lw|| = 1.

(a) Soit A une droite vectorielle distincte de D et telle que p(A) = A. Prouver que D et A sont orthogonales et
que p est un demi-tour.
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(b) Soit p; et p» deux rotations vectorielles distinctes de idg dont les axes respectifs D; et D, sont distincts.
Montrer que si p2p; = p1p2, alors D est une droite invariante par p,. En déduire que p; et p, sont deux
demi-tours dont les axes sont orthogonaux.

(c) Conclure en donnant une condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments p;, p2 de LG (E)
commutent (c’est-a-dire p2p1 = p102).

3. Soient p; et p, deux rotations vectorielles deE et G le sous-groupe de O (E) engendré par p; et p2. On suppose
que p; et p2 sont les rotations d’angles respectifs a1, a» autour de la droite D dirigée et orientée par le vecteur
unitaire w.

(@) OnnoteH = {p;” pgz, (n1,mp) € ZZ}. Montrer que H est un sous-groupe de .#0 (E) et que H=G.
(b) On suppose de plus que I'égalité
xay+yazx+zn=0
ol x, y, z sont des entiers relatifs n’est possible que si x = y = z = 0. Démontrer que pour tout r € G, il existe
un unique couple (ny, ny) € Z2 tel que r = py' p°.

4. On suppose que p; et p2 sont deux demi-tours dont les axes sont orthogonaux. Démontrer que G contient

exactement quatre éléments que I’on explicitera. On donnera la table du groupe de G.

5. On suppose que p; et p» ne commutent pas. On note H le sous-ensemble de .#C (E) formé des éléments de
Gss2esqn, ot neN®, (s1,82,...,82) € {p1,p2} ", (a1, az,...,an) € Z".

laforme s s,
(a) Démontrer que H est un sous-groupe de 0 (E) et que H=G.

(b) Soit g € G—{idg}. Démontrer qu'il existe un entier n € N*, une famille (s, s, ..., $,) appartenanta {p1, pz}n,
une fammille (ay, ay, ..., a,) appartenant a (Z*)" tels que :

g=si"sg2 sy et Vie[l,n—1], s; # sis1. (22.1)

Cette décomposition n'est en général pas unique (si p; est un demi-tour, alors py = p‘i’ ). Dans la partie suivante,
on construit un exemple ot cette fois la décomposition sera unique.

22.2 Partiell : Etude d’un sous-groupe de .0 (3).

On pose dans ce qui suit a = arccos(3/5). I3, R et T sont les matrices de O (3) définies par :

1 0 0 cosa -—sina 0 1 0 0
I3=]10 1 O]|,R=|sina cosa 0|, T=|0 cosa -sina
0 0 1 0 0 1 0 sina cosa

p et T sont les rotations de E de matrices respectives R, T dans la base 2.

G est le sous-groupe de #0(3) engendré par {R, T}. G est le sous-groupe de .#0(3) engendré par {p,7}. Il est
manifestement isomorphe a G.

On rappelle que la relation p = q (mod 5) oit p et q sont des entiers relatifs, signifie que5 divise q — p.

1. Pour tout entier relatif n, on pose
a,=5"cos(na) et b,=5"sin(na).
(a) Factoriser cos(n+ 1)a +cos(n—1)a. En déduire que pour tout entier 7 supérieur ou égal a 1:
an+1 =6a, —25a,-1.
(b) Prouver que pour tout entier n supérieur ou égal a zéro :
bu+1=3b, +4a,.

(c) Prouver que pour tout entier relatif n, a, et b,, sont des nombres relatifs.
(d) Montrer que si n est différent de zéro, alors a, =3 (mod 5).

(e) Montrer que si n est un entier strictement positif, alors b, =4 (mod 5).
Montrer que si 7 est un entier strictement négatif, alors b, =1 (mod 5).
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2. On note = la relation définie sur #(3(Z) par M = M’ si et seulement si pour tout couple (i, j) de |1 ,3]]2 ona:
Mli, jl1=M'[i,jl (mod 5).

On vérifie aisément qu'il s'agit la d’'une relation d'équivalence sur 4(3(Z). On ne demande pas de démontrer ce

résultat.
(a) Démontrer que cette relation est compatible avec le produit matriciel, c’est-a-dire si A, B, C, D sont des

éléments de .#3(Z) telsque A= Bet C =D alors AC=BD.
(b) Démontrer que pour tout entier k, 5'¥| R¥ et 5¥| T* appartiennent a .#3(Z) et que :

3 € 0 0 0 0
vkez*, 5MRk=[—¢. 3 o] et 5H*T*F=[0 3 &
0 0 0 0 —-& 3

ol € sik>0eteg =—1sik<0. Existe-il un entier relatif k différent de 0, tel que Rk = I; ou Tk = I3?

0 0 0)

Y(m,n) e (z*)?, smHripmpn_|{ o 4  of.
En€m 26m;m 0

(c) Démontrer que

(d) Soient (ay,ay,...,ay), (b1, ba,...,b,) appartenant a (Z")* et f appartenant a Z*. On pose g = Z?=1(|lli| +

|b;|). Démontrer que :
0 0 O
59T4Rb...T R =a b 0
c d 0
ol a, b, ¢, d sont des entiers relatifs qui ne sont pas congrus a 0 modulo 5.
(e) En déduire que
TARb ... 7% RPn £ [y (22.2)
(22.3)

TURD ... T ROnTP £ .
3. Soit (a1, ay,...,an), (b1, bs,...,b,) appartenant a (Z*)" et B appartenant a Z*. Déduire des égalités précé-

dentes que
RO TP ... RO Tbn £ I (22.4)
(22.5)

RO T RonTbn R + I3
4. Conclure que pour tout g appartenant a G—{idg}, il existe de facon unique un entier n strictement positif, une
famille (s;, s2,...,5,) de {p,‘r}" et une famille (ay, az, ..., a,) de (Z*)" tels que :
g=s1"sy2wsy" et Vie[l,n—1], s; # sis1.
On appelle terme de téte de g I'élément s, lorsque a, > 0 et Sfl lorsque a) < 0. Ce terme de téte sera noté t(g).

5. Démontrer que G est un ensemble dénombrable.
6. Pour tout élément o de {p, p‘l,r,r‘l}, on note L(o) 'ensemble des éléments g de G — {idg} pour lesquels

t(g)=o.
(a) Vérifier que:
G={idg}UL(p)UL(p HUuLmULE™)
et que 'on obtient ainsi une partition de G.
(b) Vérifier que :
L(p) = {p}upLp)upLm)UpLr™)
et que I'on obtient ainsi une partition de L(p). De la méme maniere on a:
Lo H={ptup ' LipHup ' Lyup ' Lz™)
L(t) ={r}utL(r)utL(p)UTL(p™ 1}
LaH={rHurlLaHur ' Lipur ' Lie™.

On ne demande pas de démontrer ces trois égalités.
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(c) En déduire que
G=L(p)u pL(pfl) =L(r)utL(z ™)

et que, dans les deux cas, on obtient ainsi une partition de G.

22.3 Partie III : Etude de sous-ensembles de S

Les données et les notations de cette partie sont celles de la Partie II. G est le sous-groupe de .G (E) engendré

par {p,7}.
On considere I'ensemble :
F={ve$? 3geG-{idg}, g(w) = v}

et son complémentaire dans $?, soit X = %\ F.
1. Démontrer que I'ensemble F est un sous-ensemble dénombrable de S. En déduire que X n’est pas vide.
2. Vérifier que, pour tout g € G et pour tout v € X, g(v) € X.
3. Démontrer que si g et h sont deux éléments de G tels qu'il existe v appartenant a X vérifiant g(v) = h(v), alors
g=h
4. (a) Démontrer que pour tout g appartenant a G, la restriction de g a X induit une bijection de X sur lui-méme
que 'on notera gx.

(b) Démontrer que I'application
P : G —- 61X

§ — &x
est un homomorphisme injectif de groupes. Cela permet d’identifier G a un sous-groupe de G(X).

5. On considere la relation ~g définie sur X par
a~gbe3geG, a=g(b).

Prouver qu'il s’agit d'une relation d’équivalence.

On sait que les classes d’équivalences de ~g forment une partition de X. On admet alors en utilisant l'axiome
du choix l'existence d'un sous-ensemble M de X dont lintersection avec chaque classe d’équivalence contient
un et un seul point.

6. Prouver que la famille (g(M)) <G constitue une partition de X.

7. Onpose:

Xo=M, X1= |J gM), Xo= | g, Xs= U g, Xa= |J gm.
geL(p) geL(r) geL(p™h) geLlr™)

(a) Prouver que (Xp, X1, X2, X3, X4) constitue une partition de X.

(b) Prouver que

X=XiUp(X3) et Xinp(Xs)=9, (22.6)
X=XUt(Xy) et Xont(Xy)=0. (22.7)

8. Onnote A={(u,v) e Fx F, u# v}.
(a) Vérifier que A est un ensemble dénombrable.

(b) Si (u,v) € A, on considere I'y,, = {w €S lw—ull =llw- UII}. Quelle est la nature géométrique de cet
ensemble ?

(c) SoitI' = U, pen 'u,»- Démontrer que I' U F est symétrique par rapport a I'origine et que I' U F est stricte-
ment inclus dans S?.
Indication : on pourra considérer I'intersection de I' U F avec un cercle tracé sur S? qui ne soit pas centré
alorigine.

(d) Démontrer qu'il existe un élément r de @ (E) dont I’axe ne rencontre pas ['U F et tel que :

VpeZ*, r’ #idg.
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(e) Soit (1, v) appartenant a F x F. Montrer que, pour tout entier k strictement positif, r*(u) est différent de
v. On distingueralescas: u=vetu#v.

En déduire que si m et n sont deux entiers naturels distincts, alors
r"(Fyur™F) =g.

(f) On pose
Y=Ur"F) et Z=S*\Y.

neN

Démontrer que
r(Y)nZ=¢ et S*\F=r(Y)UZ.

22.4 Partie IV: Equidécomposabilité

Soient A et B deux parties non vides de E. On dit que A est équidécomposable a B s'il existe une partition finie
(A7) ie; de A, une partition finie (B;) ;1 de B et une famille finie (g;) ;e de déplacements deE telles que

Viel, B; = gi(A;)

(les trois familles sont indexées par un méme ensemble fini I). On écrira alors A ~ B.

1. Les notations étant celles de la question IIL.8, vérifier que S? est équidécomposable 4 §?\ F.

2. Soient A1, Ay, By, B2 des sous-ensembles non vides de E tels que :
AiNAy=B1NBy=@, A1 ~Bi, A» ~ By.

(a) Vérifier que Ay U Az ~ B UBs.
(b) Généraliser.
3. Démontrer que la relation ~ est une relation d’équivalence sur I'ensemble des parties non vides de E.

Pour démontrer la transitivité, on observera que si (A;) ey et (A’]) o sont deux partitions de A, et que sil’on
JE
pose

K:{(i,j)ezx], AmA};é(D}

alors la famille (Ai N A’]) ek est encore une partition de A.
i,j)e

4. On suppose que A ~ B. Démontrer qu'il existe une bijection ¢ de A sur B telle que pour tout sous-ensemble
non vide C de A, on ait :
C~¢(O).

Soient A et B deux sous-ensembles non vides de E. On posera A < B lorsqu'il existe un sous-ensemble non vide B’
de B tel que A ~ B'. En particulier, si A~ B alors A< B.

La relation < est une relation réflexive et transitive sur l'ensemble des parties non vides de E. Les preuves sont
analogues a celles des questions précédentes. On observera par ailleurs que si A et B sont des sous-ensembles non vides
de X tels que A c B, il est évident que A < B.

On admettra dans la suite du probleme le théoreme de Banach-Schréder-Bernstein qui s'énonce de la maniere
suivante :

THEOREME 22.1 (BANACH-SCHRODER-BERNSTEIN). Si A et B sont deux sous-ensembles non vides de E tels que
A=<BetB=< A, alors A~ B.

22,5 PartieV: Ensembles paradoxaux

Les définitions et les notations sont les mémes que dans la partie précédente.
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Définition 22.2 (Ensemble paradoxal). Un sous-ensemble A de & est paradoxal s’il existe deux sous-ensembles
non vides B, C de A tels que
B~A C~A et BnC=g9. (22.8)

1. Les notations étant celles de la partie III, vérifier que X est paradoxal.

2. Soient A et B deux sous-ensembles non vides de E telles que A ~ B. Démontrer que si A est paradoxal, alors il
en est de méme de B.

On pourra utiliser le résultat de la question 4 de la partie IV.

3. Soit A un sous-ensemble paradoxal de &, B,C deux sous-ensembles de A non vides vérifiant les relations
(22.8).

(a) En utilisant le théoreme de Banach-Schréder-Bernstein, démontrer que (A\ C) ~ A.

(b) En déduire qu'il existe une partition (A;, A2) de A telle que :
Al~A et Ay~A.

4. Démontrer que S? est paradoxal.

5. En déduire que si X, et 2, sont deux spheres disjointes de rayon 1 alors

SZ ~21U2).
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Lobjectif du probleme est d’étudier la convergence vers la constante d’Euler d'un certain nombre de suites et
d’appliquer les résultats obtenus a la recherche d’'une approximation du nombre moyen de diviseurs d'un entier.
Quand les limites ci-dessous ont un sens, on notera :

N 00 X o]
lim ) ar=) ar et lim f fx) dx:f fx)dx.
k=n X—+o00Jg a

N~+ook:n

Certaines démonstrations utilisent la propriété « triviale » des séries dites télescopiques :
N
Z (rk=7Tk1) =T —I'N+1-
k=n

La partie III est indépendante de la partie II. Elle utilise un résultat de la question 3.e. de la partie I.

23.1 Partiel

On considere les suites suivantes, définies pour n entier, n =1 par :
1
Sp=1l+—-4+--+— et u,=S,-nn.
n

1. Limite de la suite (1)
(a) Montrer que pour tout k entier, k =2,ona:

| =

[’f dt 1
< R —
k-1 L -1

En déduire que S;, =Inn et que lim,,—. 4o, S;; = c0.

(b) i. On considere la fonction & qui a tout x = 0 associe h(x) = x—In(x+1). Ftudier le sens de variation de h
et en déduire le signe de h(x) quand x est positif.

ii. Démontrer que la suite (u,) est décroissante et bornée. En déduire qu’elle admet une limite notée y et
v €[0,1]. y est appelé constante d’Euler.

2. Une premiere approximation de la vitesse de convergence

fk dr 1
wy = ——=
hat k

On pose

ou k est un entier, k = 2.

(a) Vérifier que 0= wi < 245 — 1.

(b) Montrer que u, =1- ZZ:z wy et que Zfzz wr=1-vy.

1

(c) Onpose r, =S, —Inn—7y. Montrer que r,, = 2%0:2 wy etprouver que 0 < rp < .

A partir de quelle valeur de n peut-on prétendre que u,, donne une approximation a 1076 pres de y ?
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3. On désire maintenant préciser le comportement de la suite (7,,)

(a) Par des intégrations par parties successives, montrer que :

1[1u(1—u)(1—2u)du_ 1 1 _1]_1( 1 _1)+f1 udu
2Jo  (u+k-1* S22 (k-2 k2| 2 k-1 k) Jo (u+k-1?

(b) Démontrer les égalités suivantes :

lfl u(l—u)(1-2u) du—fl u?(1—u)? du
2Jo  (u+k-1)* b wrk-12°

fl udu _fk t-k+l
o (u+k—12 Jio1 22 '

(c) Montrer que :

k

t—k+1
wy = dr
k ‘[k—l r?

w_1( 1 _1) 1 ( ) ] fl [ -w)*
aolk-1 & k-1 k- ¢
(d) Montrer quesi u€[0,1] alors0<u(l—u) < i. Ftablir I'inégalité
fl [u(l-w)? lfk dr
——du<s— —.
o (u+k-1)° 16 Ji—1 12

(e) En déduire les encadrements suivants :

o< 1,1 1
Srp—— ,
" on 1202 = 6ant
1 _1
Sup,-y<—,
2+ TV =5,
1
0<v,—-y< R
n=V= Gant
ouvy,=S,-Inn—-5.+ =~ 12”2

(f) A partir de quelle Valeur de nla suite (v,,) donne-t-elle une approximation a 1075 pres de y ?

23.2 Partiell

On va modifier la suite (u,,) en remplacant Inn par In (n + %) Ce changement va augmenter la vitesse de conver-
gence de la suite vers y. On pose :
1
nes)
2

1 1
Xp=14+—-4---+——In
2 n

1. Etude préalable d’une fonction
On consideére la fonction f définie pour x = 0 par :

1 1 3
fx)= —ﬁ—ln(x+2)+ln(x+5).

(a) Etudier le sens de Variation de f et ses limites aux bornes de I'intervalle de définition.

(b) Montrer que —f'(x) < . Démontrer par un raisonnement accessible a des éleves de terminale S que

4(x+ ;)
I'expression

0o X
f —f'(x)dx= lim[ —f'(x)dx
k X—ooJk

, PP _ [0 _ gt
aun sens et que I'on peut écrire f (k) —fk flxdx< 12(k+%)3'
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2. Application al'étude de la suite (x,)
(a) Montrer que lim;_. 1 X, =7.
(b) Montrer que Xk — Xk+1 = f(k). En déduire que la suite (x,) est décroissante et que x, —y =332 f(k).
(c) Onveut majorer f(k) par une expression facilement manipulable. Montrer d’abord que :

2

1
k+§ > k(k+1).
En déduire que
1 2k+1 _fk“dx
(k+1)° ~ 2k*(k+1) e x3

(d) Déduire des questions précédentes la majoration suivante :

1
0<xp-y<—>.
nTYE a2
3. Onveut obtenir une borne inférieure pour la quantité x,, —y

(a) Montrer que

X+-||x+=-|<(x+1)".
2 2
(b) Par une étude identique a celle de la question 1.b., démontrer que :

1 > dx 1
f(k)zz_}fk (x+1D4  12(k+1)3°

(c) Déduire de ce qui précede que :

1 [ dx 1

(k+ 1)3 120 B 2am+ 12

1 &=
Z—zg

4. A partir de quelle valeur de 7, x,, donne-t-il une approximation a 1078 pres de y ?

5. Cette question est plus difficile que les précédentes. Il est fortement conseillé de ne la traiter qu’apres la partie
III. Cependant sa place logique est dans cette partie. On désire améliorer la rapidité de convergence vers y. A

partir du résultat précédent on conjecture que la suite ¢, = x,, — rl)z conviendra. Pour trouver sa vitesse

de convergence vers v, on s’'inspire des méthodes utilisées précédemment.
(a) On considere la fonction g définie pour x = 0 par :

1 1
gx) = f(x) - + .
24(x+1)? 24(x+3)

Vérifier que :

In—th+e1=80N)

y—ty=) —gk
k=n
1 < ( )<1
48 (x+1)8 =& 48 (x+ )6
2
7 —1 — ( )<i 1
240 (k+15 ~ ¢ 240 (k4 2)5'

(b) Soit ¢ une fonction convexe admettant une dérivée seconde continue sur un intervalle I contenant l'in-
tervalle [k, k + 1]. On sait que ¢" (x) = 0 quel que soit x € I et que la courbe représentative de ¢ est située
au-dessus de I'une quelconque de ses tangentes.

Démontrer que :

k+1
fk px)dizp(k+3).

On pourra illustrer géométriquement ce résultat. Appliquer cette propriété pour ¢(x) = —
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(c) Déduire des questions précédentes que :
7

— L <y—g
960+t

S —.
960n*

A partir de quelle valeur de n, t, donne-t-il une approximation a 105 pres de y ?

23.3 Partielll

On considere un entier n = 1. On dit que I'entier x est un diviseur de n s’il existe un entier y tel que x-y = n. On
appelle d(n) le nombre de diviseurs de n. Onaainsid(1) =1, d(2) =2, d(3) =2, d(4) = 3; etc.
On pose E(n) = %[d(l) +d(2) +---+d(n)] le nombre moyen de diviseur de n. En suivant une méthode proposée
en 1849 par Lejeune-Dirichlet, on cherche une approximation de d(n).
1. Une premiere approximation de d(n)
(a) Dans un repere orthonormé, tracer la courbe (H8) d’équation xy = 8 sur l'intervalle [1,8]. Soit D, le do-
maine définiparl<x<n,0<y<n,xy<n.
Quelle relation peut-on établir entre le nombre de points a coordonnées entieres de D, et la quantité
d(1) +d(2)+---+ d(n) ? Nllustrer la situation précédente quand n = 8.
(b) En s’inspirant du croquis précédent, montrer que :

n
d(1)+d(2)+---+d(n)—nsf ;dxsd(1)+d(2)+---+d(n)+n.
1

En déduire que -1 <d(n)—Inn<1.
2. Une deuxiéme approximation de d(n)
Pour compter le nombre de points a coordonnées entiéres de D,,, on s’intéresse aux segments suivants : x = k,
0<y=<Z%,k=12,...,n Soit E(x) la partie entiére de x. Onadonc x — 1 <E(x) < x.
(a) Montrer que

no] |
nZ——n<d(1)+--~+d(n)<nZ—
=1k =1k

etdonc que u, —1< dn)-lnn< Un ol (uy) estla suite définie dans la partie I.
(b) En déduire que quel que soit € > 0 il existe un entier N tel que pour tout n= N on aity—1=< dn)-lnn<
Y +e.
3. Une troisieme approximation de dn)
On pose g = E(y/n) et on considere le point Q de coordonnées (¢, q).
(a) Montrer que Q appartient a D, et qu’il n’existe pas dans D,, de points a coordonnées entieres tels que les
deux coordonnées de ces points soient strictement plus grandes que q.

(b) Montrer que

A +d@) +-+d(m) =2 E(%)+E(§)+~-+E(g) — ¢
(c) Etablir la double inégalité suivante :
Z 1 n n n Z 1
k=1 k=1
En déduire : ; ) ) )
29 —
Zuq—q—+lnq———qsd(n)—lnnsZuq—q——i-lnq—.
n n o n n n

(d) On admettra que quel soit u, u = —%, onau-u®<In(l+uw.

2 _2 1% <0 de
Montrer que 7 £ <ln--=0désquen=4.

Etablir les inégalités suivantes :

(e) Montrer que
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Soit & un espace affine euclidien orienté de dimension 3 et & son espace vectoriel associé. Le produit scalaire de
deux vecteurs u et v de & estnoté 1 - U et la norme d'un vecteur @ est notée || Z||. La distance de deux points A et

B de & est notée AB, soit AB = ” XEH .

N
Si & est rapporté a un repere orthonormé direct (O, 7, 7, k), on repérera un point M par un triplet de ses coor-

données sphériques (7, p6)dans [0, +oo[ x [-F, 5] x [0, 27[ tel que :

OM- T =rcospcosf
OM-7 = rcosgsind
O—>M-7c>= rsineg,

ou en d’autres termes tout triplet (0, ¢,0) est un_tfiplet_> de coordonnées sphériques de O; tout triplet (A,7/2,0) est
un triplet de coordonnées sph_ér}iquei de M si OM = A k avec A > 0; tout triplet (—A, —m/2,0) est un triplet de coor-
données sghériques de M si OM = A k avec A < 0; enfin si M n'appartient pas a la droite passant par O et de vecteur
directeur k, alors si on désigne par m la projection orthogonale de M sur le plan passant par O et de vecteurs direc-
teurs 7 et j, ¢ est une mesure en radians comprise strictement entre —/2 et 7/2 de I'angle (Om, OM) et 0 est une
mesure en radians appartenant a [0,27[ de I’angle (7, O—m)).

Ftant donnés deux points X et Y de &, on note [XY] le segment d’extrémités X et Y et si X et Y sont distincts,
on note 9x,y) la droite passant par X et Y.

On rappelle qu’étant donnés quatre points non coplanaires A, B, C et D, on appelle tétraédre de sommets A, B, C
et D 'enveloppe convexe de ces quatre points, c’est-a-dire I’ensemble des barycentres de ces quatre points affectés
de masses positives ou nulles. On note T = ABCD ce tétraedre.

Un point X de T = ABCD est dit extrémal si pour tout couple de points Y et Zde T,ona:

si X est le milieu du segment [V Z] alors Y = Z.

On rappelle que les points extrémaux d’'un tétraédre sont ses sommets. Les arétes du tétraédre T = ABCD sont les
segments d’extrémités deux sommets. Un tétraedre est régulier si toutes ses arétes sont de méme longueur.
On désigne par vol, I'application de &* dans R, qui au quadruplet de points (A, B, C, D) associe le nombre :

1 —_— — ——>
vol(A,B,C,D) = p det(AB, AC, AD) (24.1)

On rappelle que le nombre V =vol(A4, B, C, D) est le volume du tétraedre T = ABCD.
Soit {A, B, C, D} un ensemble de cardinal 4. On note X le groupe de permutations de cet ensemble. Une permuta-
tion p appartenant a X pourra étre notée

[(A,B,C, D) — (p(A), p(B), p(C), p(D))]

ou en utilisant la notation usuelle en produit de cycles. On désigne par 7 la transposition de A et de B, on notera t =
[(A,B,C,D)— (B, A C,D)] ouencore T = (AB) ; on désigne par o le cycle qui a B associe C, a C associe D, a D associe
B et qui laisse A fixe, on notera o = [(A,B,C,D) — (A,C, D, B)] ou encore ¢ = (BCD); on notera id 'application
identique de Z, soitid = [(A, B,C, D) — (A, B,C, D)].
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La premiére partie du probléme a pour but de caractériser des plans partageant un tétraédre quelconque en deux
parties dont les volumes sont 1/8 et 7/8 du volume de ce tétraedre. Les trois autres parties sont consacrées au tétra-
édre régulier. La deuxiéme partie étudie la caractérisation d’un tétraédre régulier par les projections orthogonales
de ses sommets sur une droite. La troisiéme partie étudie quelques aspects du groupe des isométries d’un tétraédre
régulier et de fonctions définies sur une sphére invariantes par ce groupe. Enfin la derniére partie est une application
de la géométrie du tétraédre a la description d’une expérience aléatoire.

Les diverses parties du probléme sont dans une large mesure indépendantes et peuvent étre traitées indépen-
damment les unes des autres, dans I'ordre que le candidat souhaitera.

24.1 I.A propos du tétraédre quelconque

On suppose donnés A, B, C et D quatre points non coplanaires de &.
1. (a) Montrer que les points A, B, C et D sont deux a deux distincts. Quel est I'ordre du groupe X ?

(b) Expliciter les permutations suivantes a I'aide de cycles :

12, 0%, 10, (10)*, 010?, 0’10, T0T0%1, T0°T0, TOTO?TO.

(c) Montrer que o et T engendrent X.

(d) Déduire de c. que pour toute permutation p appartenant a =
vol(p(A), p(B), p(C), p(D)) = vol(A, B, C, D).

(e) Peut-on déduire le résultat précédent de ce que vol(A4, B, C, D) est le volume de tétraedre ABCD?

2. Soit H4 le projeté orthogonal de A sur le plan passant par B, C et D. Montrer a partir de (24.1) que le volume
du tétraédre T peut aussi s’écrire :

1
V =vol(4,B,C,D) = gAHA x &/ (BCD)

ol &« (BCD) désigne I'aire du triangle BCD.

3. Soit A un réel strictement compris entre O et 1 et soit L le barycentre de A et H, affectés des masses A et
1 - A. Montrer que le plan P passant par L et perpendiculaire a 94 1,) coupe les arétes [AB], [AC] et [AD].
On désigne les points d’intersections correspondants par Sg, Sc et Sp. Lintersection du tétraedre T et du
demi-espace limité par P et contenant A est le tétraedre ASpScSp. Soit v; le volume de cette intersection et
soit v, le volume de I'intersection du tétraédre T avec le demi-espace limité par P et contenant B.

(a) Déterminer la valeur A, de A telle que v; =

IS ol

(b) Déterminer la valeur A, de A telle que v, = 3.
4. (a) Montrer qu’il existe un couple unique de points (I, ]) tel que I appartienne a 94 p), que J appartienne a
9(c,p), que 91,5 soit perpendiculaire a D4 p) et que 9;, ;) soit perpendiculaire a Z(c p.

(b) Soit ¢ un nombre réel strictement compris entre 0 et 1 et soit M le barycentre de I et de J affectés des
masses (et 1 — . Montrer que le plan Q passant par M et perpendiculaire a ;) coupe les arétes
[AC], [AD], [BC] et [BD]; on note ces intersections respectivement Usc, Uap, Upc et Upp. Montrer que
UacUapUppUpc est un parallélogramme.

(c) Dans cette question u = % Dessiner sans commentaire les deux figures planes obtenues par projections
orthogonales des arétes du tétraedre T et des c6tés du parallélogramme U,cUapUppUpc d'une part sur
le plan Q, d’autre part sur le plan passant par A, B et J (on supposera que Zc,p) et (4 p) nhe sont pas
orthogonales).

(d) On suppose de nouveau u quelconque dans ]0, 1[. Exprimer I'aire du parallélogramme UacUapUppUBsc
en fonction de y, et de I'aire W d’un parallélogramme U, U, U3 U, tel que

U1U2=A—B> et U2U3=C—D).

(e) Exprimer le volume V du tétraedre T = ABCD en fonction de W et de la distance I].
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(f) Ondésigne par vs3 le volume del'intersection de T avec le demi-espace limité par Q et contenant les points
C et D. Déterminer la fonction polynomiale f de degré 3, qui s’annule en 0 et qui est telle que les équations
en pdans]0,1[:

1
fun+g=0 (24.2)

et vy = % soient équivalentes. Montrer que (24.2) admet une solution unique py dans l'intervalle 10, 11.

(g) Vérifier que f(1 — o) + % = 0. Pourquoi pouvait-on prévoir ce résultat ?

(h) On définit les fonctions réelles de variable réelle g et h par :

32x3-24x%2 -1

1
g(x)—f(x)+§ et hx) = 2820 —1)

et on définit la suite (1) ,en par Uy = % et up+1 = h(uy) pour tout entier naturel n. Montrer que g et g’
sont décroissantes sur [0, 1/2]. Montrer que la suite (u,) ,cn cOnverge vers pp. Calculer u; et up. Montrer
que 0,22 < pp. Donner une valeur approchée de 12 2.1073 pres.

(i) Montrer que h” est décroissante sur ]0, %], calculer a la calculatrice une valeur approchée de h"(0,2) et
vérifier que h(0,2) < 5. Montrer que pour 7 entier naturel, on a:

(Un+1 — o) < 5(ttn — o).

Montrer que u4 est une approximation de pg a 1077 prés et que us est une approximation de po a 10713
pres.

24.2 II.Images par projections orthogonales d’un tétraedre régulier

Dans la suite du probleme on ne considére que des tétraédres réguliers.

24.2.1 II-A.Projection orthogonale d’un tétraédre régulier sur une droite.

1. On suppose & rapporté a un repeére orthonormé direct (0, 7, 7, 7c)). Soit A, B, C et D les points qui ont pour
coordonnées respectives dans ce repeére (0,0,3), (2v/2,0,-1), (-v2-v6,-1), (-v2,v6,-1).

(a) Montrer que le tétraedre T = ABCD est régulier. Quel est son volume V' ?
(b) Soit M un point de la sphére de centre O et de rayon 1, de coordonnées sphériques (1, ¢,8). On projette
orthogonalement sur la droite 2oy les sommets A, B, C et D du tétraédre T respectivement en A, B/,

C' et D'. On choisit sur la droite 9, le repeére d’origine O et de vecteur directeur OM. On note t4, tg, tc
et tp les abscisses des points A’, B, C' et D’ dans ce repeére (O, OM). Vérifier que :

ta=3singp

tg = —sing +2v/2cos @ cosH

tc = —sing—+v/2cos¢@cosf — v6cospsing
tp = —sing — v2cospcosh + v6cos@sinb.

Un calcul élémentaire mais un peu long qu’on ne demande pas d’effectuer montre que :

3(AB?+A'C?+AD? —2(AB'-AC'+ AB'-A'D' + A'C' - A'D')

est un nombre indépendant de ¢ et de 6.

(c) Laforme quadratique go définie par :
40(B,7,0) =3(B* +7* +6%) - 2(y5 + 5+ Py)

est-elle définie positive ?
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2. Soit T = ABCD un tétraédre régulier quelconque d’aréte de longueur . Soit A’ une droite quelconque et A’,

B’, C', D’ les projetés orthogonaux de A, B, C, D sur A’. On va montrer qu’il existe une forme quadratique
unique q telle que:

I>=q(A'B,A'B',A'C', A'D').

(a) Déduire de la question précédente qu’il existe une telle forme quadratique g (On pourra choisir une unité
de longueur telle que I soit égal a 21/6 fois cette unité et un repere judicieux et utiliser le résultat de la
question précédente pour montrer tout d’abord le résultat dans le cas o1 A’ passe par le centre du tétra-
edre).

(b) On suppose que g est une forme quadratique telle que

I>=q(A'B',A'B',A'C',A'D).

i. Pourquoi la formule I2 = g(A’B’, A'B', A'C', A'D’) a-t-elle un sens indépendamment du choix d’'une
orientation de A’?
ii. Déduire du fait que T est régulier qu'il existe un nombre réel k tel que pour tous «, f§ et y réels, on ait :

q(a, B,y) = k[3(a® + f* +7°) —2(af + ay + By)].

iii. Déterminer k. On pourra considérer le cas o1 A’ est la droite passant par A et B.

(c) Montrer que :
2=A'B?+A'C?*+ AD?+B'C?+B'D?+C' D"

24.2.2 II-B. Projection orthogonale d’'un tétraedre régulier sur un plan.

Soit T = ABCD un tétraedre quelconque d’aréte de longueur [. Soit IT; un plan quelconque et A;, By, C; et D

les projetés orthogonaux de A, B, C et D sur I1;. Soit A’ une droite orthogonale a ITy, et A’, B, C’ et D' les projetés
orthogonaux de A, B, C et D sur A'.

1. Montrer que :

412 = A\B} + A1 C3 + A1 D? + B1C? + By D3 + C\ D3

(on pourra considérer la droite A’ orthogonale a IT; ou introduire deux droites A} et A} orthogonales incluses
dans II;).

. Dans cette question on ne demande que des dessins sans aucune justification. On choisit le centimetre

comme unité de longueur. On suppose que les points A’, B’, C' et D' de la droite A’ sont tous distincts et
vérifient :
A'B'=B'C'=C'D' =4.
(a) Dessiner la disposition des points A’, B/, C' et D' sur la droite A’. Dessiner en vraie grandeur la figure
obtenue par projection orthogonale des arétes de T dans le plan IT;.
(b) Soit M’ un point de A’. Dessiner sur la figure dans le plan II; de la question précédente la projection

orthogonale de la section du tétraédre avec le plan orthogonal 2 A’ passant par M’, pour les cinq positions
suivantes de M' : M| milieu de [A'B'], M; = B', M milieu de [B'C'], M, = C' et M milieu de [C'D'].

. Soit A’, B/, C' et D’ quatre points d'une droite A’. On suppose qu’au moins deux d’entre eux sont distincts. On

cherche les tétraédres réguliers T = ABCD tels que A se projette orthogonalement sur A’ en A, Ben B', C en
C’ et D en D'. On définit le nombre positif [ par :

2= A'B?+A'C?+A'D?*+B'C?+B'D?*+C'D".
(a) Déduire de la relation précédente que
i. ?=A'B? etque
1 (AB'+B'C'|"_3 (1 A’B’z)
2 2 ! 2z )

(b) Montrer que s'il existe un tétraédre régulier T = ABCD tel que A se projette orthogonalement sur A’ en A’,
BenB',CenC'etDen D, il est unique a une isométrie prés appartenant a un groupe que l’'on précisera.

2

il

(c) Montrer que 'on peut faire les choix successifs suivants :
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i. choisir un point A du plan orthogonal a A’, passant par A';
ii. choisir un point B du plan orthogonal a A, passant par B’, tel que AB = [;
iii. choisir un point C du plan orthogonal a A’, passant par C’, tel que CA=CB=1;
iv. choisir un point D du plan orthogonal a A’, passant par D', telque DA=DB=DC=1.

Conclure.

24.3 III. Symétries du tétradre régulier

On utilise les notations de la partie I.A.1. et celles de I'introduction : on rappelle que le repeére est supposé ortho-
normé et que dans la question II.A.1.a. on a montré que le tétraédre T = ABCD est régulier.

1. Soit p appartenant a X. Montrer qu’il existe une isométrie de & unique, notée f, telle que f(A) = p(A), t(B) =
p(B), t(C) = p(C) et t(D) = p(D). On désigne par y I'application qui a p associe t. Lapplication i est-elle un
homomorphisme de groupes ? L'application v est-elle injective, surjective, bijective 2

2. Montrer que ¥’ = 1/(X) est 'ensemble des isométries de & qui conservent globalement le tétragdre T.

— - - ye P
3. Pour toute permutation p de Z, on note L, la matrice, relativement a la base (7 ,T, k) de &, de I'isométrie
D
vectorielle v (p) associée a w(p).

(@)

(b)

(©

(d)

Vérifier que :

1 g 22

3 3

L=l 0 1 o0
2V2 1

=5 0 -3

Montrer qaue ¥ (1) est une réflexion ; préciser par rapport a quel plan. Quelles sont les valeurs propres de
la matrice L; ?

Déterminer L,. Montrer que ¥ (o) est une rotation ; préciser pour cette rotation : son axe, ses axes orientés,
ses angles orientés et leurs mesures. Quelles sont les valeurs propres réelles ou complexes et les vecteurs
propres réels ou complexes de la matrice L, ?

On désigne par ps3 la permutation {A, B,C, D} telle que p3(A) = B, p3(B) = C, p3(C) = D et p3(D) = A,
soit p3 = (ABCD). Montrer que 'image du milieu Msc du segment [AC] par w(p3) est le milieu Mpp
du segment [BD], point symétrique de M ¢ par rapport a 0. Montrer que la restriction de y(p3) au plan
meédiateur du segment [Mc Mpp] est une rotation d’angle de mesure 7/2. En déduire les valeurs propres
de L,, etle polyndme caractéristique de L,,. Montrer que L, = L; Ly ; écrire explicitement la matrice L,
puis retrouver son polynéme caractéristique.

On note p4 la permutation {A, B, C, D} telle que p4(A) = C, p4(B) = D, p4(C) = A et p4(D) = B, soit pg =
(AC)(BD). Décrire la transformation géométrique 1y (p4). Quel est le polyndme caractéristique de la ma-
trice Ly, ? Il n’est pas demandé d’écrire explicitement la matrice Ly, .

4. On trace sur la sphere Q circonscrite au tétraédre ABCD tous les grands cercles passant par deux sommets du
tétraedre (un grand cercle est un cercle inclus dans la spheére et centré au centre de la sphére ou encore I'in-
tersection de la sphere avec un plan passant par le centre de la sphere). On appellera point simples les points
communs a deux tels grands cercles et points triples les points communs a trois tels grands cercles. Dénom-
brer le nombre de points simples et le nombre de points triples. Quels sont les coordonnées sphériques des
points simples ?

5. Onrepere tout point M de Q par ses coordonnées sphériques (3, ¢, 0).

(a)

(b)

Montrer que le point M appartenant au grand cercle passant par C et D si et seulement si :

V2tang —cosf = 0.

Ecrire pour chacun des grands cercles I' de Q passant par deux sommets de T une relation (Rr) entre ¢ et
0 telle que pour tout point M de coordonnées sphériques (3, ¢,0), M appartient a I' si et seulement si (Rr)
est vérifiée.
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(c) Dessiner dans le rectangle [-7, 7] x [0,27[ du plan (¢,6) la courbe d’équation :

( = arctan (? cos(Q)) .

Cette courbe est appelée 'image dans le plan (¢, 0) du grand cercle de Q passant par C et D. Dessiner sur
le méme schéma pour chaque grand cercle I" de Q) passant par deux sommets de T, son image dans le plan
(p,0), c’est-a-dire le courbe du plan (¢, 8) d’équation (Rr). indiquer sur votre schéma les points (¢, 0) tels
que (3, ¢, 0) soient les coordonnées sphériques des points simples de la question précédente.

(d) On désigne par F I'application de Q dans R qui a chaque point M de Q associe la distance ON ou N est
I'intersection du segment [OM] avec la frontiere de T. Les lignes de niveau de F sont des cercles ou des
réunions d’arcs de cercles. Donner 'allure dans le plan (¢,0) des images des courbes de niveaux F(M) =
1,5, F(M) =2,5et F(M) = V3.

24.4 1V. Question complémentaire

Soit a une longueur. Nous appellerons tétraedres rectangles d’hypothénuse a les tétraédres dont une face est un
triangle équilatéral de cotés de longueur a et dont les autres faces sont des triangles isoceles rectangles. Le sommet
opposé a la face équilatérale d'un tétraedre rectangle sera appelé son sommet principal.

1. Soit T = ABCD un tétraédre régulier dont les arétes ont pour longueur 2a, montrer que les milieux M4,
Mac, Map, Mpc, Mpp et Mcp des arétes AB, AC, AD, BC, BD, CD sont les sommets d'un octaedre régulier
d’arétes de longueur a (on admettra qu'un octaedre est régulier si et seulement si toutes ses arétes sont de
méme longueur). Soit O le centre de T, montrer que les tétraédres
— OMupMacMap,

— OMapMpcMpp,

— OMucMpcMcp,

— OMapMppMcp,

— OMapMacMsgc,

— OMuapMapMpp,

— OMacMapMcp

— etOMpcMppMcp

sont des tétraédres rectangles d’hypothénuse a.

2. On dispose de 8 tétraedres rectangles de méme hypoténuse a et de 4 tétraédres réguliers d’arétes de cette
méme longueur a. Ces 12 tétraeédres ont initialement toutes leurs faces bleues. On les assemble face contre
face de facon a former un tétraedre régulier d’aréte de longueur 2a (on admet que pour cela, il est nécessaire et
suffisant de placer cote a cote les tétraédres rectangles, leurs sommets principaux étant confondus, obtenant
ainsi un octaedre régulier, et de placer ensuite les tétraedres réguliers d’arétes de longueur a en vis-a-vis de
faces non adjacentes de cet octaedre.

Remarquez que quand on sait pour une face de I'octaedre si a la fin des manipulations elle est visible ou non,
on le sait pour chacune des autres).

On peint alors les faces externes visibles en rouge, puis on démontre ce tétraédre en ses 12 constituants que
I’'on mélange. On les assemble ensuite de nouveau au hasard sans tenir compte des couleurs pour former un
nouveau tétraedre d’aréte de longueur 2a.

On cherche la probabilité p pour que ce nouveau tétraédre ait lui aussi toutes ses faces entierement rouges.

(a) Donner un modele probabiliste de I'expérience aléatoire décrite ci-dessus. Justifier en détail votre choix
de I'univers © et de la probabilité P.

(b) Soit Al'événement dont on cherche la probabilité. Décrire explicitement A comme sous-ensemble de ©.

(c) Calculer p.
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Ce probléme propose I'étude de suites de nombres complexes définies par des relations de récurrence analogues
(parties I et III).

La partie I rattache au nombre 7 certaines des suites étudiées au I et donne des méthodes de calcul approché de
TT.

Dans la partie III, on définit les fonctions racine carrée et argument cosinus hyperbolique sur C, corps des
nombres complexes, fonctions que 'on utilise dans I'étude des suites complexes envisagées.

25.1 I Etude de suites réelles

Lobjectif de cette partie est I'étude de suites adjacentes.

1. On désigne (C) e la suite de réels définie par la relation de récurrence :

1+Cy,
2

Cns1= (25.1)

etla donnée de son premier terme Cy, Cp = —1.

(a) Construire, dans un repére orthonormal, la courbe représentative de la fonction f définie sur I'intervalle

[—1,+oo[parf(x)=\/1+7x.

(b) Etudier, suivant la valeur de C; le comportement de la suite (C,),en : monotonie, convergence, limite.
Chaque cas sera illustré par un graphique.

2. On définit deux suites (ay) ,en €t (by) nen de réels strictement positifs par les relations de récurrence :

{anﬂ = %(an +by)

(25.2)
by = V bpan1

et la donnée des premiers termes ay et by strictement positifs.
(a) Etudier le cas ay = by. Dans la suite, on suppose ag # by.
(b) Proposer une construction géométrique de a; et b; connaissant ay et by dans chacun des cas ay < by et
ap > by.
(c) Montrer que les suites (a,) ,en €t (by) ,en SONt adjacentes.
3. Suite auxiliaire.
On pose, pour tout entier naturel n, y,, = Z—;’.
Montrer que la suite (yn) e Vérifie la relation de récurrence (25.1) et que, pour tout entier naturel n, by =
bpyn+1.
4. Limite de suites (a;) ,cn €t (Dn) pen-

(a) Onsuppose ag < by. Soit a le réel compris entre 0 et 7 défini par yo = cosa.
Montrer que :
sina

—cosa et b=
yi=cosy 1= 0 sin(ar2)”
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Donner les expressions, en fonction de n, a et by, de y,, b, et a,,.

Montrer que la limite commune aux suites (@) nen €t (n) peny €St by S2%

Tt
(b) On suppose ag > by.
Soit a le réel positif défini par yy = cosha. Par une démarche analogue a la précédente, déterminer la
limite commune aux suites (ay) ,en €t (bn) pen-

On rappelle que, pour tout réel a,
1 1
cosha = E(e“ +e %, sinha = > (e?—e ™%
a a a
sinh a = 2sinh — cosh —, cosha = 2cosh? = —1.
2 2 2
5. Montrer que, pour tout entier naturel 7,

a
2 2 n+1
by = @iy = > (b — an).

En déduire, dans les cas ou ag < by, que, pour tout entier naturel 7,
1 . 1
bpi1— Ape1 < Z(bn —ap) puis que b, — ap < 4_n(b0 — do).

6. On prend:
1 1
Pn= b_n et P,= a—n.
(a) En utilisant I'algorithme décrit au 3. et en s’aidant de la calculatrice, calculer p, et P, pour les valeurs 3,
4,5 de n. On en donnera des valeurs approchées 2 10~# prés que 1'on présentera dans un tableau.
Montrer que les suites ( pn)neN et (Py) neny CONvergente vers 7.

(b) Montrer que, pour tout entier naturel 7,

n

1 1
OsPn—pns4—x3\/§puisque05n—pns4—n><3\/§.

A partir de quel rang n est-on assuré que p, approche a 7 2 moins de 1078 pres?

25.2 1II. Calcul approché de 7 par la méthode d’Archimede

25.2.1 A.Interprétation géométrique des suites (p,), €t (Py) peny

1. On désigne par ry et Ry le rayon respectivement du cercle inscrit et du cercle circonscrit a un polygone
convexe régulier a k cotés de périmetre 2. Utilisant la configuration ci-dessous o1 la corde AB du cercle de
centre O représente le coté de ce polygone convexe régulier a k cotés, ou C est le milieu de I'arc AB, A’ et
B’ les milieux des segments [AC] et [BCI], H et H' les intersections de la droite (OC) avec les droites (AB) et
(A’'B'), établir qu’on a, pour k =3,

2r =T+ R et ng = 1ok Ry. (25.3)
C
A H B
A B
H
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2. Ondésigne par I et Ly les demi-périmetres des polygones convexes réguliers a k cotés respectivement inscrit
et circonscrit au cercle unité.

En utilisant une homothétie convenable, montrer que :

l ! t L L
= — e = —
k Rk k e
Déduire de (25.3) qu'on a, pour k = 3,
1 1(1 1
— ===+ et b=+ Lyl 25.4
Lor 2 (Lk lk) 2k 2k Lk (25.4)

3. Etablir, indépendamment des résultats précédents, qu’'on a pour k = 3,

7 7
lp=ksin— et Lp=ktan—. (25.5)
k k
4. Comment rattacher a cette étude celle des suites (p;,) nen € (Pr) pen définies au paragraphe 1.6.?

25.2.2 B.Accélération de la convergence
Les notations sont celles du paragraphe I.6.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n,

7 7
pn=3x2"sin et P,=3x2"tan .
3 x 3x2

2. Déterminer les constantes 11, Ay, A3, p1, yo telles que :
_ A A A3 1
pn—ﬂ'+4—n+42—n+43—n+0 43_71
U U 1
Pn_ﬂ+4_n+42_n+0(4ﬁ)'

On rappelle, qu’au voisinage de 0,

. wpoouww ou .
sinu=u-—+—-—+o(u')
31 507!
w2

tanu=u+—+—u’+o(u’).
3 15
3. Onpose:
1
Up = g(an +Py)

1
Un= §(4pn+1 = Pn)-

Montrer que, lorsque n tend vers +oo,

n° - 1
et vy—mM~—

u”_”~5X34X42n+1 51 34 x 42n+1"

4. Apartir du tableau dressé au paragraphe 1.6., donner des valeurs approchées de u;, et v, pour les valeurs 1, 2,
3, 4 de n en précisant 'approximation. On présentera les résultats dans un nouveau tableau.

5. A partir de la suite (v;,) ,en, CONStruire une suite (w;) .y permettant une nouvelle amélioration de la conver-
gence, en définissant w,, comme barycentre de v, et v,+; avec des coefficients indépendants de 7.
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25.3 III Ftude de suites de nombres complexes

Définition préliminaire. On prolonge a C la définition de la racine carrée d’'un nombre réel positif de la maniére
suivante:

— si z est négatif, on pose \/z = iy/z (ainsi v—1 =1),

— sinon y/z est le nombre complexe de carré z dont la partie réelle est positive.

Vérifier que, dans ce dernier cas,
z+|z|

Vz+z+2lz

Le plan 22 orienté est muni d’'un repére orthonormal direct (O, i, V). On considére le plan les points A, M, N
d’affixes respectives 1, z, v/z.
Pour z non nul, vérifier I'égalité :

VZ=

(OA,ON) = (ON,OM) (mod 27).
Montrer que le point N appartient a I'angle saillant AOM.

On désigne par (y,) Len 18 suite de complexes définie par la relation de récurrence
1+y
Yn+1 = ) !

et la donnée de son premier terme Yy, Yo # 1, et par (a,),en €t (by) nen les suites de complexes définies par leurs
premiers termes ay = Yo, by = 1 et les relations de récurrence :

bpi1=bnYn+1, Gn+1 = bus1Yn+t.

25.3.1 A.Etude des suites (a,) ,cn €t (D) pen

1. Vérifier, pour tout entier naturel n :
! 2
ap+1 = E(an"'bn), by, =bpans.

2. Exemple :
On choisit ici yg = —1 + 4i. Calculer, avec éventuellement une précision de 10~ sur les parties réelles et ima-
ginaires, les termes 1, y2, a1, az, b1, b2 de ces suites et placer dans le plan £ les points Ay, By, A1, By, A2, By
d’affixes respectives ay, by, ai, b1, az, ba.

3. Pour étudier la convergence des suites (y,,)neN, (an) nen €t (bn) nen, il est commode, par extension de 1'étude
faite dans le cas réel au paragraphe 1.4., d’'introduire les fonctions hyperboliques sur C.

Pour tout complexe z, de partie réelle x et de partie imaginaire y, on pose :
¥4 + -z z

. e . e“—e
e =e*(cosy +isiny), coshz:T, sinhz = 5

-z

On en déduit :

cosh z = coshxcos y +isinh xsin y;
sinh z = sinh x cos y +icosh xsin y;

cosh2z =2cosh? z—1, sinh2z = 2sinh zcosh z, |cosh z|?> = cosh? x + cos? y — 1.

(Il est inutile de vérifier ces résultats qui seront admis).
(a) Soity un nombre complexe.

Montrer que, si z est solution sur C de 1'équation y = cosh z, e* prend I'une ou 'autre de deux valeurs Z;
et Z, inverses I'une de I'autre.

Montrer que I’équation y = cosh z a une solution et une seule z = x +iy pour laquelle :
(x,y) € (R} x1-m,m]) U ({0} x [0, 7]).

Cette solution est notée Argcoshy.
Etudier le cas ol y est réel.
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(b) On pose zy = Argcoshy, (on a supposé yq différent de 1 donc zp n’est pas nul).
Montrer, pour tout naturel n :

20 sinh zj
Yn=cosh—, by,=—""7""———
2n 2" sinh(zg/2™)
et vérifier : 2 2
lim cosh=2=1, lim (Z"Sinh —O) = zg.
n—+oo n n—+oo n

Conclure : les deux suites (a,) ;en €t (D) neny ONt méme limite L.
Retrouver, pour vy réel convenable, les résultats du paragraphe 1.4.

25.3.2 B. Etude des suites des arguments

On pose zg = u+iv ou u et v sont des nombres réels. On désigne par A, et B, les images respectives de a,, et by,
dans le plan 2.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, A, se trouve dans I'angle saillant Z;O\Bn
2. Pour tout nombre complexe Z non nul, on note Arg Z 'argument de Z appartenant a l'intervalle | -, 7].

Ainsi, en se reportant a la définition de z, on constate que Arge® = v.
Montrer que, pour tout entier naturel n,
T
|Arg7/n = 2_"
et que Argy, a méme signe que v.
3. Montrer que, pour tout entier naturel n, B4 se trouve dans I'angle Amn.

4. Préciser le comportement de deux suites (Argay) .y, et (Argby)
Argyo| < %, comparer b1 et /by dps1.

neN*
5. Dans le cas ol

25.3.3 C.Etude des suites des modules

u et v sont définis comme au titre B.

1. Etude d’'une configuration
On désigne, dans le plan 22, par D le disque fermé de centre O et de rayon 1 et par A le disque fermé de
diametre [OA]. On rappelle que A est le point d’affixe 1.
Au point P intérieur a D, on associe :
— le point P/ milieu du segment [AP];
— le point Q situé dans 'angle saillant AOP' tel que (ﬁ, O—Q>) = (O—Q>, O_P7) (mod 27) et OQ = VOP'.
— le point Q' milieu du segment [AQ].
Montrer que :
(a) les points P’ et Q sont intérieurs a A ;
(b) I'angle O/Q\A est obtus;
(c) 0Q<0Q'<O0A.
Quelles sont les affixes de points P’ et Q si P a pour affixe y,,—; (n=1)?
2. Onsuppose u = |v|.
Montrer que, pour tout entier n, |Yn| > 1, que la sutie (|byl) ,en €St croissante, la suite (|ayl) ,en décroissante
et que ces deux suites sont adjacentes.
3. On suppose les conditions suivantes réalisées :

O<u<|v|, |}/0|<1.

Montrer que, pour tout 7, |)/n| < 1, que la suite (|b,|) ,eny €St décroissante et que la suite (|ayl) ;=1 est crois-
sante.

On pourra utiliser les résultats de la question 1 en remarquant par exemple que A, est 'image de B, dans la
similitude de centre O associée au nombre complexe y,,.
4. On suppose seulement 0 < u < |v].
On définit, pour ¢ réel, v () = sinh?(ty) — sin?(tv). Déterminer le signe de v au voisinage de 0.
Montrer qu’a partir d'un certain rang ny, les résultats de la question 3 sont encore valables.
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Objet et notations du probleme

Ce probleme a pour objet I'étude de certaines propriétés des matrices symétriques réelles.

L'espace R” sera muni de sa structure canonique d’espace euclidien, sa base canonique seranotée & = (e, e, ..., e,)
etla norme euclidienne d'un élément x sera notée | x||. Relativement a une base fixée, un élément x (resp. y, etc.) de
R" sera représenté par la matrice colonne X (resp. Y, etc.) de ses coordonnées x; (resp. y;, etc.). On appellera plan
vectoriel de R" tout sous-espace vectoriel de dimension 2 de R”.

A toute matrice symétrique réelle A, de terme général a; j» on associera la forme bilinéaire symétrique ® 4 définie
sur I'espace euclidien R",rapporté a sa base canonique &, par :

V(x,y) eR" xR, @a(x,))=XTAY = Y ajjx;y;.
1<i<
15j=n

On notera Q4 la forme quadratique associée a 4 et X 4 la A-sphére unité définie dans I'espace euclidien R” rapporté
a sa base canonique &, par :
Ta={xeR", Qa(x)=XTAX =1}.

Une forme quadratique Q sur un espace euclidien E est dite définie positive si et seulement si on a Q(x) > 0 pour
tout x non nul de E. Dans 'algebre des matrices carrées réelles a n lignes et n colonnes, on notera .%,(R) le sous-
espace vectoriel des matrices symétriques et %, (R) le sous-ensemble des matrices symétriques A telles que la forme
quadratique Q4 soit définie positive.

26.1 1. Caractérisation de .#," (R) liées ala A-sphére unité X 4

1. Premier exemple.
2 \/5)
V3 4 )
(a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de Aj.

On consideére la matrice symétrique réelle A; = (

(b) Donner I'expression d'une matrice orthogonale directe P et d'une matrice diagonale D = (61 2) telles que
A<petque PTA P = D.En déduire que A, appartient a ZF(R).
(c) Déterminer la nature de la conique 2,4, et son excentricité.
2. Deuxiéme exemple.

On consideére la matrice symétrique réelle A, = ( 2 2‘/5).

2v2 4
Démontrer directement que Q, (x) = 0 pour tout x de R? mais que A, n’appartient pas a &' (R). Déterminer
la nature de la conique X 4, .
3. Caractérisation de %, (R) par la compacité de X 4.
Soit A un élément de ., (R). Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
() Aappartienta & (R).
(ii) Les valeurs propres de A sont toutes strictement positives.
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(iii) X4 estun compact non vide de R”.
Caractériser en fonction des valeurs propres de A les cas ol1 X 4 est vide.

4. Caractérisation de ., (R) par les sections planes de X 4.

(@)

(b)

Soit A un élément de ., (R). Démontrer que la restriction de Q4 a un plan vectoriel IT de R" est une forme
quadratique définie positive.

Soit A un élément de %, (R). Démontrer que A appartient a.%,/ (R) si et seulement si tout plan vectoriel de
R” coupe X 4 suivant une ellipse.

26.2 II. Sections circulaires de la A-sphére unité >, quand n = 3

Soit A un élément de A (R) et 11 < A, < A3 ses valeurs propres.

1. Cas ou1 A aune valeur propre triple.

On suppose que A a une seule valeur propre triple: A1 = 1 = A3.

Quelle est, suivant le signe de la valeur propre, la nature de X 4 ? En déduire que ou bien X 4 est vide, ou bien
tout plan vectoriel coupe Z 4 suivant un cercle.

2. Cas ol1 A aune valeur propre double.
On suppose que A a deux valeurs propres distinctes, une simple et une doubel: 11 = 1, < A3 ou 1; < 1y = 3.

(@)

(b)

(©

Démontrer que X 4 est invariante par toute rotation d’axe le sous-espace propre A relatif a la valeur propre
simple.

Démontrer que, si un plan vectoriel IT non perpendiculaire a A coupait X4 suivant un cercle I, alors X 4
contiendrait la surface obtenue en faisant tourner I" autour de A et que cette surface serait incluse dans
une sphere centrée a I'origine. Démontrer que cela est impossible [on pourra étudier la distance de I'ori-
gine a un pointde Z4].

Déterminer, suivant le signe de la valeur propre double, le nombre de plans vectoriels coupant Z 4 suivant
un cercle.

3. Cas o1 An’a que des valeurs propres simples.

On suppose que A a trois valeurs propres distinctes : 1; < A < A3.

(@)

(b)

(©

(d)

Soit Iy le plan vectoriel engendré par les sous-espaces propres relatifs a A, et 1,. Démontrer que si un
plan vectoriel IT coupe X 4 suivant un cercle, alors la restriction de Q4 a ITNIIj est une forme quadratique
définie positive. En déduire qu'une condition nécessaire pour qu’il existe un plan vectoriel IT coupant X 4
suivant un cercle est que 1, > 0.

Lespace R3 étant rapporté a une base orthonormale de vecteurs propres de A, justifier que

\Y4 13 —7L2x3 -V 12 —7L1x1 =0
est ’équation d’un plan vectoriel I1. En remarquant que
/11)6% + /12)(7% + A3x§ = /12()6% + xﬁ + x%) + (A3 — /12))632» - (A= /11))6%,

démontrer que, si A, > 0, le plan IT coupe X 4 suivant un cercle.
Pour A, > 0, déterminer un autre plan vectoriel IT', distinct de I1, coupant X 4 suivant un cercle.

Etant donné deux plans vectoriels distincts IT et IT', on rapporte R3 & une base orthonormale ( f1, /2, f3)
telle que f> appartienne a la droite ITINTI' et que f et f3 appartiennent aux plans bissecteurs de II et
IT'. Démontrer qu'il existe (a, f) € R? tel que a?+ ﬁz =1L a#0, f#0etque B = (afi —Bfs, fo) (resp.
B' = (afi+ Bfs, f2)) soit une base orthonormale de I (resp IT').

Exprimer Qa(s(ajfi — Bf3) + tf2) et Qa(s(afi + B f3) + tf>) en fonction des scalaires s, t, a, § et des u;; =
@ (fi, fj) avec 1 < i < j < 3. En déduire une équation de TN Z 4 (resp. IT' N 4) dans la base 28 (resp. 2').
Démontrer que si ces intersections sont des cercles, on a 112 = U3 = tpz =0 et Uy = auy; + ,62 uss. En
déduire que (fi, f2, f3) est alors une base de vecteurs propres de A et que la valeur propre relative a f> est
comprise entre celles relatives a fj et f5.

Déduire de ce qui précede qu'il existe exactement deux plans vectoriels distincts coupant X 4 suivant un
cercle lorsque 1, > 0.
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4. Exemple.
Lespace R3 est rapporté a sa base canonique. On considére la matrice symétrique réelle

4 -1 O
Az=|-1 5 -1
0o -1 4

(a) Démontrer que, pour tout x de R3, on a Qa;(x) =3 lxlI2 [on pourra, apres l'avoir justifiée, se servir de
I'inégalité 2uv < u?+ v?]. Quelle est la nature géométrique de l'intersection de X 4, avec un plan vectoriel ?

(b) Enremarquant que '’équation de X 4, peut s’écrire :
2, .2 .2 —
4(x7 + x5+ x3) —X2(2x1 — X2 +2x3) = 1,

déterminer deux plans vectoriels distincts coupant X 4, suivant un cercle. Y en a-t-il d’autres 2

(c) Déterminer, selon les valeurs du nombre réel £, la nature géométrique de I'intersection de Z 4, avec les
plans affines d’équation x, = h et 2x; — xo +2x3 = h.

26.3 III. Décomposition de Choleski

1. Existence d’'une décomposition.

(a) Démontrer qu'une matrice A appartient a %, (R) si et seulement si il existe une matrice inversible M tel
que A= MTM [on pourra diagonaliser A pour établir que la condition est nécessaire].

(b) Soit 7 = (vy,..., V) une famille des vecteurs-colonnes d'une matrice inversible M. Justifier que 7" est une
base de R". Soit # = (w,, wy, ..., w,) la base orthonormale obtenue par application a la baase 7 du pro-
cédé d’orthonormalisation de Schmidt. Démontrer que la matrice de passage T de la base # ala base 7
est triangulaire supérieure.

Soit O la matrice de passage de la base canonique & ala base #'. Justifier que O est orthogonale et démon-
trer que M = OT.
(c) Déduire de ce qui précede que toute matrice A appartenant a.%," (R) peut s’écrire sous la forme T7 T avec
T une matrice triangulaire supérieure inversible.
2. Une application : majoration du déterminant de A.

Soit A un élément de .,/ (R) et T une matrice triangulaire supérieure telle que A= T7 T. On note a; j le terme
général de A et ¢;; le terme général de T. Démontrer que 0 < tl.zl. <a;;pourtoutl<i<n.

En déduire que 0 < det A < [1<;<y aii. A quelle condition a-t-on det A = [T1<;<,, a@ii ?
3. Algorithme de décomposition.
Lespace R" est rapporté a sa base canonique. Soit A un élément de .#, (R) de terme général a; ;.

(a) Démontrer qu’il est équivalent a trouver une matrice triangulaire supérieure inversible T telle que A =
TTT et de trouver une écriture de la forme quadratique Q, de la forme :

2
VxeR", Qalx) = Z ( Z t,-jxj)
l<isn\l<j<n
avec t;; >0 pourtout 1 <i < n.

(b) Pour n = 2, on identifie R" avec le produit R x R"1 et on note ¥ la projection sur R"1 d’un élément x

z . . a . . . . . It
de R". Démontrer que, si a;; > 0 et si on pose £;; = \/% pour 1 < j < n, il existe une unique matrice A

élément de .#;,_1 (R) telle que :
2
VxeR", QA(x)z( Z tljxj) +Q;(%).
1<j=<n

Démontrer que, si A appartient a 5’,;' (R), alors A existe et appartient a y,j_l (R).

(c) On considere I'algorithme suivant :
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Entrées : Matrice A
initialisation A;:=A;
début
fork=1,...,n-1do
si le terme de la premiére ligne, premiere colonne, de Ay est strictement positif,
alors

| Aprri=Ag

Algorithme 2 : Algorithme de décomposition

Démontrer que A appartient a .,/ (R) si et seulement si I'algorithme s’arréte pour k = n avec l'unique
terme de A,, strictement positif. Démontrer qu’on a alors déterminé une décomposition A= TT T avec T
triangulaire supérieure inversible.
4. Exemple.
Un entier n = 1 et un réel a > 0 étant fixés, on applique I'algorithme a la matrice symétrique A(n; a) a n lignes
et n colonnes dont le terme général a;; vaut asii = j,vaut1sii= j+1oui= j-1 etvaut0autrement.

(a) Démontrer que, si on parvient a la k¢ itération, quel que soit xe R” on a:

2
Xi+1 1, 2
Qo= ¥ (s L oo B Jva £ ez £ s

1<i<k Uj k k+2<i<n k+2<i<n

ot les u; sont définis par u; = Vaetu;=,/a- M+ pour 2 < i < k. Démontrer qu'on a uj > u > -+ > Ug.
i-1

A quelle condition pourra-t-on faire une (k + 1)¢ itération 2
(b) Démontrer que, si a = 2, la matrice A(n; a) appartient a %, (R) quel que soit 7.

(c) Démontrer que, si a < 2, il existe un entier naturel N(a) tel que la matrice A(r; a) appartient a .%," (R) si et
seulement si n < N(a). Calculer N(1), N(v/2), N(1,9).

(d) Donner I'expression de la décomposition A(n;2) = T T résultant de I'algorithme.
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27.1 Partie 1:Présentation du jeu

27.1.1 1) Lesregles dujeu

Le «tournoi» est un jeu comportant une suite de manches (appelées « duels ») opposant deux joueurs, jamais
plus. Les joueurs vont entrer en jeu successivement, tant qu’'aucun d’entre eux n'aura été déclaré vainqueur, et
forment ainsi une suite (Jp, J1,...) aussi longue qu’il faudra, ce qui nous conduit a considérer une suite infinie de
joueurs notée (J;) pen-

Le premier duel oppose Jj et J;, le vainqueur reste en jeu et se voit opposer J, qu entre pour le deuxieme duel.
Plus généralement, le n¢ duel (n = 2) oppose le joueur J,, qui entre alors en jeu, au vainqueur du duel précédent, le
perdant quittant le jeu.

On convient enfin que le premier joueur qui remporte N duels, nécessairement consécutifs, est déclaré vain-
queur et que le jeu prend fin. N est un entier fixé a 'avance, au moins égal a 2, et valable pour tout le déroulement
du tournoi.

Le but de ce probléme est de rendre compte de ce type de jeu en en proposant diverses modélisations probabi-
listes. On s’intéressera ainsi plus particulierement a la durée du jeu, c’est-a-dire au nombre de duels ayant eu lieu
avant la proclamation du vainqueur.

27.1.2 2) Les regles communes aux différentes modélisations aléatoires

La succession des duels est parfaitement décrite si on connait, pour chacun, les numéros des participants et le
numéro du gagnant, cela tant que le jeu continue, c’est-a-dire tant qu’aucun des joueurs n’a été déclaré vainqueur.
On supposera que chaque duel est un jeu de hasard, on considéra ainsi le n¢ duel comme une épreuve aléatoire &,
dont on observera les résultats possibles.

On présupposera, sans chercher a I’expliciter, I'existence d'un espace de probabilité (Q, &, P) permettant de mo-
déliser le jeu et on s’attachera a décrire I'univers des possibles, c’est-a-dire les issues des différentes épreuves, ainsi
que la maniere dont on affecte des probabilités aux résultats observés. Les modeles proposés devront respecter les
regles suivantes :

1. Le premier duel : la probabilité que le résultat de &) soit 1 (J; est le gagnant du premier duel) est p, ol p est
un élément de ]0, 1[ fixé dans tout le probléme, le résultat étant 0 avec la probabilité (1 — p).

2. Les duels successifs :

(@) Pour n=2,1'épreuve &, sielle a lieu, ne dépend de celles quil’ont précédée que par le numéro du joueur
opposé a J,, (celui qui a remporté le duel précédent).

(b) Laprobabilité J, de remporter ce duel (le résultat est n) est égale a p,,, o (px) k> €stune suite d’éléments
de ]0,1[, le joueur qui lui est opposé étant vainqueur avec une probabilité 1 — p,,.

On admettra par ailleurs que, pour toute suite (<) ,eny d’ événements disjoints et dont la réunion est de proba-
bilité 1, il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N vérifiant :

VneN, P(X=n)=P(«y).
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27.2 Partie 2: Préliminaires

On se propose ici de démontrer divers résultats qui pourront étre utilisés dans la suite du probléme.

27.2.1 1) Résultat1

(Xn) nen €t ( yn) neny sont deux suites a termes positifs vérifiant :

X, ~ .
n n—»+ooyn

1. Justifier, pour tout € strictement positif, I'existence d'un entier naturel non nul n, tel que pour tout n supé-
rieur ou égal a ny on ait :

no—1

Y (k= yi)
k=0

n

+E Y Xp.

k:n()

<

n n
2: Xk — 2: Yn
k=0 k=0

2. En déduire que, si la série de terme général x,, est divergente, on a:

27.2.2 2) Résultat 2

1. (un) e €St une suite a termes positifs telle que la série de terme général u,, soit convergente.

(a) Montrer qu’on définit une suite de réels par la relation :

+00
YneN, vy= )Y ug.

k=n+1

Quelle est la nature de cette suite ?

(b) Justifier pour tout entier naturel n non nul :

n—

n 1
Y kug=)_ vi—nvp.
k=1 k=0

(c) Montrer que sila série de terme général v,, est convergente, alors la suite de terme général nu,, est conver-
gente.

(d) Montrer que si la série de terme général nu,est convergente alors la suite de terme général nv, converge
vers 0.

Indication : On pourra éventuellement, apres I'avoir justifiée, utiliser la relation :

YReN*, vp =) (Wko1—vk)

k=n

pour majorer I'expression nv,_; lorsque n est un entier naturel non nul.

(e) En déduire que les séries de termes généraux respectifs nu,, et v, sont ou bien convergentes et de méme
somme, ou bien toutes les deux divergentes.

2. Dans cette question, X désigne une variable aléatoire définie sur un espace de probabilité (Q, </, P) prenant
ses valeurs dans N. Déduire de ce qui précede qu’elle admet une espérance si et seulement sila série de terme
général P(X > n) est convergente et qu'on a alors I'égalité :

+00
E(X) = P(X > n).

n=0
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27.2.3 3) Résultat 3

(an) nen €St une suite a termes positifs telle que la série entiere Y a,x" admette un rayon de convergence R
strictement positif. On note :
Vxe€]-R,Rl, f(x)=) anx".

n=0
1. Montrer que f(x) admet une limite finie lorsque x tend vers R sur [0, R[ si et seulement si f est majorée sur
[0, RI.
On suppose dans la suite de cette partie que I'une de ces conditions équivalentes est réalisée et on note L la
limite.

2. (a) Montrer que, pour tout n entier naturel :

n
Y arR*<L.
k=0

(b) En déduire que la série de terme général a, R" est convergente.
(c) Montrer que la série entiére est normalement convergente sur [—R, R]. En déduire que :

Y anR" = liI}}_f(x).

n=0

27.3 Partie 3 : Premieére modélisation : le cas particulier N = 2.

Dans cette section on observe la suite des numéros des différents vainqueurs successifs. Lunivers des possibles
est alors 'ensemble des listes (éventuellement infinies) représentant les numéros des joueurs vainqueurs aux diffé-
rents duels. Aisni : (0,2,3,3) représentera le jeu de 4 duels remportés successivement par Jy, J2, J3 et J3 qui est alors
déclaré gagnant du tournoi, ce qui met fin a celui-ci. On note D, pour n au moins égal a 2, 'événement «le jeu
s’arréte a l'issue de n¢ duel ».

1. (a) Expliciter D, al’aide de la modélisation proposée.
(b) Plus généralement, expliciter D) lorsque n est un entier au moins égal a 2.
2. Dans cette question on suppose que, pour tout n = 2, p, est égal a p.

(a) Calculer P(D,) pour n supérieur ou égal a 2. Vérifier que U,>» D, est un événement de probabilité 1.
Interpréter ce résultat.

(b) On peut alors considérer une variable aléatoire T égal au nombre de duels qui ont effectivement eu lieu
lorsque le jeu s’arréte. Calculer, apres avoir justifié leurs existences, son espérance et sa variance.

3. Onrevient au cas général oli, pour tout 7 au moins égal a 2, p; est un réel élément de 10, 1[. On pose pour tout
n au moins égala 2 :

n
Bn= l_[ pi-.
i=2

Exprimer, pour n au moins égal a 2, ZZ:Z P(Dy) en fonction de la suite (ﬁk)kzz- En déduire que U;,>» D;, est
un événement de probabilité 1 si et seulement si 8, tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Lors cette condition est vérifiée on définira T comme a la question 2.b. et on posera, pour n=2:
Un = Pn— Bn+1-

Jusqu’a la fin de cette partie 3, on suppose qu'il existe un réel a strictement positif tel que, pour tout i au
moins égal a 2, I'égalité suivante soit vérifiée :

1
pi=1l-—

i’
4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que U,>» Dy, soit un événement de probabilité 1.
Indication : on pourra s'intéresser a la suite de terme général —In(8,,).

5. Dans cette question, a est égal a 1. Donner une loi de T. T admet-elle une espérance ?

6. Dans cette question, on suppose: 0 < a < 1.
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(a) Justifier I'équivalence lorsque n tend vers I'infini :

n n 1
Y (~In(pg) ~ e
k=2 k=2

(b) Apres avoir justifié pour tout entier k au moins égal a 2 I'inégalité :

1 fk 1 1
— < —dx< ,
k% Ji-1 x* (k-1)
démontrer I’équivalence lorsque n tend vers I'infini :

1 n
ok 1-a

(c) En déduire que, pour tout ¢ réel strictement positif, la suite de terme général In(n°u,) tend vers —oo puis
que la série de terme général nu, est convergente.

Que peut-on en conclure pour I'espérance de T'?

27.4 Partie 4:Deuxieme modélisation - le cas ot1 les probabilités sont constantes

Dans cette partie et jusqu’a la fin du probléme N est un entier supérieur ou égal a 3 et on suppose, pour tout n
supérieurouégala2: p, = p.Onnotera: g=1-p.

Pour tout n entier naturel, on note A, I'événement «le joueur J,, participe a au moins un duel » et G, I'événement
«le joueur J, est vainqueur du tournoi ».

27.4.1 1) Casparticulier: N=3etp=1/2

1. Montrer que:

1
VrneN, P(Gy)= gP(An)-

2. Montrer que les événements Ay, A;, A et Az sont des événements certains.

3. (a) Dans cette question, n est un entier supérieur ou égal a 4. On introduit les événements A,  : «le n¢ duel a
lieu et oppose J, et J,,_i ». Montrer que la probabilité de A, ; est nulle si k est différent de 1 ou de 2.

En déduire alors pour n=4:

1 1
P(Ap) = EP(An—l) + ZP(An—Z)-

(b) On désigne par r; et rp (] < r2) les deux racines de I'équation :

1 1
ri—-r--.
2 4

Vérifier que, pour n=2,0na:

4
P(Ap) =—=Ir) -1l

V5

(c) En déduire que la probabilité que le jeu s’arréte est égale a 1. On pourra alors considérer une variable
aléatoire T égale au nombre de duels qui ont effectivement eu lieu lorsque le jeu s’arréte.

Calculer : P(T =3).
Montrer que, pour 1 =4 :
P(T =n)=P(Gp-2).

En déduire une expression de P(T = n) pour n = 4 puis I'espérance de T.

Indication : Pour 4.1.3.b. et 4.1.3.c,, il pourra étre intéressant de mener formellement dans un premier
temps les calculs en fonction de r; et de r» et d’utiliser ensuite leur somme et leur produit.
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27.4.2 2) Ftude du cas général

On revient au cas général : N = 3 et p est élément de ]0, 1[. On posera de plus, pour tout n entier naturel :
a,=P(A,) et g,=P(Gy).

1. (@) Calculer gp. Que vaut ax pour0<k<N?
(b) Montrer que la série de terme général g, est convergente.

(c) Justifier, pour tout n non nul, la relation :
gn=p1-p)" a,.

En déduire que la série de terme général a,, est convergente. On posera :

S=) an.

n=1

2. (a) En considérant a nouveau les événements A, ;. définis dans la partie précédente, justifier, pour 7 stricte-
ment supérieur a N, la relation :
N-1
an=Y pa-p)*ta, .
k=1
Exprmer ap; en fonction de p et de N.

(b) En sommant les égalités précédentes, montrer 1'égalité :

S N _N—lN—l a '
p) =Y ap— Y Y pd-p*lan;.
n=1 k=1 i=k

En utilisant une inversion d’indice dans la somme double, puis la question 1.a. calculer S.
En déduire la somme de la série de terme général g,, puis que la probabilité que le jeu se termine est égale
al.
3. Onnotera T une variable aléatoire égale au nombre de duels ayant eu lieu jusqu’a I'arrét du jeu.
(a) Exprimer a, et g, en fonctionde T.

(b) En utilisant le résultat 2 des préliminaires, montrer que T admet une espérance et donner I'expression de
E(T) en fonction de p et de N. Retrouver le résultat relatif a E(T) de la question 4.1.3.c.

La formule obtenue vaut aussi pour N = 2 ; retrouver ainsi le résultat de la question 3.2.b.

Déterminer 'espérance de T pour N quelconque et p = 1/2.

(c) Démontrer,pourn=N+1:
an—an=1=pL-p" ay_yi1. (%)
27.5 Partie 5: Comportement asymptotique de laloide T

27.5.1 1) Unlemme

Démontrer que, pour tout entier naturel r non nul et toute famille (zy, ..., z;) de complexes non nuls, I'égalité :

.
=3 |zl

k=1

.
> %k

k=1

n’est réalisée que lorsque :
VkeN, (@<k<r)= @A;€]0,+00l, zx = Arz1).
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27.5.2 2) Ftude d’une fonction associée a T

1. Montrer qu’'on peut définir une fonction Q par:

vxel-1,1], Q) =) P(T>n)x".

n=0

Vérifier qu’elle est continue sur [-1,1] et dérivable sur |1, 1[.
2. En utilisant la relation (£) et en s’'inspirant des techniques de calcul mises en oeuvre a la question 2.b. de la
partie 4 section 2), démontrer, pour tout x de [-1,1], la formule :
1-x+ %(x(l -V Q) =1- (x(1 - V.
3. Vérifier que les deux polynoémes :

1-X+ %(xu - et 1-x1-p)N

admettent dans C une seule racine commune et que celle-ci est simple et réelle. En déduire la relation :

Q(x)—l—l—; avecB(x)—l\i1 1- )kilxk—l
" p pBW =S '

27.5.3 3)Etude des racines de B
1. Etudier les variations de B sur R,. Calculer B(1). En déduire que B admet une unique racine réelle positive
pn élément de 11, +oo[ et que cette racine est simple.
2. En utilisant le lemme, montrer que les racines complexes de B sont de module strictement supérieur a p .

3. D’aprés ce qui précede, les poles de Q sont en particulier de module strictement a 1. Aurait-on pu prévoir
directement ce résultat?

27.5.4 4) Recherche d’équivalent

On note {z1, ..., z;;} les racines de B dans C de multiplicités respectives v.

1. Justifier 'existence d'une famille de complexes non nuls telle que, pour tout complexe z de module inférieur

ou égal al on ait:
v

=

L
B(z) f

Ak,s
(z—zp)s

Mz

1s

2. Dans cette question s et k sont fixés et z désigne un complexe de module inférieur ou égal a 1.

1 -y n+s—1| z"
(zk—2)°  Zo| s-1 |z

(b) En déduire, pour tout k, 'existence d'un polynéme Pj de degré inférieur ou égal a vi. —1 tel que :

& Ak,s _ Z (Pk(n))zn

=1 (2=21)° %o ZZ

(a) Justifier I'égalité :

(c) En déduire une expression de a,+; pour n = 1.

3. (a) Montrer, a I'aide des questions précédentes, I’existence d'un réel K tel qu’'on ait :

K
a ~ .
n+l oo PK/

(b) Donner une expression de K en fonction de p, B et p. En déduire un équivalent a I'infini de P(T = n).
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Ep.7 - Algebre commutative, algebre linéaire
et arithmétique

Notations, rappels et conventions

— Dans la suite, tous les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires.

— On rappelle qu'un élément a d'un anneau R est nilpotent s'il existe un entier positif n tel que a” = 0.

— Un anneau est réduit s’il ne possede pas d’éléments nilpotents non nuls.

— Un anneau est fini s'il posseéde un nombre fini d’éléments.

— Unidéal non nul p d'un anneau R est minimal si pour tout idéal q c p, I'inégalité q # 0 est équivalente a q = p.
En d’autre termes, il n’existe pas d’'idéaux non nuls strictement contenus dans p.

— Pour tout anneau R, on désigne par R* le groupe (multiplicatif) de ses éléments inversibles.

— Pour tout nombre premier p, on rappelle que 'anneau Z/ pZ est un corps.

— Onrappelle que pour tout corps K, un polynéme f € K[X] de degré n > 0 posséde au plus z racines distinctes.
Pour un sous-corps de C, ce résultat fait partie du cours. Le cas général se démontre de maniere identique; il
sera admis ici.

— Soit G un groupe fini (noté multiplicativement, d’élément neutre 1) de cardinalité n. On rappelle que le théo-
reme de Lagrange affirme que I'ordre de tout sous-groupe de G divise n. En particulier, pour tout élément
x € G, on al’identité x" = 1.

— Ladjointe A* d’'une matrice A € #,,,(C) estla transposée de sa conjuguée complexe,

A=A € Mym(©).
— On rappelle que 'espace vectoriel C" est muni d’'un produit hermitien défini par
(u, vy = u*v.
Pour toute matrice A € 4, (C), on a alors la relation d'adjonction
(Au, vy ={u, A*v)

quelque soient u, v € C". On rappelle également que I'identité (u, u) = 0 est équivalente a u = 0.
— Une matrice A € #,(C) est normale si elle commute avec son adjointe, c’est-a-dire si AA* = A* A.
— Pour toute matrice A € .4, (C), on désignera par Ker(A) le noyau de I'endomorphisme u— Au de C".
— Les trois parties de ce sujet sont indépendantes.

28.1 Partie 1 : Anneaux réduits finis

1. Soit R un anneau. Montrer que I'ensemble .4 (R) des éléments nilpotents de R est un idéal et que le quotient
R/ A (R) est réduit.

2. Montrer que siun élément a de R est nilpotent alors 'élément 1—a est inversible. La réciproque est-elle vraie ?
3. Déterminer N (Z/727).
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4.

5.

Soit p un idéal minimal non nul de R. Montrer que p est principal (indication : montrer que si x € p est non
nul, alors p = xR.)

Montrer que si un idéal a de R ne contient pas p alors on al'identité anp = 0.

On suppose désormais que R est réduit.

6.

Montrer qu’il existe un unique élément e € p tel que ex = x pour tout x € p (indication : montrer que si p = xR
alors p = x*R.)

Montrer que p, muni des opérations de somme et de produit définies sur R est un corps ayant e comme
élément neutre pour le produit.

Montrer qu’il existe un homomorphisme canonique R — p (indication : considérer la multiplication par e).

On suppose désormais que R est réduit et fini.

9.
10.

11.

Montrer que R posseéde des idéaux maximaux non nuls et qu’ils sont en nombre fini.

Soient p1,...,p, les idéaux maximaux non nuls de R et indiquons par ey, ..., e, leurs éléments neutres respec-
tifs. Montrer que e; + -+ e, = 1.

En déduire qu’il existe un isomorphisme canonique entre R et p; x - -+ x p,. En résumé on obtient le résultat
suivant :

PROPOSITION 28.1 Tout anneau réduit fini est un produit de corps.

28.2 Partie 2: Diagonalisabilité des matrices normales

1.

Montrer que pour tout endomorphisme f d’'un groupe G, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i Ker(f)=Ker(f™) pour tout entier m > 1,

(i) 1l existe un entier m > 1 tel que Ker(f) = Ker(f"),

(iii) Ker(f) = Ker(f?).

2. Soient f et g deux endomorphismes d’un groupe G. Si Ker(f) = Ker(g) alors Ker(g f) = Ker(f?).

3. Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton et le théoréme de décomposition des noyaux.

Montrer qu'une matrice A € .4, (C) est diagonalisable si et seulement si, pour tout A € C, on a I'identité :
Ker((A—A-I;)%) =Ker(A—A-I)),

ou I, € 4, (C) désigne la matrice unité (indication : utiliser le théoréme de décomposition de noyaux appli-
qué au polyndme caractéristique de la matrice, puis le point 1 du probleme).

5. Soit A € 4, (C) une matrice normale. Montrer que pour tout A € C, la matrice A— A - I, est normale.

Montrer que pour toute matrice normale A € .4, (C), on a I'identité Ker(A) = Ker(A*) (indication : utiliser la
propriété d’adjonction).

En déduire que pour toute matrice normale A € .4, (C), on alarelation Ker(A) = Ker(A2) (indication : utiliser
la question 2).

En utilisant les questions 4 et 5, montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 28.2 Toute matrice normale est diagonalisable.

28.3 Partie 3: Le théoréme des deux carrés (par la méthode de Thue)

Dans la suite, on fixe un nombre premier impair p.

1.

Montrer que 'application ¢: (Z/pZ)* — (Z/ pZ)* définie par ¢(x) = x> est un homomorphisme de groupes.
En déterminer le noyau et 'image.

En déduire qu'il existe ’%1 carrés dans (Z/pZ)*.

Montrer que 'application y: (Z/pZ)* — (Z/pZ)* définie par y(x) = x?~P’2 est un homomorphisme de
groupes. En déterminer le noyau et 'image.
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4. Soit n un entier non divisible par p. Déduire de la question précédente que I'image de n dans Z/pZ est un
carré si et seulement si nP~D/2 est congru a 1 modulo p.

5. Montrer que —1 est un carré modulo p si et seulement si p est congru a 1 modulo 4.

6. En déduire que si p est la somme de deux carrés alors p =1 (mod 4).

On suppose désormais que p est congru a 1 modulo 4.
7. Soit n le plus grand entier tel que n? < p. Considérons I'ensemble U = {0,..., n} et application f: Ux U — Z
définie par
f,y=x+wy,
ol w est un entier tel que w? = —1 (mod p) (un tel entier existe d’apres la question 5). Montrer qu'il existe

deux éléments de U x U ayant des images par f congrues modulo p (indication : utiliser la cardinalité de U
pour montrer que f ne peut pas étre injective).

8. En déduire que p est la somme de deux carrés. En résumé, on a démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 28.3 Un nombre premier impair est la somme de deux carrés si et seulement s'il est congru a
1 modulo 4.
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Introduction

Soit (a,) ,en 1a suite réelle définie par :

1 n+1 dt
anp=—— —.
" n fn t

On étudie la série de terme général a,,. On montre qu’elle est convergente et on donne différentes représentations de
sa somme, notée y et appelée Constante d’Euler. Pour cela, on commence par étudier la suite (S;,) ,en+ définie par:

n noq n+l1 dr no1
:Z :Z——f —:Z——ln(n+l).
p=1 =1P 1 14 p=1
On s’intéresse également a la suite (H},) ;¢ définie par Hy = 0 et pour tout entier n = 1,
2": 1
p=1 p

29.1 Partiel:Premieére approche de la constante d’Euler
1. Soit p € N*. En encadrant l'intégrale f PrLdE montrer que
Osap<s——-——.
2. En déduire que la suite (S;),en+ €St majorée, puis qu'elle est convergente et que sa limite y appartient a

I'intervalle [0, 1].

3. Vérifier que pour tout pe N* ona:

puis montrer que pour tout entier p=2,ona:

1 (1 1 ) 1 ( 1 1)
———|=ap=-|—-—]|.
p p+l 2\p-1 p
4. En déduire un encadrement de S,, — S, pour m et n des entiers vérifiant m > n = 1. Puis montrer que pour
toutentiern=1ona:

1
< S, < —.
n+2 Y=on 2n

5. Conclure qu’on a la développement asymptotique suivant pour la suite (Hp,) en+ -

H, =1 ++1+ !
n, S mnty+ ool
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6. Pour tout n € N*, on pose T, = Sp, + ﬁ Montrer que

1

Oo<y-T,< ———.
Y= e

7. Déterminer un entier n € N* pour lequel T, est une valeur approchée de y a 1072 prés. Donner alors un
encadrement de y a 1072 pres.

29.2 Partie Il : Deux représentations intégrales de la constante d’Euler

Définition 29.1 (Intégrabilité). Soit I unintervalle nonvide de R, borné ounon etsoit f: I — R une fonction conti-
nue par morceaux. On dira que f est intégrable sur I sil'intégrale impropre de f sur I est absolument convergente.
On admettra le résultat suivant :

PROPOSITION 29.2 Soit I un intervalle non vide de R, borné ou non et soit }_ 1, une série de fonctions réelles
positives, définies, continues par morceaux et intégrables sur I'intervalle I. Si la série de fonction }_ u, converge
simplement sur I vers une fonction continue par morceaux et si la série numérique Y [; u, converge, alors, la

fonction somme Y %3 u, est intégrable sur I etona:

1. Dans cette question, on se propose de démontrer la convergence de 'intégrale :

f eft( ——)dt.
0 l1—-e?t ¢

(a) Montrer que les deux intégrales suivantes sont convergentes :

+00 eft +ooe7t
[ @ [T
1 1-e7? 1 t

- % quand ¢ — 0%,

1
1-e~f

(b) Déterminer la limite de
(c) Conclure.

2. Dans cette question, on se propose de démontrer que si a et b sont deux réels strictement positifs, alors la
fonction ¢ — &te_b[ est intégrable sur ]0, +oo[ et que

+00 e—ut_e—bt b
f ——dt=In—.
0 t a

Soient x et y deux réels strictement positifs.

y e—at _g=bt bx o=t by e~t
| [ a [
x t ax I ay I

(b) Montrer que pour a < b on a pour tout réel z>0:

(a) Démontrer que :

b [hret b
e P?In= sf —dt<e %Iln-—.
a az T a

(c) Montrer que
+oo g—at _ e—bt b
f —— dt=In—.
0 t a

3. Une premiere représentation intégrale de la constante d’Euler
(a) Démontrer que pour toutréel t>0ona:

1 +00 1 o0

+
_ —nt 1_
l_e_t—goe et - Y

(efnt _ e(n+1)t)
n=0

t
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(b) En déduire que pour toutréel >0ona:

—(n+D)t _ a—(n+2)t
l-et ¢ t

n=0

(c) Démontrer que pour toutréel t >0,ona:

+oo ¢

(d) Retrouver alors la convergence de l'intégrale [, e [ 1

1-e!

+00 1 1
= -t T
4 fo ¢ (l—e‘” t)

4. Une deuxiéme représentation intégrale de la constante d’Euler

—1)dr et démontrer I'égalité :

Soit y un réel strictement positif.

(a) Calculer fy+°° lf:,, dt, puis déduire que

lim
y—0*

+00 e—t
lny+f dt):O.
y 1

(b) Démontrer que :

+00 ot y 1 1 +oo =t
7/+f e—dt:f e‘f( ——)dt+f ¢ .
y t 0 l—e_t t y l—e_t
(c) Endéduire que:
) too o=l dy
lim y+lny+f 0.
y—0* y =

(d) Démontrer que la fonction 7 — e~ In t est intégrable sur ]0, +oo[ et que :

+00 +00 o=t
f e 'Intdt= lim (e‘ylny+f —dt).
0 y—0+ ¥ t

(e) Conclure alors que :
+00
yz—f e 'Intdt.
0

29.3 Partie III : Pour une valeur approchée de la constante d’Euler

1. (a) Démontrer I'égalité suivante :

1 1 e—t +00 e—t
[ e [
o \t 1l—-et 1 1-e?

(Indicaton : on pourra calculer chacune des deux intégrales).

(b) En utilisant I'égalité obtenue en I1.3.d., démontrer que :

I1_e? +00 p—t
y:f © dt—f ¢ ar
0 t 1 t

+00

Hk k
F(x)=), R
k=0

2. Soit F la fonction définie par :

(On rappelle que Hy =0 etpour k=1, Hy = 25:1 %.)

(a) Montrer que F est définie et dérivable sur R.
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(b) Démontrer que pour toutréel x>0ona:
! 1 X
F(x)-F(x)=—(e*-1).
X
(c) Montrer alors que pour toutréel x>0ona:

xq]— -t
F(x) =" f °_ ar.
0 t

3. Déduire des questions précédentes que pour tout réel x >0ona:
+00 eft
y+lnx:efo(x)—f —dt.
X t
4. Soit un entier n = 1 et soit un entier a = 2. Montrer que :
oo H i pan+l +oo ( 1 )k a \/ﬁ e\an
5 e 1V g vn jeyer
k! (an)! = a-1\2xala

a
(Indication : on pourra admettre et utiliser l'inégalité : n! = v2rn (2)" pour tout n € N.)
p 8 e P

k=an+1

5. En déduire que pour tout entier n=1,on a:

an

H,

y+lnn-e") L
i=o k!

a e"/neyn e
<-4 ‘/_(—) +—
a

T a-1+2na n

6. Décrire une méthode permettant le calcul d'une valeur approchée de y 2 1071? pres. (On ne demande par le
calcul d’'une telle valeur approchée.)

29.4 PartieIV:La constante d’Euler somme de la série de Vacca (1910)

Pour tout entier p =0, on pose :

2p+l_1 (-1 k
vp = p( > . )
k=2P
1. (a) Enséparantles termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs dans I'expression de v,, montrer que pour
toutentierp=1ona:

2Ptl-14
vp=pOp-1-0p) oUo,= ) o
h=2P
(b) En déduire que pour toutentiern=1ona:
n n-1
Up=) Op—nop,.
p=1 p=0

(c) Montrer que pour toutentiern=1ona:
op=Hoyn——.
= ¥

(d) En utilisant le développement asymptotique de H,, obtenu en I.5., conclure que la série de terme général
v, est convergente et quona:

+00
Y Up=Y.
p=1

2. On pose, pour tout n € N*,

E(log, n
un:(_l)n ( 52 )

ou log, désigne la fonction logarithme en base 2 et E (x) désigne la partie entiere du réel x.
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(a) Expliquer pourquoi le critere spécial des séries alternées ne permet pas de montrer la convergence de la
série de terme général u,,.

(b) Soit n un entier naturel et soit 7 un entier tel que : 2**! < m <22, Montrer que

fe=2n+1 k B Zm’
puis en déduire que :
u n+1
Z Ul = 7
fe=2n+1 2

3. On pose pour tout entier naturel 7 :
+00 (_1)k

=)

k=2" k

(a) Montrer que la série de terme général r;, est absolument convergente.

(b) Expliquer vy en fonction de k, ry et ri.;. Montrer ensuite que

n n
Y vk=) rk—nrp.
k=1 k=1

Conclure que :

r2(E S )-EE )

n=1\k=2n n=1\j=0 2"+ ]

29.5 PartieV:Laformule de Gosper (1972)

Dans cette partie, on désigne par & le R-espace vectoriel des suites réelles indexées par N. Si x = (Xg) ey €St Un
élément de &, on notera aussi x[k] le terme x; de la suite x. On considere 'endomorphisme A de & défini par:

VxeF, VkeN, Ax)[k]=x[k]—-x[k+1].
Pour n € N*, on note A” 'endomorphisme de & obtenu en composant A avec lui-méme 7 fois et on pose A? =

idg.
Pour tout entier 7 € N et pour tout entier p € [0, n], (Z) désigne le coefficient binomial :

n\| n!
p| pn-p!

1. Démontrer que pour tout n € N, pour tout x € & et pour tout ke Nona:

Ak = Y 1P| "
p=0 p prk

(Indication : écrire A =idg —T ot T est un endomorphisme de & défini, pour tout x € & et pour tout k € N,
par: T (x)[k] = x[k+1].)
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2. Soit (u,g)]!J o une suite réelle convergente et de limite ¢. On se propose de montrer que :
1 & (n
lim o Z Up =Y.
n—+oo 2 p=0
(a) Soit p € N. Montrer que la suite ((Z) / 2") converge vers 0.
n=p

(b) On suppose dans cette question ¢ = 0. Montrer que

(Indication : on pourra utiliser I'égalité suivante :

1 & (n 1 & 1 & (n
p=0 P p=0 p k+1\P
et, étant donné un réel € > 0, choisir un entier k suffisamment grand pour que l'on ait
£
J
2

(c) Conclure pour le cas général ou ¢ est quelconque.

2” Zp k+1 (p)ulﬂ‘ <

3. Dans cette question, on se propose de démontrer la propriété suivante :
PROPOSITION 29.3 Soit X = (X) ey € F - Sila série (-Dk X converge, alors, la série de terme général %
convergeetona:
+00 +00 Al’l (x) [0]
k.. _
Tenn=3 S

n=0

On pose, pour tout N € N:

N N, A" (x)[0]
Uv=Y (-DFxp et V=) —-—
k=0 n=0 2"

N+1
VN = 2N+IZ( ) q-

qg+1

(a) Démontrer que :

(on pourra observer que pour tout k €N, (— l)kxk = Uy — Ux-1, avec, par convention, U_; =0.)

(b) En déduire que la série de terme général A0 converge et que :
q g S+ geetq

+00 Al’l(x) [0] +00

> St = L0
n=0
4. On considere dans cette question un entier n > 1 ainsi que la suite x = (x ]) définie par :

1

Xj=—".
J 2n+j

(a) Montrer que pour tout entier m=0,ona:

A™(x)[0] = P
2m (2em

Indication : On pourra admettre et utiliser le résultat suivant :
Lemme 29.4 Pour m,neN,ona:

m!n!

1
f X"1-x)"dx= ————.
0 (m+n+1)!
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(b) En déduire que :
1

W

+00 +00
n; Z 2m+n+l (2

1m=0
(c) Conclure que la constante d’Euler peut s’écrire :

+00 1

* Y i

=2 = k)‘

l\JI»—*

’)/:
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Notations

— Si K =R ouC, pour un polynéme P(X) € K[X], on notera P la fonction polynéme associée a P(X).

— Si deux suites numériques (u,); et (v,), sont équivalentes, on notera u, ~ v,. De méme, si f et g sont deux
applications réelles définies au voisinage d'un point xj et équivalentes en xy, on notera f(x) ~x, g(x). Quand
le voisinage sera un voisinage a droite en xp, on précisera f(x) ~ X g(x).

— On rappelle que le produit au sens de Cauchy de deux séries (réelles ou complexes) Y. u, et Y. vy, est la série
Y. wy ot le terme général wy, est défini pour n = 0 par wy, = X.7'_ tnVy—k. On rappelle aussi que si les séries
Y uy, et) v, sont absolument convergentes, alors la série produit ) w,, est aussi absolument convergente et

l'ona
EoE )L

n=0 n=0

Objectifs du probléeme

Ce sujet aborde une série de résultats et de propriétés relatifs a la formule de Stirling! ainsi qu’aux polynomes et
nombres dits de Bernoulli . Il se compose de quatre parties.

Dans la partie I, on établit la formule de Stirling qui donne un équivalent simple de la suite (n!),,. Ce travail utilise
les intégrales de Wallis 3, qui sont étudiées au début de la partie. La fin de la partie I est une application des intégrales
de Wallis et de la formule de Stirling a I’étude du volume des boules dans R”.

La partie II s'intéresse aux polynémes et nombres de Bernoulli. On y étudie certaines de leurs propriétés et
I'on donne deux applications de cette étude. La premiere, arithmétique, s’intéresse au calcul des sommes du type
21127:0 kP. La deuxieme est consacrée au développement en série entiere de la fonction et,ejtl .

Dans la partie 11, on introduit la fonction { de Riemann * et 'on explicite ses valeurs prises sur les entiers positifs
pairs au moyen des nombres de Bernoulli. Ce calcul permet, avec la formule de Stirling, d’expliciter un équivalent
simple pour la suite des nombres de Bernoulli.

Dans la partie IV, on revient a la formule de Stirling et 'on décrit une méthode pour obtenir un raffinement
asymptotique de la formule.

Les parties de ce sujet ne sont pas indépendantes, chacune d’elles pouvant utiliser des résultats établis dans celles
qui la précedent. Aussi pourra-t-on utiliser pour traiter certaines questions, les résultats établis dans les questions
précédentes sans les démontrer. Il est toutefois vivement conseillé aux candidats d’aborder linéairement ce sujet.

30.1 Partiel:Intégrales de Wallis et formule de Stirling

1. Intégrales de Wallis

1. James STIRLING, mathématicien anglais, Garden 1692 - Edimbourg 1770.

2. Jakob BERNOULLI (francisé en Jacques), mathématicien suisse, premier d'une longue lignée familiale de mathématiciens. Bale 1654 - Bale
1705.

3. John WALLIS, mathématicien anglais, Ashford 1616 - Oxford 1703.

4. Georg Friedrich Bernhard RIEMANN, mathématicien allemend, Breselenz 1826 - Selasca 1866.
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Pour tout entier n = 0, on pose :

(@)

(b)

(©

(d)

(e)

®

(g

/2
W, = f cos™(x)dx.
0

Montrer que, pour tout 7= 0, on a

/2
w, = f sin”(x)dx.
0

(Indication. On pourra, par exemple, utiliser un changement de variables.)

Montrer que la suite (W},),, est strictement décroissante.
(Indication. Pour la décroissance, on pourra comparer les fonctions x — cos”(x) et x — cos”*!(x). Pour la
stricte décroissance, on pourra raisonner par ’absurde.)

Al'aide d’une intégration par parties montrer que, pour 7 = 0, on a

n+1
Wito = Wi.
n+2
En déduire que, pour tout entier p =0, on a
_ @Cpt o
2p = 22p(p!)2 2
22]7(’9!)2
W, =—
P p+ 1)
Montrer que pour tout n =0, on a
7
WoWpy = ——
nVVn+1 2(n T 1)

(Indication. On pourra utiliser la question précédente en distinguant suivant la parité de I'entier n.)

Prouver que, pour tout n =0, on a

1 < Wn+1
n+2 wy,

1- <1

et en déduire que Wy, ~, Wy41.
(Indication. On pourra utiliser la question I.1.b.)

Montrer finalement que W,, ~, 4/ % En déduire lim, W,,.

. Formule de Stirling

On consideére la suite (u,),, définie, pour n = 1, par

nle"

- n"n

Un

et la suite auxiliaire (v;),, définie, pour n = 2, par

(a)

(b)

(©

vy=Inu, —Inu,_;.

Exprimer simplement v, en fonction n et donner un développement limité a I'ordre 2 en 1/n de la suite
(Vn)n-

En déduire que la série ) v, est convergente. Montrer alors que les suites (Inu;,),, et (1,),, convergent et
donc qu'il existe un réel K > 0 tel que

n!~,,1<(g)n\/ﬁ.

En utilisant cet équivalent, calculer un équivalent simple de la suite (W5,) P En déduire que K = v27 et,
par suite, que :

n
nl~y (g) v2nn (Formule de Stirling).
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3. Une autre application des intégrales de Wallis.
RAPPEL SUR LES INTEGRALES MULTIPLES ET GENERALISATION (CE RAPPEL N’EST UTILE QUE POUR LES SOUS-
QUESTIONS 1.3.A. ET 1.3.C. DE CETTE QUESTION 1.3.). Les notions d'intégrales doubles et triples ainsi que la
méthode de calcul par intégrations successives de ces dernieres (présentes au programme), se généralisent a
toute dimension finie de la maniére suivante : étant donné un entier n = 1, une partie A, c R" sera dite conti-
niiment paramétrable sin = 1 et A; est un segment ou si n > 2 et s'il existe une partie A,_, € R"~! continitment
paramétrable et deux fonctions continues f,g: A,—1 — R telles que

Ap={(x1,..., %) €R", (x1,...,Xp-1) € Ap—1 €t f(x1,..., Xp-1) < X < 8(X1,..., Xp—1)} .
Avec ces notations pour une fonction continue ¢: A, — R, on définit l'intégrale multiple de ¢ sur A, par la

formule suivante :

f @O(x1,...,Xp)dx, -+ dxy

A
8g(X1,ee0yXp-1)
:ff (f @x1,...,xp)dx, |dx,—y - dxy.
Ap-1 \Jfx1,00Xp-1)

On admettra, sans démonstration, qu'a lUinstar des intégrales doubles et triples, le réel ainsi obtenu ne dé-
pend que de la partie A, et de la fonction ¢. Le volume de la partie A, sera alors, par définition, le réel
S [y, dag o da.

On se propose d’étudier ici le comportement du volume d’'une boule de rayon fixé quand on fait varier la di-
mension de l'espace. Plus précisément, on se fixe un réel R > 0 et pour tout entier n =1 on considére dans R" la
boule %, de centre O et de rayon R :

Bp={(x1,...,xp) eR", xf+---+xisR2}.

On note V,, son volume.
(a) Montrer que, pour n =2, pour tout (xg,...,Xx,) € R”, ona

(xl,.. . ,xn,l) € 33”71

(X1,...,X,) E B, &

—\/Rz—xf—---—xi_lsxns\/Rz—xf—---—xz

n-1

En déduire par récurrence sur n = 1, que %, est continiment paramétrable.

(b) Soient A > 0 un réel et m = 0 un entier. Montrer, en se servant par exemple d'un changement de variable
utilisant la fonction ¢ — Asint que

p)
\[(Az_xz)mlzdxzzllmﬂwmﬂ‘
-2
(c) En déduire que pour tout entier n =2 ettout ke {1,...,n—1}ona:
k k 2 2 2 \k/2
V=25 Wi ff% (R* —xy =+ —x7_ )" *dxy_g---dx1.
i=1 n-k

(Indication. On pourra, pour 7 fixé, faire une récurrence finie sur k.)
(d) Prouver finalement que, pour tout entier n =1, ona

n
Va= |11 vw) @R"
i=1
et par suite, que pour k=1:
k
T
‘/Zk = ERZIC)
etquepour k=0:
k!
V. — sz+1 k 2k+1‘
2k+1 @k+1)!

Expliciter V1, V,, V3 et V4.
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(e
63)]
(®

(h)
®

En utilisant la formule de Stirling, donner des équivalents simples des suites (Vay) i et (Vogs1) -
En déduire que lim,, V;; = 0.

Montrer que, soitla suite (V},),, est décroissante, soit il existe un rang ng tel que la suite (V},),, soit croissante
jusqu’au rang ny, puis décroissante.

(Indication. On pourra calculer simplement le rapport V;,4+1/V}, grace a la question 1.3.d. et utiliser les
questions I.1.b. et 1.1.g.)

Donner les valeurs de R pour lesquelles la suite (V};),, est décroissante.

Que vaut le rang ngy de la question 1.3.g. quand R =17

30.2 Partie Il : Polynomes et nombres de Bernoulli

1. Définitions

(@)
(b)

(©

Soit P(X) € R[X]. Montrer qu'il existe un unique polyndome Q(X) € R[X] tel que Q' = P et fol Q(x)dx=0.

En déduire qu'il existe une unique suite de polynomes réels (B, (X)), vérifiant

(i) Bo(X)=1;

(i) Vn=1, B, =nB,_1;

(iii) Vr=1, f; By(x)dx=0.

On appelle (B, (X)), la suite de polyndmes e Bernoulli. Pour tout n = 0, on pose b;,, = B,(0). La suite de
réels (b,), est appelée suite des nombres de Bernoulli.

Expliciter B, (X) et b, pour n=0,1,2,3,4.

2. Premiéres propriétés

(@)
(b)
(©

(d)
(e

®

(g

Quel est le degré de B,,(X) pour n=0?
Montrer que, pour tout n = 2, on a B, (0) = B, (1).

Prouver par récurrence que, pour tout z=0ettout xeR,ona:

Bu(x) = Z (Z)bn—kxk

k=0

ou (}) désigne le coefficient binomial : (}) = k'(%k)'

En déduire, pour n = 1, une expression de b, en fonction de by, ..., b,—1. Calculer b5 et bg.

Montrer que la suite (b,), est une suite de rationnels et que, pour n = 0, les polyndmes B, (X) sont a
coefficients rationnels.

Pour tout n = 0, on pose
Ch(X) = (=D"Bn(1-X).
Montrer, en utilisant la définition des polyndmes de Bernoulli, que pour tout 7 =0, on a Cj,(X) = B, (X).
En déduire que :
i Vi=1, bap41=0;

ii. Yn=0, Byus1(3) =0.

3. Etude des variations de B;, sur [0, 1]

(a)
(b)

Soit P(X) € R[X]. Etablir que, si P est non nul et de signe constant sur [0,1], alors on a fol P(X)dx #0.

Montrer par récurrence sur n = 1, que By, vérifie :

@ (=1)"B2,4(0)<0;

(i) (=1)"By,(1) <0;

(iii) (=1)"Bzn(3)>0);

(iv) la fonction (—1)" By, est strictement croissante sur [0, 1/2] et strictement décroissante sur [1/2,1]

et que By, Vérifie
(V) (=1)"Bap+1(0) = (=1)"Bzp+1 (1) = (—1)"32n+1(%) =0;
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(vi) il existe deux réels az,+1 €10, %[ et Bon+1 €1 % ,1[ tels que la fonction (—1)" By, 4+ soit strictement dé-
croissante sur [0, @2,+1] puis strictement décroissante sur [a2,,+1, B25,+1] puis strictement décroissante

sur [Ban+1, 11
(Indication. Il pourra étre judicieux d’aborder en méme temps la récurrence sur ces six propriétés.)

(¢) En déduire que le signe du réel by, est (=1)P*1.
(d) Pour tout n =0, on pose B, (X) = B, (X) — b,. Pour n = 1, donner I'allure générale des courbes représenta-

tives des fonctions B B* B} BZH 4+ surl'intervalle [0, 1].

4n-2’ “4n-1’ “4n’

4. Une application arithmétique
(a) Montrer, par récurrence sur n = 1, que pour tout x € R, on a

Bu(x+1)—Bp(x) = nx"" 1.
(b) Soient p =1 et N =0 deux entiers. On pose Sp(N) = Z]kV:o kP. Montrer, en utilisant la question I1.4.a. que :

Bp+1(N+ - bp+1
p+1 '

Sp(N) =

(c) Calculer explicitement, en fonction de I'entier naturel N, les sommes S, (N) pour p = 1,2,3.
5. Une application analytique
(@) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére . -1 " 11" est égal a 27.
(Indication. On pourra, par exemple, déterminer les réels ¢t > 0 pour lesquelles la suite ('b"l t") reste

bornée. A cet effet, on pourra utiliser la formule de Stirling et admettre pour cette question que I'on a
I'équivalent by ~) (- 1)’”“ 2p \/167mp. Ce dernier résultat sera établi dans la question III.2.e. a venir.)
(b) Calculer le produit au sens de Cauchy des séries entieres

t" b, n)
— —t
(gl ”!)(nzo n!

et en déduire que, pour tout ¢ € |-27,27[, ona:

b
el—-1 Fon

(c) Montrer que, pour tout x € R et tout ¢ € |-27,2n[,ona:

n=0

Bn (x)

(d) Justifier que, pour tout x € R, le rayon de convergence de la série entiére Y == t" est bien 2.

(Indication. On pourra regarder dans C le comportement de la série entlere au voisinage du cercle |z| =
27.)

30.3 Partie III : Fonction { de Riemann et nombres de Bernoulli

1. Fonction {
On appelle fonction { de Riemann (réelle) la fonction de la variable s € R définie par la formule

{(s) =

P
n=1 7

(a) Soit s > 0. Montrer que, pour tout entier k=1, on a

1 <fk+1dx<1
(k+1s Jr x5 kS

En déduire que la nature (divergence ou convergence) de l'intégrale généralisée [;
celle de la série Y1 .

+
dx et la méme que
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(b) Donner le domaine de définition de { et prouver qu’elle est strictement décroissante sur celui-ci.
(c) Montrer que {(s) ~1+ ﬁ et en déduire lim,_.+ {(s).
(d) Soit a > 1 unréel. Montrer que la série }_ ;> # est normalement convergente sur [a, +oo[. En déduire que
( est continue sur son domaine de définition et que lim;_. 4, {(s) = 1.
(_1)n+1
n

(e) Montrer que, pour tout s > 0, la série 6(s) = )_,,>; —=— converge. Prouver que, pour tout s> 1,ona:

1
0(5) = (I—F)((S)

. Calculde {(2p)

Pour toute fonction continue f: [0,1] — C et tout k € Z, on note :

1 .
Ck(f) — f f(x)elekﬂx d.x
0

le ke coefficient de Fourier de la fonction f. On rappelle sans démonstration que, si f et g sont deux fonctions
continues de [0,1] dansC, alorson a

1 -
fo fgdx=)_ cr(fHce(g)

kez

(ol z— Zz désigne la conjugaison complexe).
(a) Calculer, pour tout k € Z, et tout n € N, le coefficient ci(By).
(Indication. Pour k # 0 et n = 2, on cherchera une relation entre ¢y (By,) et ci(Bj-1).)

(b) Soient n, m = 1 deux entiers. Montrer que

+00o

1
fo By (xX) B (x)dx = ) [c_(Bp)ck (Bm) + i (Bp)c_(Bpy)]
k=1

et en déduire la valeur de cette intégrale au moyen de la fonction ¢.
(Indication. On distinguera les cas n + m pair et n + m impair.)
(c) Pour p =1, calculer fol By (x)B2p-1(x) dx en intégrant par parties. En déduire que

— (_1)17*1@@

¢@p) 2 @2p)!’

(d) Donner les valeurs de {(2), {(4) et {(6). En déduire les valeurs des sommes

(_1)n+l (_1)n+l (_1)n+l
gl nz ' rgﬁ nt rgﬁ n®
et des sommes ) ) )
,;0 @Cn+1)?’ ,;)(2;%1)4’ ,;0 @Cn+1)8°

(e) En utilisant les questions III.1.d. et III.2.c. ainsi que la formule de Stirling, montrer que

2
b2p ~p (_1)p+1 (%) ’ vV 167mp.

. Application numérique

(a) Soient s>1et N = 1. Montrer que
1 les

— =<
s —
n=N+1 "1 s—1

No 1 . . . N N
n=1 75 soit une approximation a € pres de ((S)

(b) Etant donné un réel € > 0, expliciter un entier Ny tel que ).
(c) Déduire de ce qui précéde, une approximation rationnelle A de 7 2 1072 pres.

(d) Majorer I'erreur commise en prenant v'A comme approximation de 7. Combien de décimales de 7 cette
approximation permet-elle de donner ? Les donner.
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30.4 Partie IV: Formule de Stirling généralisée

On considere la suite (Q2,), définie, pour n = 0, par
n!

(&)" 2nn

Qp =

On sait, d'aprés la partie I, que I'on a Q, = 1+ o(1). On se propose ici de décrire une méthode pour obtenir un
développement limité en 1/ n a un ordre donné de la suite (Q0,,) ,,, autrement dit on veut raffiner la formule de Stirling.

i)
n
(b) Montrer que la fonction ¢ — (l + %) In(1 + #) est développable en série entiere en 0. Préciser son dévelop-

t
pement ainsi que le rayon de convergence de ce développement.

1. On se fixe un entier N = 2.
(a) Montrer que

N-1
InQy=InQ; + ) (1—(n+2)ln(1+

n=1

(c) En déduire que

400 k-1 1
B k1 — =
1nQN—ln91+k§2( D kD (((k) n;vnk)'

(d) Montrer que la série Z(—l)’“rl 3 k’g,til) ( (k) est convergente.

(Indication. On pourra utiliser le critere des séries alternées.)
(e) En déduire que

+00 ’C—l
— _1k+1 k+1__ %71
anN—anwk;( 1) SR(ET 1)C(k) kzz( 1) Zk(kH)Rk(N)

ol Re(N) = X =N 7 -
2. (a) Prouver que, pour tout k=2ettout N=2,0na
1 1 1 1 1

-1 e = = T e
(b) En déduire que, pour tout entier p =2, on a

+00

w0 o)
— —— R =
k;,( D oktes p RV =0\ o=z
3. (a) Montrer que

¢ (k=1

1
kzz(—) TP 1)((k)—1—51n27r

et que, pour tout N =2,ona

InQ 1 Ri (N
nQy = kZZ( )Zk(k Ty R,
(b) Déduire de ce qui précede que, si les suites (Rz(N))y;, ..., (Rp+1(IV)) n Possédent des développements
limités en 1/N al’ordre p, alors la suite (InQy) y en posséde aussi un et que celui-ci est égal a celui de la
suite (Z52, (-D* ek RV

(c) Montrer que la suite (InQ )y posséde un développement limité en 1/N a l'ordre 1. En déduire celui de la
suite (Qn) v a cet ordre.

4. (a) Montrer que, pour N=1,0ona

1 1
RN)-—=Y ———.
2N=5= L

(b) En comparant cette derniére série a I'intégrale généralisée |, ; P (x +1)’ donner le développement limité
de la suite (R2(IN))y en 1/N al'ordre 2. En déduire le développement limité de la suite (InQp) y puis de la
suite (Qn)y, en 1/N al’ordre de 2.

(c) En généralisant ce qui vient d’étre fait, décrire brievement les étapes a suivre pour trouver un développe-
ment limité de la suite (Qx)y, en 1/N a un ordre donné.
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