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Programme du cours

Math101 : Fondements de I’algebre [S1, 5 ECTS]
Prérequis : Aucun

— (14 h) Vocabulaire de théorie des ensembles.
Notions de logique : Connecteurs logiques, modes de raisonnement
(et, ou, négation, implication, équivalence, raisonnement par ’absurde,
raisonnement par récurrence). Quantificateurs. *
Ensembles : Définition, sous-ensemble, intersection, réunion, complé-
mentaire, produit cartésien, ensemble des parties.
Applications, injection, surjection, bijection, exemples.
Dénombrement, combinaisons, arrangements, égalité de Pascal, formule
du bindéme.
Relations d’équivalence : Définition, classes d’équivalence, partition
d’'un ensemble, ensemble quotient, exemples simples.

— (16 h) Arithmétique dans Z.
Divisibilité : division euclidienne, PGCD, algorithme d’Euclide, Bezout,
Gauss, équations diophantiennes, PPCM. Nombres premiers : théoreme
d’Euclide, crible d’Erastosthéne, théoréeme fondamental d’arithmétique.
Congruences : propriétés, équations de congruence, « petit » théoreme
de Fermat, 'ensemble Z /nZ. Les nombres rationnels et irrationnels.

— (12 h) Groupes - Anneaux - corps.
Définition d’'un groupe. Exemples simples : Z, R, R*, Z/nZ, (Z/nZ)*,
définition de la fonction ¢ d’Euler, un exemple de groupe non commutatif
3. Sous-groupes. Intersection de sous-groupes. La réunion n’est pas un
sous-groupe en général. Les sous-groupes de Z. Morphisme de groupes,
noyau, image, isomorphisme. Groupes cycliques : Si G est un groupe
cyclique d’ordre n, G est isomorphe a Z/nZ; G admet ¢(n) générateurs.
Définitions d’'un anneau, d'un sous-anneau, d'un corps, d’'un sous-corps.
Exemples simples : Z, R, Z/nZ, Z/pZ.

1. Le chapitre « Arithmétique dans Z » présente un terrain idéal pour appliquer cette
partie de programme.
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— (8 h) Les nombres complexes.
Définition, parties réelles et imagiaires, module. ..C est un corps. L'ex-
ponentielle complexe, Formule de Moivre. Racines de 'unité, groupe des
racines de I'unité. Interprétations géométriques. Racines d’'une équation
de second degré.



Chapitre 1

Logique et théorie des
ensembles

1.1 Notions de logique

1.1.1 Opérateurs logiques
Proposition

Définition 1.1 (Proposition). Une proposition P est un énoncé mathématique
qui peut étre vrai (on notera V, le fait que la proposition soit vraie) ou faux
(on notera F), le fait que la proposition soit fausse).

Exemples 1.2. 1. La proposition 2 > 1 est vraie.

2. La proposition 7 < 3 est fausse (pour rappel, = vaut approximativement
3,14156).

3. La proposition 22 > 0 est vraie si z # 0 et fausse sinon.

Connecteurs logiques

Définition 1.3 (Table de vérité). Une table de vérité prend, en entrée les
résultats des divers propositions et en sortie, les résultats des opérations
logiques faites entre ces propositions.

Définition 1.4 (et). Soient P et () deux propositions, on dit que P et () est
une proposition vraie si et seulement si la proposition P est vraie et, en méme
temps, la proposition () est vraie. On notera la proposition P et ), P A Q).

La table 1.1 représente la table de vérité du connecteur logique «et ».
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2 CHAPITRE 1. LOGIQUE ET THEORIE DES ENSEMBLES

PIQPAQ
Vv Vv
VIF| F
FlV] F
F|F| F

TABLE 1.1 — Table de vérité du connecteur logige « et »

Définition 1.5 (ou). Soient P et () deux propositions, on dit que P ou () est
une proposition vraie si et seulement si l'une des deux propositions est vraie.
On notera la proposition P ou (), PV Q.

La table 1.2 représente la table de vérité du connecteur logique « ou ».

PIQPVQ
Vv Vv
VIF| V
FIV] V
F|F| F

TABLE 1.2 — Table de vérité du connecteur logige « ou »

Exemple 1.6. Soient les propositions suivantes :
42 > 12 (P)
V2> 2 Q)

La propostion P est vraie car 42 = 16 mais, par contre, la proposition () est
fausse car /2 vaut approximativement 1,41. D’ot1 P A () est faux et P V ()
est vrai.

Négation

Définition 1.7 (Negation). On appelle négation d’une proposition P, le
contraire de P. On note non P ou —P, la négation de P.

Exemple 1.8. Soit la proposition suivante :

s 1

in (= | > —. P

S (3) 2 &)
Cette proposition est vraie, sa négation est :
s 1

in(=) <= -P

s <3> =9 =P

qui est, évidemment, fausse.
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Relations entre deux propositions

Définition 1.9 (Implication, [4]). Soient P et () deux propositions, on dit que
P implique Q (P = Q) si la proposition « =PV @ » est vraie.

Remarque 1.10. Attention ! Si P est faux alors I'implication est vraie.

La table 1.3 nous donne la table de vérité de I'implication entre deux
propositions.

PlQ|P=Q
ViV 1%
V| F F
v V
F | F \%

TABLE 1.3 — Table de vérité de la relation «si...alors » [1]

Définition 1.11 (Hypotheése et conclusion). Dans la définition 1.9, on dit que
P est I’hypothése dans l'implication et () est la conclusion.
Exemples 1.12. 1. «Siz # 0 alors 22 > 0 » est un énoncé vrai,

2. «Siz > 0 alors 2* > 0 » est un énoncé vrai,

3. «1 < 0= 2< 1 est aussi un énoncé vrai car I’hypothése 1 < 0 est fausse.
Définition 1.13 (Equivalence,[5]). Soient P et () deux propositions. On dit

que P et () sont logiquement équivalent si P et () ont simultanément méme
valeur de vérité (c’est-a-dire « vrai » ou « faux » en méme temps).

La table 1.4 nous donne la table de vérité de la relation « si et seulement
Ssi».

PlQ|PsQ
VIV Vv
VI F F
v F
F | F \%4

TABLE 1.4 — Table de vérité de la relation « si et seulement si »

Exemple 1.14. La proposition «x > 0 < 23 > 0 est vraie.
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Regles logiques

Proposition 1.15 (Loi de non-contradiction). Soit P une proposition. Alors
P N =P est fausse.

Proposition 1.16 (Loi du tiers exclu). Soit P une proposition. Alors P\ —P
est vraie.

Proposition 1.17. Soient P et () deux propositions. On a alors :
(PeQ)e (P=Q)AN(Q=P)

Exemple 1.18. Pour montrer la proposition « z > 0 si et seulement si 23 > 0 »,
il faut montrer que «z >0 = 23 > 0» et «23 > 0= 2 > 0».

Proposition 1.19 (Transivité). Soient P et () deux propositions. Si la pro-
position « (P = Q) A (Q = R) est vraie alors la proposition « P = R » est
vraie.

Proposition 1.20 (Regle d’inférence). Soient P et () deux propositions. Si la
proposition « P N\ (P = Q) = Q@ est vraie alors () est vraie.

Proposition 1.21 (Double négation). Soit P une proposition. On a le resultat
suivant :

On peut vérifier les regles logiques définies en propositions 1.15, 1.16,
1.17,1.19, 1.20 et 1.21 a l’'aide d’une table de vérité.

Remarque 1.22. Si on veut démontrer que P = () n’est pas vrai (ou P = (@),
il suffit de donner un contre-exemple, c’est-a-dire un exemple ou P est vrai
mais () est faux.

1.1.2 Quantificateurs
Notion d’ensembles

Définition 1.23 (Ensemble). Un ensemble est une collection d’objets. Ces
objets s’appellent les éléments de ’ensemble.

Définition 1.24 (Appartenance). Si E est un ensemble et x un élément de E
alors on dit que x appatient a £ et on note x € E.

Remarque 1.25. On note = ¢ F si z n’apppartient pas a F. C’est la négation
de la proposition de 'appartenance a un ensemble (—(z € £)).
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Exemple 1.26. On définit les ensembles de nombres suivants (leur construc-
tion sera justifiée dans [3]) :
— N est 'ensemble des nombres entiers naturels :

N ={0,1,2,3,...}.
— Z est 'ensemble des nombres entiers positifs et négatifs :
Z=1{-2,-1,0,1,2,3,...}.

— Q est ’ensemble des nombres rationnels :

2 9
= —=, 1, —, ...
Q {07 37 7197 }

— R est 'ensemble des nombres réels :
R:{QR—VZZ”}.

— C est 'ensemble des nombres complexes (voir le chapitre 4).

Exemple 1.27 (Appartenance). L'élément 17 appartient a N (17 € N car
17 > 0) et donc appartient a Z, Q, R et C. Par contre, —17 n’appartient pas a
N (17 ¢ N car —17 # 0) mais il appartient a Z (—17 € Z). % n’appartient pas a
Z (3 ¢ Z) mais il appartient 2 Q (3 € Q).

Quantificateur universel

Définition 1.28 (Quantificateur universel). Soient FE un ensemble et P une
proposition. La proposition
Vee £, P

veut dire que tout élément de E vérifie la proposition P.

Exemple 1.29. La proposition «Vz € N, x > 0» est vraie (c’est méme la
définition de 'ensemble N).

Quantificateur existenciel

Définition 1.30 (Quantificateur existenciel). Soient E un ensemble et P une
proposition. La proposition
dre FE, P

veut dire qu’il existe qui vérifie P (c’est-a-dire qu’il y a un élément = de E qui
vérifie P).
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Exemple 1.31. La proposition
JreZ, <0

est vraie, sa traduction en langue francaise est : «il existe un = qui appartient
a I’ensemble Z tel que z est strictement négatif. »

Remarque 1.32. Il faut faire attention dans quel on écrit les quantificateurs.
La proposition
Veel, JyelZ, y>=zx

est vraie (on peut prendre y = x + 1) mais, par contre, la proposition
dJreZ Yyeld, y>zx

est fausse (on peut prendre y = z).

Négation des quantificateurs

Proposition 1.33 (Négation des quantificateurs). 1. La négation du quan-
tificateur universel est un quantificateur existenciel (c’est-a-dire que « =V »
correspond & un « 3»),

2. La négation du quantificateur existenciel est un quantificateur universel
(c’est-a-dire que « =3 » correspond & un «V »).

Exemples 1.34. 1. ~(Vx € E, P) < Jdz € E, =P,
2. 7(3zr € E, P) &V € E, —P.

1.1.3 Méthodes de démonstration

Démonstration par contraposition

Proposition 1.35 (Démonstration par contraposition). Soient P et () deux
propositions. Alors les deux assertions sont équivalentes :

i) P=Q;
(it) =Q = —P.
On appelle contraposée de « P = @) », la proposition (—Q = —P).

Exemple 1.36. Soient n € Z et les propositions suivantes :

n? est impair, (P)
n est impair. (@)
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On veut démontrer que P = () par contraposition (c’est-a-dire on montre
que si n est pair ! alors n? est pair). Comme n est pair, il existe k£ € Z tel que
n = 2k. D’ou n? = 4k? est pair. Par contraposée, I'’énoncé de départ est vrai.
On a méme I'équivalence des propositions P et ().

Raisonnement par ’absurde

Proposition 1.37 (Raisonnement par 'absurde, [1]). On veut démontrer la
propriété P. On suppose donc =P qu’on appelle hypothése de raisonnement
par 'absurde et on déduit une contradiction, c’est-a-dire une proposition ()
telle que () et —() soient vraie. On conclut alors que P est vraie.

Exemple 1.38. Soit la proposition suivante :
n? impair = n impair. (1.1)

On montre que P est vraie par ’absurde. Supposons que P soit faux, c’est-
a-dire que n pair et n? impair. Mais, d’aprés 'exemple 1.36, on obtient une
contradiction. Donc —P est faux et ainsi P est vrai.

Remarque 1.39. Dans 'exemple 1.38, la proposition () auxiliaire telle que
-P & Q A —Q est «n? est impair ».

Raisonnement par réccurence

Proposition 1.40 (Raisonnement par réccurence). Soit P, une proposition
qui dépend d’'un méme énoncé qui dépend d’un certain paramétre n (ot n € N).
Soit N € N, si on veut démontrer que P, est vraie, pour tout n > N, il suffit de
montrer

1. Py est vraie, c’est ce qu’on appelle [’initialisation,

2. VYn>N,ona:P,= P, cest ce quon appelle la réccurence.
Exemple 1.41. Soit la proposition suivante :

On veut démontrer que P, est vraie, pour tout n > 1, n € N.

Initialisation La proposition P, est «2! > 1 < 2 > 1» qui est logiquement
vraie.

1. Pour une définition de « pair » et «impair », voir la définition 2.3.
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Récurrence On suppose que P, est vraie (c’est-a-dire que «2" > n » est
vraie). On veut montrer que P, = P,.;. On mutliplie par 2, les deux
membres de 'inégalité de P,. Cela donne

M > = 2" S 9o, (1.2)

Mais :
2n>n+1<&n>1. (1.3)

D’ou, en combinant (1.2) et (1.3), on obtient 2! > n + 1 et ainsi P, =
j

Par le principe de démonstration par récurrence, on a donc P, est vraie pour
toutn > 1, n € N.

Remarque 1.42. Dans 'exemple 1.41, on aurait pu démontrer que la pro-
priété P, est vraie pour tout n > 0 car P, est vraie : 2° > 0.

1.2 Ensembles

La définition 1.23 nous a défini ce qu’est un ensemble. Passons aux défini-
tions d’'un ensemble vide et du cardinal d’'un ensemble.

1.2.1 Premieres définitions et notations

Définition 1.43 (Ensemble vide). Un ensemble vide est un ensemble qui ne
contient aucun élément. On notera l’ensemble vide ().

Définition 1.44 (Cardinal d'un ensemble). Un ensemble E est fini s’il contient
un nombre fini d’éléments. On appelle le nombre d’éléments d’un ensemble, le
cardinal de E (qu’on note card(FE)).

Il convient que le cardinal de I'ensemble vide est égale a 0, d’out card () = 0.
Exemple 1.45. Soit
E={neZ |n|<2}=-2-1,01,2
Alors card(E) = 5.

Définition 1.46 (Inclusion). Soient E et F' deux ensembles. On dit que FE est
inclu dans F (E C F) si tous les éléments de E sont dans F (c’est-a-dire :
«Vrx € B,z € F»).
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FIGURE 1.1 — F estincludans F (F C F)
Remarque 1.47. On dit aussi que £ est un sous-ensemble de F' (ou F est
une partie de F).

Exemple 1.48 (Chaine d’inclusion). On a :
NcZcQcRcC.

Définition 1.49 (Ensemble des parties). Soit E un ensemble. On note & (E),
I’ensemble des parties de E.

Exemple 1.50. Soit £ = {1,2,3}.On a:

Z2(E) ={0,{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1, 3} ,{2,3} , E}
et card(Z(F)) = 8.

Remarque 1.51. F est un sous-ensemble de E.

1.2.2 Opérations sur les ensembles

Définition 1.52 (Intersection et réunion). Soient E et F' deux ensembles.
Lintersection de FE et de F (noté E N F) est l'ensemble des éléments qui
appartient a E et F, c’est-a-dire en opérations logiques :

reENF & (zeE)AN(x eF).

La réunion de E et F (noté EUF) est l'ensemble des éléments qui appartiennent
a FEoua F, cest-a-dire :

reEUF & (zeE)V(reF).
Remarque 1.53. On a les inclusions suivantes :

1. ENFCECFEUF,
2. ENFCFCFEUF.
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ENF EFUF

FIGURE 1.2 — Intersection et réunion de deux ensembles F et F'

Théoreme 1.54. Soient E, I et G trois ensembles. Alors, on a :
(i) EU(FNG)=(FUF)N(EUG),
(ii)) EN(FUG)=(ENF)U(ENQG).

Démonstration. (1)
re EUFNG)& (xeE)V(xe FNG)
S ((reE)V((reF)N(req@))
S((zreE)N(zeF)V((xe E)YAN(z €F))
sre(FUF)N(EUG)

(i1)

r € EN(FUQG) re€E)N(re FUQG)
reE)AN((zeF)V(xeq@))
(xeE)V(zeF))AN((zreE)V(xelF))
re(ENF)YU(ENG).

(
(
(

O

Définition 1.55 (Complémentaire). Soient E un ensemble et A un sous-
ensemble de E. Le complémentaire de A dans E (noté A°ou E\ Aou Cs(E))
est l’ensemble des éléments de E qui n’appartient pas a A, c’est-a-dire :

CAs(E)={r€E, z € A}.
Définition 1.56 (Différence). Soient E un ensemble et A et B deux sous-

ensembles de E. La différence des deux parties A et B (noté A\ B) est 'ensemble
des éléments de A qui n’appartient pas a B, c’est-a-dire :

reA\B< (x € A)N(x ¢ B).
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o

Ca(E)

FIGURE 1.3 — Complémentaire de A dans F

N

FIGURE 1.4 — Différence de A et B dans F

Proposition 1.57. Soit E un ensemble et A et B des sous-ensembles de E.

(i) An A=,
(it) AUA=FE,
(iii) 0 = E,
(iv) E° =),

(v) (A°)° = A,

(vi) AC B = B°C A,
(vii) A\ B= AN BS,
(viii) (AU B)¢ = A°N BS,

(ix) (AN B) = A°U B-.

Démonstration. Les cinq premiéres assertions sont évidentes.

(vi)

reACBe (reA=reB)s (¢ B=>x¢ A
&S (reB =xe A% & B°C A

(vii)

reA\Be (xcecAN(xé¢B) s (recA)N(xreB)<xe AN B
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(viii)
re€(AUB) e -(zr € AUB)< (¢ A)V (z ¢ B)
S (e A)YN(r e BY) < x e AN B-.
(ix)
re€(ANB) < -(re ANB) < —=((x € A) A (x € B))
Sx¢AV(eeB) s (re AV (r e BY) & e AU B
[
Exercice 1.58. 1. Simplifier [1,3]N[2,4] et [1,3]U[2,4].

2. Pour tout n € N, on note nZ I'’ensemble des entiers relatifs multiples de
n:
nZ = {np, p€ Z}.

Simplifier 2Z N 37Z.

Définition 1.59 (Produit cartésien). Le produit cartésien de deux ensembles
E et F (noté E x F) est l'ensemble des couples (x,y) avec x € E et y € F.

ExF={(x,y), vr€ Fetye F}.

Exemple 1.60. On note R?, 'ensemble des couples (z,y) tels que = € R et
y € R, c’est-a-dire :

R?>={(z,y), rc Retyc R} =R x R.

Définition 1.61 (Produit cartésien de plusieurs ensembles). De la méme
maniere que la définition 1.59, on définit le produit cartésien des n ensembles,
El, ey En N

Elx...xEn:{(xb_,,71;n>, $i€Ei, zE{l,,n}}

Exemple 1.62.
R"=RxRx---xR

n fois

Exemple 1.63.
72’ =7ZxZ={(z,y), vrc€ZetycZ},

eton a:Z?>cC R
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1.3 Applications

1.3.1 Définitions

Définition 1.64 (Application). Soient E et F deux ensembles. Une application
f de E dans F est une loi qui associe tout élément x de E a un élément de F
qui est f(x). On notera :

f: E — F
r = f(x)’

Exemples 1.65. 1. Soient £ = {1,2,3} et I' = {4,5,6}, on définit la fonc-
tion f: F — F telle que

f(1) =6, f(2)=4et f(3) =5.
2. Soient £ = Z et F' = Z, on définit la fonction

f 7z = Z
r — f(r)=2x+1"

Définition 1.66 (Image et antécédent). Soit f: E — F. On appelle E l'en-
semble de départ de la fonction f et F 'ensemble d’arrivée. f(z) est I’image
de x par la fonction f et x € E est 'antécédent de y si f(z) =y (avec y € F).

Définition 1.67 (Graphe de la fonction). Le graphe d’une application f: E —
F est l’ensemble

9 ={(z,f(z)), z € E, f(z) € F}.
Le graphe de f est un sous-ensemble du produit cartésien de F x F.
Définition 1.68 (Egalité de fonctions). Soient f: E — Fet g: E' — F' deux
fonctions. On dit que f = g si :
1. E=F,
2. F=F,
3. pourtout x € E, f(x) = g(x).

Définition 1.69 (Application identité). Si E est un ensemble, on note idg,
lapplication identique daans E, application suivante :

idg : F — FE
r — T
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1.3.2 Restriction et prolongement

Définition 1.70 (Restriction). Soient F et F' deux ensembles, f: E — F une
application et A C E. On appelle la restriction de f a A, Uapplication :

f|A A — F
r — flalz)=f(z), Vee A~

fla

E F

7

f

FIGURE 1.5 — Restriction d'une fonction f a A

Définition 1.71 (Prolongement). Soit g: A — I une application. On appelle
prolongement de g & E, toute application f: E — F telle que f|, = g.

Remarque 1.72. Le prolongement n’est pas unique.
Exemple 1.73. Soit la fonction

g : N — Q
z — glz)=1

avec A=N* E=Net I'=Q. On pose :
f1 . N — Q

L sixz #0,
T = Tr)=+<7%
hilz) {O siz=0.
et
f2 : N — Q
L sizx#£0,
r = folx)=47" ] 7
1 sixz=0.

Comme f;|n- = g et fo|n+ = g, f1 et f> sont deux prolongements de g.
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1.3.3 Composition

Définition 1.74. Soient E, F et G trois ensembles, f: E — Fetg: F - G
deux applications. La composée de f et g est 'application :

gof : E — G
z = (9o f)(z)=g(f(z)) "

gof

FIGURE 1.6 — Composition de deux fonctions f et g

1.3.4 Image directe et réciproque

Définition 1.75 (Image directe). Soient F et F' deux ensembleset f: E — F
une application. On appelle image directe de A par f (ot A C E) ’ensemble :

f(A) ={f(z), z€ A} CF.
Définition 1.76 (Image réciproque). Soient E et I' deux ensembles, f: E — F

une application et B un sous-ensemble de F. On appelle image réciproque de
B sur F, l’ensemble :

[(B)={v€E, f(x)=B}.
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e

FIGURE 1.7 — Image directe de A par f

E

FIGURE 1.8 — Image réciproque de B sur F par f

E

B

f—l

FIGURE 1.9 — Ne pas confondre «image réciproque » (f~!(B)) et « application
réciproque » (application f~! qui envoie F sur F si f est une bijection.)
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Remarque 1.77. Attention ! Ne pas confondre I'image réciproque avec
Iapplication réciproque. L'image réciproque par f s’identifie avec I'image
directe par f~! quand f est une bijection (voir la figure 1.9).

Exemple 1.78. Soient 'application :

f: R
x

R

_)
= f(x) = 2?

et six ensembles :

A1: [0,+OO[, A2:R7 A3: [—1,2], Bl = [1,4], B2:{9}7 Bgz{—l}

On veut déterminer les images directes de A;, A, et A; par f et les images
réciproques de B, B et By par f.On a:
f(A) = {2*, 2 € [0, +oo[} = [0, +00[, f(A2) =[0,+00[, f(A3) =[0,4]
f_1<Bl> - [1 ) 2] U {_1 ) _2]7 f_l(B2) - {_373}7 f_l(B3) - v

1.3.5 Injection, surjection et bijection

Définition 1.79 (Injection). Soient E et I' des ensembles et f: E — F une
application. L'application f est injectif si tout élément de I’ admet au plus un
antécédent. Ceci est équivalent a dire que si deux éléments de E ont la méme
image alors ils sont égaux :

Vee E,VyeE, flx)=fly)=z=y
sVre B, Vye B, x#y= f(x)# f(y).

Définition 1.80 (Surjection). Soient E et F des ensembleset f: E — I une
application. Lapplication f est surjectif si tout élément x € F admet au moins
un antécédent. C’est-a-dire f est surjective si et seulement :

YyeF, JxelE, y=f(x).

Définition 1.81 (Bijection). Soient E et F' des ensembleset f: £ — F une ap-
plication. Lapplication f est bijective si elle est a la fois injective et surjective.
Ceci revient a dire que tout élément de F posséde un unique antécédent.
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/ g h

injection surjection bijection

FIGURE 1.10 — Représentation des fonctions injectives, surjectives et bijec-
tives [6]

Définition 1.82 (Réciproque). Soient E et F deux ensembles. Si f: E — F
est une application bijective alors il existe une réciproque :

ft: F - E
y = f

(y) ==
On appelle f~! la réciproque de f.

Exemple 1.83 (L'hotel, [6]). Un groupe de touristes doit étre logé dans un
hotel. On consideére I'application qui consiste a ranger I'ensemble des touristes
(qu'on nommera 7') dans 'ensemble des chambres (qu'on nommera C').

— Les touristes veulent que 'application soit injective, c’est-a-dire que
chacun d’entre eux ait une chambre individuelle. Ceci est possible si le
nombre de chambre dépasse le nombre de touristes.

— L'hotelier, lui, veut que 'application soit surjective, c’est-a-dire que
chaque chambre soit occupée. Ceci est possible si le nombre de touristes
dépasse le nombre de chambres.

— Ainsi, on voit clairement que pour satisfaire les deux parties, il faut que
I’application soit bijective, c’est-a-dire que chaque touriste occupe une
chambre et que toutes les chambres soient occupées.
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Exemple 1.84. Soit 'application

f . R R
X

fla) =a*"

Lapplication n’est ni injectif car f(1) = f(—1) = 1 (c’est-a-dire que 1 posséde
deux antécédents), ni surjectif car —1 ¢ f(R). D’ou f n’est pas bijective. Mais
si on prend la restriction de f sur R, c’est-a-dire la fonction :

%
H

g = f’R+ : R’+ — R+
r = g(x)=2?

)

on peut montrer que cette fonction est bijective.
Injectivité Supposons que f(z) = f(y) alors

g@)=gly) = 2> =y’ ==y (x>0, y>0).

D’ou g est injective.
Surjectivité Soit y € R, alors » = ,/y est un antécédent de y. On a donc :
g([0,400]) = [0, +o0[, d’our g est surjective.

Comme g est injective et surjective, g est donc bijective.

1.3.6 Injectivité, surjectivité des fonctions composées

Proposition 1.85. Soient E, F et G trois ensembles, f: E — fetg: F — G
deux applications. Alors :

(i) Si g o f est injective alors [ est injective.

(it) Si g o f est surjective alors g est surjective.

Démonstration. (1) Il faut démontrer, pour tout z,y € F,

f@)=fly)=z=y.
Or,

f(x) = fly) = g9(f(x)) = 9(f(y) = (go f)(x) = (9o f)ly) = 2=y

car g o f est injective. D’ou le résultat.

(ii) Il faut montrer que pour tout = € G, il existe un y € F tel que g(y) = .
Or : g o f est surjective donc il existe = € E tel que (g o f)(z) = z. On
pose y = f(z) et

9() = g(f(x)) = (go f)(z) = =

Donc g est une application surjective.
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Proposition 1.86. Soient I, F et G trois ensembles, f: E — Fet g: F — G
deux applications. Alors
(i) Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

(it) Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
Démonstration. (i) Supposons que (go f)(z) =(go f)(y),on a:
(go f)(x) = (g0 N)y) = g(f(z)) =9(f(y)) = f(z) = fly) =z =y.

D’ou le résultat.

(i1) Soit z € G, on cherche = € F tel que (g o f)(z) = 2. Comme g est
surjective, il existe un y € F' tel que g(y) = z et, comme f est surjective,
il existe un z € FE tel que f(x) = y. Alors :

(go f)(x) =g(f(x)) =g(y) = 2.

D’ou le résultat.
L]

1.3.7 Injection, surjection et bijection dans le cas des
ensembles finis

Proposition 1.87. Soient E et I' des ensembles finis et f: E — F une appli-
cation. Alors :
(i) Si f est bijective alors E et F ont le méme nombre d’éléments : card(F) =
card(F),
(i) Si f est injective alors card(F) < card(F),
(iii) Si f est surjective alors card(FE) > card(F).

Cette proposition aurait pu étre vu grace a la figure 1.10 et I'exemple 1.83.

Démonstration. (1) Si f est bijective alors a chaque élément de E corres-
pond a un élément de F, c’est-a-dire que card(F) = card(F).
(i1) Si f est injective alors a chaque élément de F' correspond au plus a
un élément de £, ainsi card(F) < card(F'). On pose £’ = f(E) C F et
f: E— F estinjective, ainsi f: F — E’ est une application bijective, ce
qui entraine par le (i) que card(FE) = card(E’) < card(F') car E' C F.
(111)) Comme I'image de chaque élément est unique, on a toujours I'inégalité
card(F) > card(f(F)). On a supposé que [ est surjective donc f(F) = F

et ainsi card(E) > card(F).
]
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Remarque 1.88. La réciproque est fausse. Soient les deux ensembles £ =
{1,2,3}, F ={1,2} et f: E — F une application telle que :

f=1, f(2)=1, f(3)=1.
On a bien card(FE) > card(F') mais f n’est pas surjective.

Corollaire 1.89. Soient E et F deux ensembles de cardinal fini tel que
card(F) = card(F) et f: E — F une application. Alors les énoncés suivants
sont équivalents :

(i) f est injective,
(i1) f est surjective,
(iii) f est bijective.

Démonstration. Pour montrer que tous les énoncés sont équivalents, il suffit
de montrer que (i) implique (ii), puis que (ii) implique (iii), et enfin que (iii)
implique (i).
(i) = (i1)) On suppose que f est injective, dou f: E — f(F) est bijective.
D’ou card(E) = card(f(£)) mais d’apres ’hypothése qu’on a fait sur £
et F', on a card(f(£)) = card(F'), d’ou f(FE) = F (car f(E) C F) et ainsi f
est surjective.
((i1) = (iii)) Supposons qu’il existe =,y € E tel que f(z) = f(y) et z #
y alors card(f(F)) < card(E). Or f est surjective, dou f(E) = f et
card(f(E)) = card(F'). Par hypothese, on a : card(E) = card(F') = card(f(F)),
ce qui nous amene a une contraction. Donc f est aussi injective, d’ou f
est bijective.
((iii) = (1)) Evident car si f est bijective alors f est injective.

1.4 Dénombrements

Théoreme 1.90 (Arrangement). Soient E et I' des ensembles de cardinal fini.
Si p < navec p = card(F) et n = card(FE) alors l'ensemble :

F ={f: F — E, f estinjective}

est un ensemble fini (qu’on appelle ensemble des arrangements de F dans F)
de cardinal n(n —1)---(n—p—1).

Démonstration. Comme F' est de cardinal p, on peut noter F' = {xy,...,24}.
Soit f: F' — E une application injective, cela implique que f(z;) # f(z;) pour
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i # j. Il y a donc n possibilités pour choisir f(z;). Comme f(z,) doit étre
différent de f(z1), on a donc (n — 1) possibilités pour f(z,). Ainsi de suite
pour arriver a f(z,) qui peut étre choisi parmi les n — p + 1 éléments restants
dans E. D’ou card(Z#) =n(n—1)(n—2)---(n —p+1). O

Définition 1.91 (Permutation). Soit £ = {x1,...,z,} un ensemble tel que
card(E) = n. On appelle permutation, toute application o bijective de E dans
E.

Exemple 1.92. Soit £ = {z1,x2}. Si on définit 'application o: £ — F telle
que o(x1) = 9 et o(x2) = x4, alors o est une permutation de E.

Corollaire 1.93. Soit E un ensemble fini de cardinal n alors l’ensemble des
permutations . est un ensemble de cardinal fini et

card(Sg) = nl = Hk

avec 0! = 1. n! est appelé la factorielle de n.

Démonstration. On peut reprendre la démonstration du théoréme 1.90 avec
F = FE (doun = p. D’apres le corollaire 1.89, card(E) = card(F') implique que
f est bijective d’ou f est une permutation de E et ainsi, toujours d’apres le
théoréeme 1.90, on a :

card(Yg) =n(n—1)---(n—n+1)=n!.
[l

Théoreme 1.94 (Combinaison). Soit F un ensemble fini de cardinal n et
soit p un entier tel que 1 < p < n alors l’ensemble des parties de E ayant p
éléments (appelé aussi combinaison de p éléments de E) est un ensemble fini
de cardinal :
nn—1)---(n—p+1)

p! '

D’autres notations pour désigner le nombre de combinaisons de p éléments
de E sont :

cr =

n

ng<n)_n(n—1)---(n—p+1): n! |
p p! pl(n —p)!
Démonstration. On peut s’inspirer de la démonstration du théoréeme 1.90

pour en déduire que I’ensemble des combinaisons de p éléments de E est au
nombre de CE. O]
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Exemple 1.95. Soit £ = {1,2,3} et p = 2. Alors 'ensemble des combinaisons
de 2 éléments de £ sont

CgE = {{17 2} ) {27 3} ) {17 3}} .

3!

Card(%E) = Cg = 5 =

3.

Théoréme 1.96 (Egalité de Pascal). Soient n et p deux entiers tels que 1 <
p <n.Alors :
Ch=Cri+ 0y

Définition 1.97 (Formule du binéme de Newton). Soient a,b € R et soit
n € N avecn > 1, alors :

(a+Db)" =Y Cha" 7P,
p=0

Théoreme 1.98. Soit E un ensemble fini de cardinal n, alors on a :
card(Z(F)) = 2".
Démonstration. On a, d’apres le théoréeme 1.94,
card({F C F, card(F) = p} = CP.
D’ou .

card(P(E)) =Y Ch=(1+1)" =2"

p=0

1.5 Relations d’équivalence

Définition 1.99 (Relation). Soit E un ensemble. Une relation % dans E est
un sous-ensemble de E x E.

Définition 1.100 (Relation d’équivalence). Soient E un ensemble et # une
relation dans E. On dit que Z est une relation d’équivalence si :

1. pourtout x € E, (z,x) € Z (réflexivité),

2. pourtout x,y € E, si (z,y) € Z alors (y,x) € Z (symétrie),
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3. pourtout x,y,z € E, si (v,y) € Z et (y,z) € Z alors (z,z) € Z (transiti-
vité).
Si (x,y) € #, on note : x ~ y ou = Zy.

Définition 1.101 (Classe). Soit x € E. On appelle classe de x relativement a
X, ’'ensemble :
T={yeFE, xcy}.

Remarque 1.102. On trouvera parfois la notation C|4(x) pour désigner la
classe de z relativament a Z.

Définition 1.103 (Ensemble des classes). L’ensemble des classes est noté
E/% ={z, x € E}.

Définition 1.104 (Surjection canonique). Lapplication w: E — FE/Z% défi-
nie par w(x) = T est surjective. Cette application est appelée la surjection
canonique de E vers E/%.

Exemple 1.105. (i) Soient £ = Z et # une relation dans Z définie par :
X = {(x,y) € Z, v —y est pair}.

On montre que Z est une relation d’équivalence :
1. Soit x € Z, on a x — x = 0 qui est, lui-méme, un nombre pair. Donc :

(x,x) € Z#.
2. Soit x,y € Z, on suppose que (z,y) € #. On a donc = — y pair. Notons
n = x—y alors —n garde la méme parité que n. D’ot —n = —x+y = y—=x

est pair et ainsi (y,z) € Z.
3. Soit x,y, z € Z. On suppose que (z,y) € Z et (y,z) € #Z. On a ainsi
x — y pair et y — z pair. Maintenant,

T—zZ2=r—Yy+y—=z
et comme « pair + pair = pair », on obtient que x — z est un nombre
pair d'ou (z, 2) € Z.
On détermine les classes d’équivalences de #. Soit = € Z, alors :
T={y €Z, x —yest pair}.
— SizestpairalorsT={ycZ, yestpair} douz=0=2=4=---,

— Siz est impair alors T = {y € Z, y est pair},douz=1=3=5=---.
On a, donc, Z/% = {0,1}. On note cet ensemble Z/2Z.
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(i1) Soient F = Z x Z* et la relation & sur E définie par :
& = {(a,b),(d V) € (Z x Z*)*, abl = a'b}.

Le lecteur est invité a vérifer que Z est bien une relation d’équivalence.
Soit (a,b) € Z x Z*,on a :

a/

(mMZdeerZﬂaH:m}:{WﬁﬁerZ@%:y.

De plus, ’'application

Q

f o (ZxZY)E —
= f((a,b)) =

(a,b

~—

e

est bijective.

Définition 1.106 (Partition). Soient E un ensemble et F,, ..., E, des sous-

ensembles de E. On dit que E, ..., E, réalisent une partition de E si :
2. Ul E.=E.

FE
FIGURE 1.11 - E,, E,, E3, E4 et E5 réalisent une partition de £

Exemple 1.107. Soient £ = Z, A} = {z € Z, z est pair} et Ay, = {x € Z, = est impair}.
Comme un entier est soit pair ou impair (voir la définition 2.3) et ne peut pas
étre a la fois pair et impair, A; et A, forment une partition de Z.
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Proposition 1.108. Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence
Z. Alorson a :

(i) pourtoutv€c Eetyc E,T=5o0uzNy=0.
(it) T =7 si et seulement si xXy.
Définition 1.109 (Ensemble de représentants). Un ensemble de représen-
tants pour la relation d’équivalence # est un sous-ensemble 7 C FE tel que
1. pour tout x € E, il existe un y € 7 tel que T =7,
2. pour tout x,y € 7, si x # y alors T # 7.
Proposition 1.110. Soient E un ensemble, # une relation sur Eet 7 C E

un ensemble de représentants. ALors les ensembles T (avec x € 7) réalisent
une partition de E/%.

Exemple 1.111. Soient £ = Z et # la relation sur F définie par :
X = {(z,y) € Z*, x — y est pair} .

Ona: 7 ={0,1} qui est un ensemble de représentatnts de Z et Z /% = {6, T}.

1.6 Exercices

Exercice 1.1 (Le missionaire et les cannibales). Les cannibales d’une tribu
se préparent a manger un missionnaire. Désirant lui prouver une derniere
fois leur respect de la dignité et de la liberté humaine, les cannibales pro-
posent au missionnaire de décider lui-méme de son sort en faisant une courte
déclaration : si celle-ci est vraie, le missionnaire sera roti, et il sera bouilli
dans le cas contraire. Que doit dire le missionnaire pour sauver sa vie?
(d’apres Cervantes)

Exercice 1.2 ([2]). Nier la proposition : « Tous les habitants de la rue du
Havre qui ont les yeux bleus gagenront au loto et prendront leur retraite
avant 50 ans ».

Exercice 1.3 ([2]). Compléter les pointillés par le connecteur logique qui
s'impose : <, =, <.

1. Pourz e R, 22 =4......... r=2;
2. Pour2eC,z2=%z......... z€eR;
3. PourzceR,z=m......... el =1,

Exercice 1.4 ([2]). Montrer :
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3

1
k:ﬂ%él,vneNf

k=1

& D(2n+1
o= MDD e e
k=1
Exercice 1.5. Donner la liste des éléments de Z2(Z({1,2})).
Exercice 1.6. Soit A une partie d'un ensemble E, on appelle fonction carac-
téristqiue de A, I'application 1,4 de E dans 'ensemble a deux éléments {0, 1},

telle que :
0 sixzé¢A,
1 —
a(®) {1 size A

Soient A et B deux parties de F, 14 et 15 leurs fonctions caractéristiques.
Montrer que les fonctions suivantes sont les fonctions caractéristiques d’en-
sembles que 'on déterminera :

1. 1—1y4,
2. 1415,
3. 14+15—1, 1p.

Exercice 1.7. Soient F, F, G et H quatre ensembles. Comparer les ensembles
(ExF)N(GxH)et (ENG) x (FNH).

Exercice 1.8. Soient f: R — R et g: R — R telles que f(z) = 3z + 1 et
g(z)=2*—1.Aton fog=go f?

Exercice 1.9. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives,
bijectives ?

1.
f N —- N
n — n+1’
2.
g Z — 7
n — n+1"’
3.
h R? — R?

I

(z,y) = (v+y,z—vy)
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E: R\{l} — R

Exercice 1.10. Soit /: R — R définie par f(z) = 2%;.
1. f est-elle injective ? surjective ?
2. Montrer que f(R) =[-1,1].

3. Montrer que la restriction

g  [-1,1
x

~1,1

[
g(x) = f(x)

—_—

_>
|_>
est une bijection.

4. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.
Exercice 1.11 ([2]). Soit £/ un ensemble et une application f: £ — FE tel que
fO=id pour n € N, frtl = "o f.

1. Montrer que, pour tout n € N, f**! = fo f.

2. Montrer que si f est bijective alors, pour tout n € N, (f~1)" = (f*)~".
Exercice 1.12 ([8]). Soit n un entier supérieur a 2. Montrer que ZZ;& Z—f est
un entier pair.

Exercice 1.13 ([10]). En utilisant la formule du binéme, montrer :
1.

n

> (=nFC =0,

k=0

> KCE =n(n—1)2"7 4 n2"
k=0

Exercice 1.14. 1. Dans le plan, on considére trois droites A;, Ay, Az
forment un « vrai » triangle : elles ne sont pas concourantes, et il n’y en
a pas deux paralleles. Donner le nombre R; de régions (zones blanches)
découpées par ces trois droites.

2. On considere quatre droites A, ..., A, telles qu’il n’en existe pas trois
concourantes, ni deux paralleles. Donner le nombre R, de régions dé-
coupées par ces quatre droites.
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3. On considere n droites A, ..., A, telles qu’il n’en existe pas trois concou-
rantes, ni deux paralleles. Soit R, le nombre de régions délimitées par
Ay, ...,A, et R,_; le nombre de régions délimitées par A,..., A, _;.
Montrer que R, = R,_1 + n.

4. Calculer par récurrence le nombre de régions délimitées par n droites
en position générale, c’est-a-dire telles qu’il n’en existe pas trois concou-
rantes ni deux paralleles.

Exercice 1.15 ([9]). Montrer que la relation & définie sur R par :
xRy < xe¥ = ye”

est une relation d’équivalence. Préciser, pour z fixé dans R, le nombre d’élé-
ments de la classe de x modulo Z.
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Chapitre 2
Arithmétique dans Z

2.1 Divisibilité

Définition 2.1 (Divisibilité). Soient a et b deux entiers. On dit que a divise b
(qu’on notera a | b) s’il existe un entier k tel que b = ka. Si a ne divise pas b, on
notera a 1 b.

Exemple 2.2. On a: 7| 91 mais 5 1 91.

Définition 2.3 (Nombre pair et impair). Un nombre entier est pair s’il est
divisible par 2 ; il est impair sinon.

Propriétés 2.4 (Propriétés de divisibilité). Soient a, b et c trois entiers. Alors :
(i) ala,

(i) sia|betb]|aalors|a|l =|b),

(iii) sia|betb|calorsa]c,

(iv) sia|beta|calors a|bx+ cy, pour tout (z,y) € Z2,
(v) sib#0etalbalors |a|] < bl

Démonstration. (i) Onabiena =1 x a,donc a | a.
(i1) On suppose que a | bet b | a. Il existe donc k, k' € Z tel que b = ka et
a = k'b. D’ou

a=(kk')a= (1 —kk)a=0.

Les solutions sont « = 0 et ki’ = 1. Sia =0 alors b = kK x 0 = 0, dou
la| = |b] = 0. Si kk’ = 1 alors |k'| = 1, dou a = b ou —a = —b, ce qui
implique que |a| = |b|.

31
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(111) On a:
alb=3keZ, b=ka (2.1)
ble=3K €Z, c=Fkb. (2.2)
En combinant (2.1) et (2.2), on obtient
c=kb=Fkka=(kk')a=a]c

(iv) On a supposé a | b et a | ¢ donc il existe k, k' € Z tel que b = ka et
¢ =ka.On a donc :

br + cy = kax + kK'ay = a(kx + k'y),

ce qui implique que a | bz + cy.
(v) Sia |balorsil existe k € Z tel que b = ka. Comme b # 0, cela implique
que k # 0, dou |k| > 1. On a donc :

b=ka=|b| = |k| - |a| > |a.

2.2 Division euclidienne
Proposition 2.5. Soient a et b deux entiers tel que b # 0 alors il existe un
unique entier q et un unique entier r tel qu’on a :

a=gb+r avecO <r <]|bl.

Démonstration. Existence On suppose que b > 0 (la méme démonstration
est a faire pour b < 0). Soit ¢ le plus grand entier tel que ¢b < a alors
q = [%] ol [z] désigne la partie entiére de z. On a alors :

gb<a<(qg+1)b. (2.3)

On peut poser r = a — gb et donc (2.3) implique que 0 < r < b.
Unicité On suppose que a = ¢b+r = ¢'b+1'. On a alors :

(gb+7)—(db+1")=0=qb—gb+r—1"=(g—q¢)o=1"—r
On peut supposer que 7’ > ralors " —r € {0,...,b—1} et si (¢ —¢)b=
r’" —r,on a (comme (¢ — ¢') est un entier) que b | ' — r. Ainsi,

rr—r=0=r=r

et donc (¢ — ¢')b = 0 implique que (¢ — ¢') = 0. Cest ce qu’il fallait
démontrer.
O
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Exemple 2.6. 1. On cherche a faire la division euclidienne de 28 par 6.
Ona24=6x4et30=5x6,dou28=6x4+4(doncq=4etr=24).

2. On cherche a faire la division euclidienne de 28 par —3. On a : 28 =
(—9) x (=3)+1,doug=—-9etr=1.

2.3 Plus grand commun diviseur

2.3.1 Plus grand commun diviseur

Définition 2.7 (Plus grand commun diviseur). Soient a et b deux entiers tel
que a # 0 et b # 0. Le plus grand diviseur commun de a et b (qu’on note
PGCD(a,b) ou a A b) est l'unique entier positif d qui vérifie :

1. d|aetd]|b,

2. siclaetc|balors|c| <d.
Remarque 2.8. Si a = 0 ou b = 0 alors PGCD(a, b) = 0.

Proposition 2.9. (i) Si a et b sont des entiers non nuls alors PGCD(a,b)
existe (c’est-a-dire que l'ensemble {c € Z, c | a et c | b} est non vide et est
fini).

(it) Unicité : si d et d’ vérifient les conditions de la définition alors d' < d et
d < d (cest-a-dire d = d').
(1it) PGCD(a,b) = PGCD(|al,|b|) (ona : d | aet d | b si et seulement si d | |a| et

d| |b).
(iv) Si PGCD(a,b) = dalors aet bs’écrivent a = da’ et b = db’ avec PGCD(a, V') =
1.

Démonstration. Pour montrer la derniére proposition, supposons qu’il existe
un entier £k > O tel que k | o’ et k | ¥'. On a donc dk | da’ et dk | dV, ce qui
implique que dk | a et dk | b. D’ou dk = d et donc k = 1. O

2.3.2 Nombres premiers entre eux

Définition 2.10 (Nombres premiers entre eux). On dit que a et b sont pre-
miers entre eux si PGCD(a, b) = 1.

Exemple 2.11. On a PGCD(7,4) = 1, d’'ou 7 et 4 sont premiers entre eux.

Définition 2.12. On dit que deux nombres sont premiers entre eux s’ils n’ont
pas de diviseurs en commun autre que 1 et —1.
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2.3.3 Algorithme d’Euclide pour le calcul du PGCD

Lemme 2.13. Soient a, b, q et r des entiers tels que a = gb+r alors PGCD(a,b) =
PGCD(b, 7).

Démonstration. Pour cela, on montre que PGCD(a,b) < PGCD(b,r) et que
PGCD(b,r) < PGCD(a,b).

1. On pose d = PGCD(a, b) alors d | a et d | b. Alors d | a — gb ce qui implique
que d | r et comme d | r, on a bien d < PGCD(b, r).

2. On pose d' = PGCD(b,r) alors d' | bet d' | r alors d' | bg + r et ainsi d | a.
Onadoncd|aetd|b, doud <PGCD(a,b).

]

Théoreme 2.14 (Algorithme d’Euclide). Soient a et b deuxs entiers. On a
alors cing cas :

1. Sia=0alors PGCD(a,b) = |b|.
Si b = 0alors PGCD(a,b) = |al.
Si a | balors PGCD(a,b) = |al.
Si b | a alors PGCD(a,b) = |b).

A

Si on n’a pas ces quatre cas la, il faut effectuer des divisions euclidiennes
successives pour obtenir une suite d’équations

a=qb+mr avecO<r <|b,
bZQQT1+T2 avec 0 < ry <11,

rL=gqsro+1r3 avec 0 <rz <oy,
Theo = QnTn_1+7Tn avec 0 <1, <r,_1,
Tn—1 = Qn+1Tn ~ a@vec 1, = 0,
alors PGCD(a,b) = r, (c’est le dernier reste non nul).
Démonstration. Lalgorithme est justifié par le lemme 2.13. On a :
PGCD(a,b) = PGCD(b,71) = PGCD(ry,79) = - - = PGCD(7p, 7p21) = 7p,

car v, = 0. ]
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Exemple 2.15. On cherche PGCD(246, 54) par I'algorithme d’Euclide. On fait
des divisions euclidiennes successives :

246 = 54 x 4 + 30,
54=30x1+24
30=24x1+6
24 =4 x 6.

On a donc : PGCD(246, 54) = 6.

2.4 Théoréme de Bezout

2.4.1 Théoreme de Bezout

Théoréeme 2.16 (Bezout). Soient a et b des entiers non nuls. Alors il existe
des entiers u et v tels que :

au + bv = PGCD(a, b).
Démonstration. 1. Il existe c € Z* tel que ¢ = ax + by avec z,y € Z. On a :

a=1xa+0xb,

b=0xa+1xb,
—a=-1xa+0xb,
—b=0xa+—1x0b.

Or comme a et b sont supposés non nuls, il existe un = € {a, —a,b, —b}
tel que = > 0.

2. Soit d le plus petit entier positif qui s’écrit sous la forme d = ax + by
avec z,y € Z. On fait la division euclidienne de a par d et b par d :

a=qd+r avec(O<r<d,
b=q¢d+7r avec0<r<d

On a alors
r=a—qd=a—qlax + by) = a— qax — gbx = a(l — qx) — qby,

c’est une combinaison linéaire de a et b. Posons 2/ = 1 — qz et ¢y = —qu,
onadonc:r =ar' +by.Or,onaenplusque 0 <r <d,dour =0et
d | a. On fait la méme chose avec ' :

r'=b—qd="b—qlax + by) = b(1 — qy) — qaz = by’ + ax’.
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Or les conditions ' = az’ + by’ et 0 < r’ < d nous donne que ' = 0, d’ou
d|b. Ainsi,onad | aetd|b, donc PGCD(a,b) > d.
Réciproquement, on a PGCD(a,b) | a et PGCD(a,b) | b, cela implique
que

PGCD(a,b) | ax + by, pour tout z,y € Z.

Comme d = ax + by, on a bien PGCD(a,b) | d et donc d > PGCD(a,b).
D’ou : PGCD(a,b) = d = ax + by.
O

Remarques 2.17. 1. u et v ne sont pas uniques. Par exemple, si on prend
a=15etb=6,ona:PGCD(a,b) =3. Or,

PGCD(a,b) =15—2x6=3x 15— 7 x 6.

2. 1l existe u,v € Z tels que au + bv = d. On peut avoir d # PGCD(a,b)
et dans ce cas, PGCD(qa,b) | d. Par exemple, soita = 15etb=6,on a:
2 x 15+ 1 x 6 = 36 mais 36 # PGCD(15,6).

3. Pour trouver les entiers u et v tels que PGCD(a, b) = au + bv, on utilise
I'algorithme d’Euclide. On peut, par exemple, reprendre 1'algorithme
d’Euclide pour trouver le PGCD(246, 54) (vu en exemple 2.15).

246 = 4 x 54 + 30, (2.4)
54 =1 x 30 + 24, (2.5)
30 =1 x 24 4 4, (2.6)
24 =4x6

On trouve donc PGCD(a, b) = 6 et

(2.4) = 30 = 246 — 4 x 54,
(2.5) = 24 = 54 — 30 = 54 — (246 — 4 x 54) = —246 + 5 x 54,
(2.6) = 6 =30 — 24 = (246 — 4 x 54) — (=246 + 5 x 54) = 2 x 246 — 9 x 54.

Donc:u=2etv=-9.

2.4.2 Corollaires du théoreme de Bezout
Corollaire 2.18. Soient a et b des entiers non nuls. Si ¢ | a et c | b alors

¢ | PGCD(a,b).

Démonstration. Soit d = PGCD(a,b). On a, par le théoreme de Bezout, qu’il
existe u,v € Z tels que au + bv = d. Comme ¢ | a et ¢ | b, cela implique que
¢ | au+ bv et donc que ¢ = d. O
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Corollaire 2.19. Soient a et b deux entiers non nuls. Si PGCD(a,b) = 1 alors
il existe u,v € Z tels que au + bv = 1.

Démonstration. (=) On utilise le théoréme de Bezout.
(<) Soitc € N* tel que ¢ | a et ¢ | b. Alors,on a : ¢ | au+ bv, ce qui implique
que c | 1 et donc que ¢ = 1. On obtient donc PGCD(a, b) = 1.
[

Corollaire 2.20 (Lemme de Gauss). Soient a, b et c des entiers tels que a | bc
et PGCD(a,b) =1, alors a | c.

Démonstration. Lhypothese « PGCD(a,b) = 1 » implique qu'’il existe u,v € Z
tels que au + bv = 1. En multipliant par ¢ dans chaque membre de 'égalité,
on obtient

auc + bve = c.

Or, comme a |aeta|b,ona:

a|acu+bev = alc.

Remarque 2.21. L'énoncé est faux sans ’hypothese PGCD(a,b) = 1.

Corollaire 2.22. Soient a,bet c trois entiers telsque a | ¢, b | cet PGCD(a,b) =
lLalors ab | c.

Démonstration. Comme PGCD(a,b) = 1, il existe u,v € Z tels que au+ bv = 1.
On multiplie, dans chaque membre de ’équation, par ¢ : acu + bcv = ¢. On
utilise ensuite les hypothese de divisibilité de a et b. a | ¢ implique qu’il existe
k € Z tel que ¢ = ka et b | c implique qu’il existe k' € Z tel que ¢ = k’b. On a
donc :

acu + bev = ¢ = ak'bu + bkav = ¢ = ab(kK'u + kv) = c = ab | c.
[

Remarque 2.23. Encore une fois, I’énoncé est faux sans 'hypothése PGCD(a, b) =
1.

2.5 Equations diophantiennes linéaires

Définition 2.24 (Equation diophantienne). Une équation diophantienne
linéaire en deux variables est une équation du type ax + by = c ot a,b et c sont
des entiers et les inconnus x et y sont des entiers.
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Théoreme 2.25. Soient a,b et c des entiers. On considére ’équation diophan-

tienne suivante :
ar +by=c avecux,yc<Z. (E)

On pose d = PGCD(a,b). Alors :
(i) (E) admet une solution (z,y) € Z? si et seulement si d | c,

(ii) si d | cet si (wg,y9) € Z* est une solution particuliére de (F) alors les
solutions générales sont du type :

r =X + k-

y=yo—k-

Démonstration. (i) Dans le sens direct,ona d | a et d | b qui implique qu’il

existe z et y tels que d | ax et d | by. En faisant ’addition des deux, on
obtient : d | ax + by et comme ax + by = ¢, d | c.

Dans le sens contraire, on utilise le théoréeme de Bézout. Il existe u, v € Z

tels que au + bv = d. On suppose que d | ¢, donc il existe k € Z tel que
¢ = kd. On obtient alors :

avec k € 7.

UIe o |~

au + bv = d = kau + kav = kd = kau + kbv = ¢ = (z,y) = (ku, kv).

(i1) Soit ’équation (£) : ax + by = cavec d | a et d | b. On suppose aussi
qued | ¢, on a alors :

a b c
- —y = —. 2.
da:+dy y (2.7)

On pose donc o’ = 4,0 = L et ¢ = <. (2.7) devient donc a'z + b'y = ¢
avec PGCD(d/,b') = 1. Soit (z0, o) une solution particuliere de (~), on a
donc : 'z + b'yy = . Soient

dr+by=<c (2.8)
a'wy+ by, = (2.9)

On fait (2.8) — (2.9), ce qui donne :
a'(z — o) + V' (y —yo) =0=V"| d'(z — 20),
comme PGCD(¥,a’) =1, on a donc :
V| (x—x0) = ax—x9=Fkt aveck € Z.
On a donc :

b
$2x0+kb/:>$:370+k‘8-
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On peut faire la méme chose pour y, on obtient

a
=qyy— k- —.
Y =1%o d

Vérifions maintenant qu’on a une solution de I’équation (F) :

b
ar+by=c&a- (:vOJrk:-a) +0b- <y0+k5-%> = axg + bry = c.
Exemple 2.26. Soit a résoudre 'équation
40x + 18z =4, avecx,y € Z. (2.10)

On utilise 'algorithme d’Euclide pour trouver le PGCD(40, 18) :

40=18x2+14
18=4x4+2
4=2x2.

D’ou PGCD(40,18) = 2. On divise '’équation (2.10) par PGCD(40, 18), on
obtient une nouvelle équation :

20x 4+ 9y =2 (2.11)
qui a les mémes solutions que (2.10). On a :

4=40—2x 18,
2=18—4(40—2x18) = —4 x40+ 9 x 18 = —8 x 20 + 18 x 0.

D’ou (zg,y0) = (—8,18) est une solution particuliére de (2.10). Les solutions
générales sont donc, par le théoréeme 2.25,

= -8+ 9k
{x + avec k € 7.

y =18 — 20k

Avant de terminer ce paragraphe sur les équations diophantiennes, on
peut donner une interprétation géométrique. La droite d’équation ax + by = ¢
(avec z,y € R) contient des points dont les coordonnées sont des nombres
entiers si et seulement si d | c. Si (2, yo) est un point de coordonnées entiéres
sur la droite alors (zo + k - b, yo — k - a) se trouve sur la droite (avec k£ € N).
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2.6 Plus petit commun multiplicateur

Définition 2.27 (Plus petit commun multiplicateur). Soient a et b deux
entiers non nuls. Le plus petit commun multiple (PPCM) de a et b (noté
PPCM(a, b) ou a V b) est l'unique entier positif m qui vérifie les deux propriétés
suivantes :

1. a|metbh|m,

2. sia|cetb]|calorsm <|c|.
Remarque 2.28. Si o = 0 ou b = 0 alors PPCM(a, b) = 0.

Proposition 2.29. Soient a et b deux entiers non nuls alors PPCM(a,b) -
PGCD(a,b) = |ab|.

Démonstration. On a : PGCD(a,b) > 0 = PGCD(|al,|b] et PPCM(a,b) =
PPCM(|a|, |b]). On peut supposer que a > 0 et b > 0. On pose d = PGCD(a, b).
Ainsi si d | ab alors il existe un entier m € Z tel que ab = dm. On veut montrer
que m = PPCM(a,b). Oronad|aetd|bdonca=dd etb=db avecad't € Z
et PGCD(d/,b') =1.0n a:

md = ab = dd'db = d?d't = m = dd't) = abl =Va (2.12)

cara | metb| m. On suppose quea | cetb | c, on a alors ¢ = ka et c = k'b. Ce
qui implique
ka = k'b = ka' =K't/

,dou b | ka' et donc (comme m = ab’ < ak < ¢),
V|k=b<k. (2.13)

En combinant et , on a m = PPCM(a, b), d’'ou le résultat. O

2.7 Nombres premiers

2.7.1 Définition des nombres premiers

Définition 2.30 (Entier premier). Un entier premier est un entier p > 1 tel
que les seuls diviseurs de p sont —1, —p, 1 et p.

Exemple 2.31. 17 est un nombre premier mais par contre 87 n’en est pas un
car /87 ~ 9 et & = 29.

Remarque 2.32. Soit n un entier et p un nombre premier. Si p { n alors
PGCD(p,n) = 1.
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2.7.2 Lemme d’Euclide

Lemme 2.33 (Euclide). Soit p un entier premier et soient a et b deux entiers.
Sip|abalorsp|aoup|b.

Démonstration. On suppose que p et a sont premiers entre eux (sip | a, on a
le résultat voulu). Les seuls diviseurs positiffs sont 1 et p, Or p divise ab, donc
d’apres le théoreme de Gauss, p divise b. ]

Remarque 2.34. Plus généralement, siona: p | [[, a,; alors il existe i tel
que p | a;.

Proposition 2.35. Soit n un entier tel que n > 1 alors il existe un nombre
premier p tel que p | n.

Démonstration. Supposons qu’il existe un entier n > 1 tel que aucun nombre
premier p divise n. On pose I'’ensemble :

E ={a € Z, a > 1 et aucun nombre premier ne divise a}

alors n € E, donc E # (). Soit m € E, le plus petit élément de £ alors m > 1 et
m n’est pas un nombre premier. Donc, il existe d € Z tel que d | net 1 < d < m.
Mais d < m implique que d ¢ F donc il existe un nombre premier p tel que
pld.Orp|detd]|m,doup|m,cequinous mene a une contradiction. [

2.7.3 Théoreme d’Euclide
Théoreme 2.36 (Euclide). Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. On note &2 'ensemble des nombres premiers. Supposons
qu’il est de cardinal fini donc on peut supposer que & = {py,ps,...,p,}- On
considére le nombre :

N=]]w+1
i=1

alors p; t N car s’il existe i € {1,...,n} tel que p; | N alors

pi‘N_Hpi:pi|1-

=1

On aboutit a une contradiction. D’ou I'entier N n’est pas divisible par un
nombre premier. ]

Proposition 2.37. Soit n un entier tel que n > 1. n est un nombre premier si
et seulement si n n’admet pas de diviseurs d tel que 1 < d < \/n.
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Démonstration. (=) Clest évident!

(«<=) Par contraposition, on montrer que si n n’est pas un nombre premier
alors n n’admet pas de diviseurs d tel que 1 < d < y/n. Comme n n’est
pas premier, il existe k € Z tel que k | n avec k > 1. Soit [ le plus petit
diviseur de n tel que [ > 1, alors [ s’écrit n = Im avecm > 1. On a :

m>l=ml>PFP=n>F=101<n

On peut donc prendre d = .
O

Exemple 2.38. On montre que 73 est premier. On a /73 < /81 < 9. Ainsi on
teste si k divise 73 avec k nombre premier compris entre 1 et 9. On a :

2473, 3473, 5473, T473.

D’ou, 73 est bien un nombre premier.

2.7.4 Crible d’Erastosthéene

Le crible d’Erastosthéne de taille n consiste a :

— écrire une liste de tous les entiers k tels que 1 < k < n,
rayer tous les nombres pairs (sauf 2),

rayer tous les multiples de 3 (sauf 3),

rayer tous les multiples de p (sauf p), pour p un nombre premier compris
entre 1 et \/n.

Ainsi, le crible d’Erastosthéene de taille n» donne tous les nombres premiers
qui sont compris entre 1 et n. La figure 2.1 nous donne le crible d’Erastosthéne
de taille 100.

Proposition 2.39. Soit p un nombre premier alors /p est irrationnel (c’est-a-
dire qu’il n’existe pas d’entiers a et b tels que \/p = 7).

Démonstration. On suppose que ,/p € Q alors il existe a,b € Z tel que b # 0
et \/p = ¢. De plus, on suppose que PGCD(a,b) = 1 (car si PGCD(a, b) = d, on
pourra remplacer a par o’ = ¢ et b par b’ = g). Ona:
2
\/]_9_5:>p—b—2:>a = pb”.
D’ou p | a donc il existe k € Z tel que a = kp. On obtient donc :

CL2:I<,'2102:>102|(12:>pz|10b:>p|b2

et ainsi, p | b. On aurait donc PGCD(a,b) = p mais p = 1 et 1 n’est pas un
nombre, on aboutit donc a une contradiction. ]
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FIGURE 2.1 — Crible d’Erastosthéne de taille 100 : les nombres premiers sont
entourés en rouge, le reste devrait étre rayé
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2.7.5 Théoreme fondamental de Parithmétique

Théoreme 2.40 (fondamental de I'arithmétique). Tout entier n > 1 peut
s’écrire comme un produit de nombres premiers, c’est-a-dire n s’écrit :

a1 (75
n=py Dy

avec py, ..., p. des nombres premiers, a; des nombres entiers supérieur & 1 et
k > 1. Cette décomposition est unique a l’ordre de facteurs prés.

Démonstration. On démontre le théoréme par I'absurde. On suppose qu’il
existe un entier n > 1 qui n’est pas produit de nombres premiers. Soit

E ={a€Z, a>1etan’est pas un nombre premier} .

E n’est pas un ensemble vide car n € F, donc £ possede un plus petit élément
m. Il existe donc un nombre premier tel que p | n et ainsi m s’écrit m = pm’
avec 1 <m’ < n.Orm’ < m,doum' € E et m’ est un produit de nombres
premiers donc s’écrit :
m' = pit-p)l.
Comme
_ I b1 by

m =pm =ppy PP

, c’est donc bien un produit de nombres premiers.
On montre maintenant I'unicité de la décomposition. Supposons que :

a a b b
n:pll...pkk:qll...qll
avec p;, ¢; des nombres premiers. On a donc

b1 by
ql ...ql’

d’ou I'existence d'un indice 1 < j < tel que p; = ¢; et b; > a;. De méme :

b; b;
qja ’n:>qjj ’pclbl,_.ka

donc il existe un indice 1 < i < j tel que p; = ¢; et a; > b;. La conclusion de
tout cela est que k =1, {p1,....pr} = {a1,...,q;} et pour tout ¢, il existe j tel
que a; = b; : c’est bien l'unicité a 'ordre des facteurs pres. ]
Exemples 2.41. 1. 24 =23 x 3 =8 x 4,

2. 87 =3 x 29,

3.315=3"x5xT.
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Corollaire 2.42. Soit un entier n > 1. On peut donc écrire n = pi* - - - p;* avec
P1,...,pr des nombres premiers et aq,...,a; des entiers positifs. Si d > 0 et
d| nalors d | p;, pourtout1 <i<ket:

k

d:plf---pz avec 0 < b; < a,.
Le nombre de diviseurs positifs de n est donc (a; + 1)(az + 1) - -+ (ax + 1).

Démonstration. Soit p un nombre premier tel que p | d alors comme p | n, il
existe 1 < i < k tel que p = p;. Donc les diviseurs premiers de d appartiennent
a l'ensemble {pi,...,px}. On écrit d = p5' - -p,bj. Ord | n,donc 0 < b; < a; pour
ie{l,...,k}. Comme b; € {0,...,a;},il y a a; + 1 possibilités pour choisir b;,
d’ou (a; + 1) --- (ax + 1) possibilités pour choisir d. O

Exemple 2.43. Soit 12 = 22+ 3, donc p; = 2, po = 3,a; = 2 et ay = 1. Le
nombre de diviseurs de 12 est 3 x 2 = 6.

Corollaire 2.44. Soient a et b des entiers tel que a > 1 et b > 1. On écrit :
a=pfpln, b=pitep)

avec p; des nombres premiers et a;,b; > 0. Alors :
PGCD(a, b) — mln(a1 b1) sznin(ak,bk)j
PPCM(a, b) — max(a1 b) ‘prlz’lax(ak,bk).

Démonstration. — Soit ¢ un entier positif. Si ¢ | a et ¢ | b alors ¢ s’écrit :

C:p'lﬂ...pzk,
avec v; < a; et vy, < b, dou v; < min(b;, a;). Ainsi, on obtient que le

PGCD(a, b) = pynentt) ... poin(anby)
— Soit d un entler positif tel que a | d et b | d alors d s’écrit :

d:pl ...pk

avec o; > aj et o; > b;. Dot oy > max(a;, b;) et PPCM(a,b) = max(al b .. -p?ax(a’“’b’“).
O

Exemple 2.45. Soit « = 180 et b = 378. On décompose « et b en facteurs de
nombres premiers :

180 =3%x2x5x2x3=2"x3%x35,
378 =2x3x3x3xT7T=2x3xT.

D’ou :
PGCD(a,b) = 2 x 3% = 18,
PPCM(a,b) = 2% x 3% x 5 x 7 = 3780.
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2.8 Congruences

2.8.1 Premiers résultats

Définition 2.46 (Congruences). Soit n un entier tel que n > 1 et soient a et
b des entiers. On dit que a et b sont congrus modulo n (noté a = b (mod n)) si
nl|a—b.
Exemples 2.47. 1. 9=1 (mod 4),

2. 19 = —1 (mod 5).

Remarque 2.48. On a: a =0 (mod n) si et seulement si a est divisible par
n (en vertu de la définition).

Proposition 2.49. (i) La relation « congru modulo » est une relation d’équi-
valence.

(i1) Sia=0b (mod n)etsic=d (mod n)alorsa+c=b+d (mod n) et ac = bd
(mod n).

(iit) Si a = b (mod n) alors, pour tout k € N, on a : a* = b* (mod n).
Démonstration. (1) On montre que la relation « congru modulo » est une
relation d’équivalence.
Réflexivité Ona:a=a (mod n)carn |a— a.

Symétrie Sia =0 (mod n),onaalors:n|a—0b,doun|b—aouencore
b=a (mod n).

Transitivité On suppose que a = b (mod n) et b = ¢ (mod n). On a
alorsn | a —betn|b— c. En faisant la somme, on obtient :

nla—b+b—c=nla—c,

d’ou le résultat.

Ainsi, « congru modulo » est bien une relation d’équivalence.
(i1) Soita = b (mod n) et c =d (mod n)doncona:n|a—betn|c—d.
D’ou :
nla—b+c—d=nl|(a+c)—(b+d)=a+c=b+d (modn).
De plus,
ac — bd = ac — bc + bc — bd = c(a — b) + b(c — d),

ce qui implique que n | ¢c(a — b) + b(c — d) et donc n | ac — bd.
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(i11) On peut démontrer cet énoncé par réccurence sur k en utilisant (ii).
[

Définition 2.50 (Z/nZ). Soit % la relation d’équivalnce définie par :
aZb<=a=b (mod n).
La classe de a associée % est :
a={rx€Z,a=x (modn)}={zx€Z nla—=x}.

On note donc
Z/nZ =7/% = {a, a € Z}.

Exemple 2.51. Soient n = 3 et a = 2, on a donc :
2={..,—4,-1,2,5,8,11,...}.

Un systeme de représentant pour n est 'ensemble {0,1,2,...,n — 1}. Donc :

Z/nZ = {G,T,Z...,n— 1}.
Exemples 2.52. 1. Soit n = 2, alors Z/2Z = {0,1} et :

r€Z, x=0 (mod?2)}={xe€Z, xestpair},

0=
1={z€Z =1 (mod2)}={z€Z xestimpair}.

{
={
2. Soit n =2, alors Z/3Z = {0,1,2} et :

0={reZ r=0 (mod3)},
1={r€Z, z=1 (mod3)},
2={re€Z r=2 (mod3)}.

Remarque 2.53. Soit r le reste de la divison euclidienne de a par n. On a
donc :

a=qgn—+r, avecl0<r<n-—1.

Alors a = r (mod n).
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2.8.2 Equations de congruences linéaires

Théoreme 2.54. Soit n un entier tel que n > 1 et soient a et b deux entiers. On
considére l’équation :
ar =b (mod n) (E)
d’inconnue entiere x alors :
(1) (E) admet une solution si et seulement si PGCD(a,n) | b.
(i1)) On pose d = PGCD(a,n). Si d | b alors l'équation (E) admet exactement d
solutions modulo n.

Démonstration. (1) Siax =b (mod n) alors n | ax—b, ce qui est équivalent
a lexistence d'un y € Z tel que (ax — b) = ny. Donc (F) admet une
solution si et seulement s’il existe x,y € Z tels que ax — ny = b, d'ou

PGCD(a,n) | b.
(i1) On pose d = PGCD(a,n). On suppose donc que d | b et on pose alors :
Gy boan
a—d,b—d,n—d.
L'équation () est donc équivalente a
adr—n'y="0". (E")

Soit (zg,yo) une solution particuliere de (£’). Les solutions de (F’)
s’écrivent donc :

— kn'
{x To T , aveckeZ.

y = yo + kd
En posant z;, = 2o + kn’,on a :

zp = (mod n) & xo+kn' =xo+In' (mod n)
en|(k—n'edl k-1

Ainsi, il y a exactement d solutions de (£) modulo n : zg,z1,..., 241
avec :

/
Ty =g +MNn,

Ty = T + 21,

Tqg_1 = Tg + (d — 1)’”’.

car xy = xo (mod n).
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Exemples 2.55. 1. Soit 'équation
2 =3 (mod 5). (2.14)

Ona:PGCD(2,5) = 1et1| 3,doncil y a exactement une solution modulo
5. Résoudre 2.14 est équivalent a résoudre ’équation diophantienne
suivante :

2x — by = 3. (2.15)

La solution particuliere est (xg,y,) = (1,—1) et modulo 5, cela donne
(0,90) = (1,4) (car —1 =4 (mod 5)).

2. Soit ’équation
S5r=4 (mod7). (2.16)

On a : PGCD(5,7) = 1 donc il y a une solution modulo 7. Résoudre 2.16
est équivalent a résoudre I’équation diophantienne suivante :

br — Ty = 4. (2.17)

La solution particuliere est (xg,y0) = (12, 8) et modulo 7, (z¢,y0) = (5, 1).

2.8.3 Petit théoreme de Fermat

Proposition 2.56. Soit p un nombre premier alors, pour tout entier k avec
1<k<p—1o0na:
k
C, =0 (mod p).

Démonstration. On a :

k P! k

Or :p | p!, ce qui implique p | Cfk!(p — k)!. D’apres le lemme d’Euclide, p | C*
oup|kloup|(p—k)!.Mais:k<petp—k<p,doncptkletpt(p—Fk). La
seule possibilité est donc p | CE. O

Théoreme 2.57 (Petit théoreme de Fermat). Soit p un nombre premier et
soit a un entier alors :
a’? =a (mod p).

Si ptaalors:
a” =1 (mod p).
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Démonstration. On utilise la formule du bindme de Newton pour développer
(a+1)P:
(a+1)P =a’+ Cpa" '+ Ca?? + -+ Ctla+ 1.

D’apres la proposition 2.56, onap | C)sil <k <p—1etainsi:
(a+1)P=d’+1 (mod p). (2.18)
Supposons que a > 0 :

(218)=>a’=(a—1)"+1 (mod p),
=d’=(a—-2"+2 (mod p),

=a"=0"+1 (mod p).

On a donc = a”ap. De facon analogue, on montre que a” = a (mod p) pour
a < 0.0On a alors :

a?=a (modp)=pl|ld —a=plala® ' —1).
D’apres le lemme de Gauss, on obtient p |a oup | a?~' — 1. Or : p{a, donc :

pla?™ —1=a"'=1 (modp).

2.9 Exercices

Exercice 2.1 ([11]). Combien 15! admet-il de diviseurs ?
Exercice 2.2. Quel est le reste de la division euclidienne de 565 par 13?

Exercice 2.3. Décider si :
1. 13 et 7 sont premiers entre eux,
2. 37 et 20 sont premiers entre eux,
3. 9 et 123 sont premiers entre eux,

4. 38 et 20 sont premiers entre eux.
Exercice 2.4. Calculer PGCD(132,60), PGCD(99099, 43928) et PGCD(—1023,4561).

Exercice 2.5. En utilisant I’exercice 2.4, trouver :



2.9. EXERCICES 51

1. xz,y € Z tels que 132z + 60y = 8,
2. a,b € Z tels que 99099a + 43928h = 5,
3. u,v € Z tels que 1023u + 4561v = 1.

Exercice 2.6. Trouver les solutions entiéeres de I'équation :
102z — 18018y = 18.

Combien y a-t-il de solutions telles que = et y soient compris entre 0 et 4000 ?

Exercice 2.7. Résoudre dans Z ’équation :
ba + 160 + 6¢ = 2.

Exercice 2.8. Dire, en justifiant la réponse, si les énoncés sont vrais ou faux.
Si a divise mn, a divise m ou n.

Si a divise n ou a divise n, a divise mn.

Si a divise mn et a ne divise pas m, a divise n.

PGCD(a,b) - PPCM(a, b) = ab.

PGCD(a, b, c¢) = PGCD(PGCD(a,b), c).

Si a divise 42n + 37 et Tn + 4, alors a divise 13.

A e

Exercice 2.9. Calculer PGCD(n,n + 1) et PPCM(n,n + 1) pour n € Z.

Exercice 2.10. Montrer que, pour tout entier m, il existe un n tel que l'inter-
valle [m,n + m] ne contient aucun nombre premier. Indication : considérer
des nombres du type n! + k.

Exercice 2.11. Trouver le chiffre des unités de 1092907 et 2323*,
2002 1.

Exercice 2.12. Quel est le reste de la division euclidienne de > }=;
157

par

Exercice 2.13. Résoudre les congruences :
1. 20z =3 (mod 10),
2. 123z =7 (mod 5),
3. 107x = 112 (mod 11).



52

CHAPITRE 2. ARITHMETIQUE DANS Z



Chapitre 3

Groupes, anneaux et corps

3.1 Groupes

3.1.1 Définitions et exemples

Définition 3.1 (Groupe). Soit G un ensemble non vide muni d’une opération
(ou une loi de composition notée « * ») :

x : GxGE = @G
(r,y) = x*xy’

On dit que (G, *) est un groupe si :

(i) pour tout x € G, pour tout y € G, v xy € G. On dit alors que G est stable
par la loi de composition.

(it) Pour tout x,y,z € G,on a :
Tk (y*xz)=(rxy)*z.

On dit que la loi de composition est associative.

(iti) Il existe ¢ € G, qu’on appelle élément neutre tel que pour tout x € E,
r*xe=e*xxr =2=.

(iv) Tout élément de G admet un inverse (on dit aussi que tout élément de G
est inversible), c’est-a-dire :

VeeG, yeG, zxy=cetyxr=e,

y est appelé I'inverse de x et on note y = x~ .

53
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Remarques 3.2. 1. Si, en plus,on a:
Ve, ye G, x*xy=yxu,

on dit que (G, %) est un groupe abélien ou commutatif.

2. Soit (G, *) un groupe, on peut montrer que 'élément neutre ¢ et I'élé-
ment inverse y = z~! sont uniques.

Démonstration de la remarque 3.2-2. On montre tout d’abord que I'élément
neutre e est unique. Supposons que ¢ et ¢ sont deux éléments neutres de
(G, x) alors on a,

rxe=e*xxr=uzx, (3.1)

rxe =€ xx=uz. (3.2)
Si on remplace dans (3.1), x par ¢’ et dans (3.2), = par e, on obtient :
exe =¢ xe,
c’est-a-dire e = ¢'.
On démontre finalement que 1’élément inversible y = 2~ est unique.

Supposons que y et ¢’ sont deux éléments inversibles de = dans (G, %), alors
ona:

1

THRY=Y*kT =e, (3.3)
zxy =y xx =ec. (3.4)

En tenant compte de (3.3) et (3.4), on obtient :
W xz)xy=y x(z*y) =>exy=exy,
douy =1y ]

Exemples 3.3. 1. (Z,+) est un groupe abélien avec 0 comme élément

neutre et d’inverse 2! = —z, pour z € Z.

2. (R, +) est un groupe abélien avec 0 comme élément neutre et d’'inverse
1 = —z, pour x € R.

=1 pourzc Q.

T

x
3. (Q*, x) est un groupe abélien avec 1 comme élément neutre et d’inverse
x

4. (R*, x) est un groupe abélien.
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3.1.2 Sous-groupes

Définition 3.4. Soient (G, *) un groupe et H un sous-ensemble de G. On dit
que (H,x) est un sous-groupe de G si (H, x) est un groupe lui-méme.

Proposition 3.5. Soient (G, x) un groupe, e l’élément neutre de (G, *) et H un
sous-ensemble de G. Alors (H, x) est un sous-groupe de (G, *) si :

(i) ec H,

(it) pour tout x,y € H, xxy € H,
(iii) pour tout v € H, v=' € H.
Démonstration. On vérifie les propriétés (i)-(iv) de la définition d'un groupe
pour (H, ) :

(1) Cette propriété est vérifié par la condition (ii) de la proposition.

(i1)) L'opération = est associative sur H car elle est associative sur G.

(i11) Il existe un élément neutre dans H gréace a la condition (i) de la proposi-
tion.

(iv) Chaque élément x € H admet un inverse par la condition (iii) de la
proposition.

O

Exemples 3.6. 1. (Z,+) et (Q,+) sont des sous-groupes de (R, +).
2. (Q*, x) est un sous-groupe de (R*, x).
3. On montre que si H = {—1,1}, (H, x) est un sous-groupe de (R*, times).
Pour cela, il suffit de vérifier les trois assertions de la proposition 3.5.

(i) 1 est ’élément neutre de (R*, x) et 1 est bien dans H.
(i1) Il faut vérifier que pour tout xz,y € H, on ait bien x x y € H. Mais :

Ixl=11x-1=-1, -1x—-1=1, ~1x1=—1.

(iii) On montre que pour tout = € H, il existe y € H tel que = x y =
yxr=e Siz=1,onprendy=1etsiz=—1,onprendy = —1.

4. Soient G = (R*, x) et H' = {1,2,1}. Cette fois-ci, on montre que (H’, x)
n’est pas un sous-groupe de GG. On a bien I'élément neutre (1) de G dans
H' mais on a 2 x 2 = 4 et 4 n’appartient pas H'. D’ou H' n’est pas un
sous-groupe de G.
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Définition 3.7 (Puissance d’'un élément d’'un groupe). Soient (G, x) un groupe,
e l’élément neutre de G et x € G. Soit n € Z, on note :

e sin=0,
THkT K- % sin >0,

n __ —_——

T = n fois
1, -1 ~1 .
xoxx x--oxx 0 Sin <O
L n fois

Exemple 3.8. Siz c Galors z72 =z ! xz7 L,

Remarque 3.9. Si l'opération est 'addition alors 2" =2 +x + --- + 2 = nax.

Définition 3.10 (Sous-groupe engendré). On appelle sous-groupe engendré
par x, le plus petit (au sens inclusion) sous-groupe de G qui contient x. On
peut noter ce sous-groupe (x) et on dit que x est un générateur du groupe ().

On peut aussi noter :
(x) ={2", ne Z}.

Exemple 3.11. Soient G = (Z, +) et a € Z, on définit :
(a) = {na, n € Z} = aZ.

Pour a = 2, (2) = 2Z correspond a 'ensemble des nombres pairs.

3.1.3 Etude du groupe Z /nZ
Z/nZ
On rappelle que la relation :

Xy < a=0>b (modn)

est une relation d’équivalence sur Z et la définition 2.50 :

Définition 3.12 (Z/nZ). Soit Z la relation d’équivalnce définie par :
aZb < a=b (mod n).

La classe de a associée Z est :

a={r€Z,a=xr (modn)}={x€Z n|a—=x}.

On note donc
Z/nZ =7/% ={a, acZ}.

On va montrer dans ce paragraphe que I’ensemble Z /nZ = {6, 1,...,n— 1}
forme un groupe avec des opérations bien précises.
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Addition dans Z/nZ
On définit ’'addition dans Z/nZ :

Définition 3.13 (Addition dans Z/nZ). Lopération & correspond a I’addition
dans Z/nZ :
® : Z/mZxZ/nZ — Z/nZ
(@b) — a®b=a+b"
Remarque 3.14. Cette opération est bien définie, c’est-a-dire qu’elle est
indépendante du choix d’un représentant :

a=detb=V=a=d (modn)etb="V (modn)
=a+b=d+V (modn)=a+b=d+V.

Exemple 3.15. On se place dans Z/47Z :
1. 3¢2=3+2=5=1,
2.7T93=T7T+3=10=2.

Proposition 3.16. (Z/nZ,®) est un groupe abélien avec e =0 et a ' = —a.

Démonstration. En exercice. O

Multiplication dans Z /nZ

Définition 3.17 (Multiplication dans Z/nZ). On définit une multiplication
dans Z/nZ :
® : Z/MZxZ/nZ — Z/nZ
(@b) — a®b=a-b’

Remarque 3.18. Cette opération est bien définie car si @ = a’ et b =/ alors :
a=d (modn)etb=0b (modn)=ab=dbt (modn)= aba't.

Mais (Z/nZ,®) n’est pas un groupe car il existe des éléments non inversibles.
Par exemple, on se place dans Z/4Z et on regarde la classe 2 € Z/47Z :

200=2x0=0
2®1=2x1=2
202=2x2=0
203=2x3=2

La classe de 2 € Z/4Z n’est donc pas inversible.
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Pour cela, on va réduire 'ensemble Z /nZ en son ensemble des éléments
inversibles pour 'opération ®.

Définition 3.19 ((Z/nZ)*). On définit 'ensemble (Z/nZ)*, 'ensemble de
toutes les classes a inversibles par la multiplication.

Proposition 3.20. ((Z/nZ)*,®) forme un groupe abélien.

Exemple 3.21. On se place dans 'ensemble Z/4Z = {0,1,2,3}. On veut
déterminer (Z/4Z)*. On a vu que 2 n’est pas inversible pour ® et, évidemment,
0 n’est pas inversible pour ®. On cherche donc les inverses des éléments 1 et
3,ona:

Dou:

et c’est un groupe pour la multiplication.

Proposition 3.22. a € Z/n’Z est inversible pour la multiplication si et seule-
ment st PGCD(a,n) = 1.

Démonstration. (=) On suppose @ € Z/nZ inversible donc il existe b €
Z/nZ tel que a ® b = 1. On traduit cela en terme de la relation « congru
modulo » :

ab=1 (mod n)

, il existe donc k € Z tel que ab — nk = 1, d’ou PGCD(a,n) = 1.
(<) On suppose que PGCD(a,b) = 1, il existe donc u,v € Z tel que au +
bv = 1, c’est-a-dire :

au+nv=1=au=1.

Donc @ est inversible d’inverse 7.
]

Définition 3.23 (Fonction indicatrice d’Euler). L'indicatrice d’Euler ¢: N* —
N* est une fonction telle que :

e(l)=1, ¢(n)=card{k € {1,...,n}, PGCD(k,n) =1}, pourn > 1.
C’est-a-dire p(n) est le nombre d’entiers postifis et premiers a n.

Corollaire 3.24. L'ensemble (Z/nZ)* est l'ensemble des classes a tels que
PGCD(a,n) = 1. D’apres la définition 3.23, (Z/nZ)* a pour cardinal p(n).

Proposition 3.25. Si p est un nombre premier alors p(p) = p — 1.
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Exemple 3.26. Pour n = 5, (Z2/5Z)* = {1,2,3,4}. On a ¢(5) = 4 et pour
1 <k <5, on obtient PGCD(k,5) = 1 si k # 5. Pour n = 9, on obtient :

Dot (9) = 6.

3.1.4 Homomorphismes de groupes

Définition 3.27 (Homomorphisme de groupes). Soient (G, x) et (G',0) deux
groupes et f: G — G’ une application. On dit que f est un homomorphisme
(ou morphisme) de groupe si :

Vo,y e G, f(zxy) = f(x)Of(y).

Si G = G, on dit que f est un endomorphisme. Si f est un homomorphisme
bijective, on dit que f un isomomorphisme et, de plus, f est un endomorphisme,
on dit que f est un automorphisme.

Proposition 3.28. Soient G et G' deux groupes, f: G — G’ un homomor-
phisme de groupe et soient e (resp. ¢') élément neutre de G (resp. élémént neutre
de ') alors :

@) fle)=¢,
(ii) pourtout x € G, f(z~") = f(x) "
Démonstration. (1) On a:

f(e)Of(e) = fexe) = f(e) = fe)Te"
On peut donc simplier par f(e) pour obtenir f(e) = €.
(i1) Soit x € G,on a:
fa™hOf(2) = fla7 *x) = fe) = ¢
De méme :
fl)Of(a™") =¢,

d’ou le résultat.
]

Définition 3.29 (Image et noyau d’'un morphisme). Soient f: G — G’ un
morphisme de groupe et e (resp. ¢') l’élément neutre de G (resp. de GG'). Le
noyau de f (noté ker(f)) est ’ensemble

ker(f) = {z € G, f(x) = €'} = f({e'}).

L'image de f est l’ensemble :

Im(f) = {f(z), z € G} = f(G).
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Remarque 3.30. Comme f(e) =¢’,ona: ¢ € ker(f) et e € Im(f).

Proposition 3.31. Soit /: G — G' un homomorphisme de groupe. Alors :
(1) ker(f) est un sous-groupe de G.
(i1) Im(f) est un sous-groupe de G'.
(iii) [ est injective si et seulement si ker(f) = {e}.
(iv) f est surjective si et seulement si Im(f) = G'.
Démonstration. (1) 1. e € ker(f).
2. Siz,y € ker(f),ona:

f@)=fly)=¢ = flzxy) = f(x)Of(y) = D' = ¢
D'ou z *x y € ker(f).
3. Soit x € ker(f), on veut montrer que =~ appartient a ker(f).
fa)=fa) =) =¢
D’ou z7! € ker(f).
En conclusion, ker(f) est un sous-groupe de G.
(1) 1. ¢ €Im(f).
2. Siz',y € Im(f) alors il existe x € G tel que f(z) = 2’ et il existe
yeG, flyy=y.Dou:
'Oy = f(2)0f(y) = f(z*y)
et xxy € Im(f).
3. Siz’ € Im(f) alors il existe = € G tel que f(x) = 2’. Ainsi,

(@) = fl@)" = flah).
Dot 2/~ € Im(f).
Im(f) est donc un sous-groupe de G'.
(iii)) On veut montrer que [ est injective si et seulement si ker(f) = e.

(=) Soit x € ker(f) alors f(x) = e. Comme f est injective,ona:e = f(e),

ce qui implique que = = e. Donc ker(f) = e.
(<) On suppose que f(z) = f(y) alors

f@Of(y™) = flzxy™) = f(2)0f () = f@)0f ()" ="
D’ou x xy~! € ker(f) = {e} donc
rxy t=e= (rxy )ry=cexy=y

Conclusion, on a bien = = y et f est injective.
(iv) L'assertion est claire, c’est la définition de la surjectivité.
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3.1.5 Groupes de permutations

On rappelle la définition d'une permutation.

Définition 3.32 (Permutation). Soit n un entier tel que n > 1. Une permuta-
tion est une application o: {1,...,n} — {1,...,n}.

Exemple 3.33. L'application o: {1,2,3} — {1,2,3} telle que :
o(1)=3,02)=2,003)=1
est une permutation.

Définition 3.34 (Ensemble des permutations). On note ., I’ensemble des
permutations de n éléments. Il y a n! élément dans .7,

Définition 3.35 (Composition). L'opération suivante :
o : YSxS = S

(o0,7) = ocorT

tel que pour tout n, (0 o7)(n) = o(7(n)) est appelée composition.

N N N

FIGURE 3.1 — Composition

Proposition 3.36. (.7, o) est un groupe d’élément neutre id (tel que id(n) =n
etsio €., alors o~ est linverse de o (¢7' o 0 = id).

Remarque 3.37. Sin < 2 alors (.%,, o) est un groupe abélien. Si n > 2 alors
(-7, 0) n’est pas un groupe abélien.

Exemple 3.38. On se place dans ’ensemble .#3. On consideére o, 7 € .75 tels
que :

Q
—

)=2, 0(2) =3, 0(3) =1,

On a alors :

Dowoort #T1o00.
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3.2 Anneaux

3.2.1 Anneaux

Définition 3.39 (Anneaux). Soit A un ensemble muni de deux opérations
appelés addition (notée +) et multiplication (notée -). On dit que (A, +, ) est
un anneau si :

1. (A,+) est un groupe commutatif, on note e l’élément neutre et —z l'inverse
de x € A pour l’addition.

A est stable par multiplication.
La multiplication est associative.

Il existe un élément neutre ¢ pour la multiplication.

AN

Pour tout x,y,z € A,ona :
v (y+z2)=z-y+ux- 2

Remarque 3.40. Si, en plus, la multiplication est commutatif, on dit que A
est un anneau commutatif.
Exemples 3.41. 1. Z, Q, R sont des anneaux commutatifs,

2. Z/nZ est un anneau commutatif,

3. . n’est pas un anneau (car il n’y a pas de seconde opération).

3.2.2 Sous-anneaux

Définition 3.42. Soit (A,+,-) un anneau et B C A. On dit que B est un
sous-anneau de A si (B, +, ) est un anneau.

Proposition 3.43. Soit (A, +,-) un anneau et B C A. (B, +,-) est un sous-
anneau si et seulement si

(i) (B,+) C (A, +) est un sous-groupe,

(it) B est stable par multiplication,

(iii) et, si on note ¢, l’élément neutre multiplicatif de A, ¢/, € B.

Exemple 3.44. (Z,+,-) et (Q, +, ) sont des sous-anneaux de (R, +,-).
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3.3 Corps

3.3.1 Corps

Définition 3.45 (Corps). Soit (K, +,) un anneau. On dit que K est un corps
si tout élément non nul de K est inversible par multiplication et (K*,-) est un
groupe. On dit que K est un corps commutatif si la multiplication dans K est
commutative.

Exemple 3.46. Q, R et C sont des corps commutatifs.

3.3.2 Sous-corps

Définition 3.47. Soient (K,+,-) un corps et L C K. L est un sous-corps si
(L,+,-) est un corps.

Proposition 3.48. Soient (K,+,-) un corpset L C K. (L,+,-) est un corps si
et seulement si :

1. (L,+,-) C (K,+,") est un sous-anneau,
2. pourtoutx € L*, 27! € L.

3.4 Exercices

Exercice 3.1. Dans R, on définit 'opération - par

r-y=e"tY

ou z + y est la somme usuelle de deux réels. (R, -) est-il un groupe ?

Exercice 3.2. Soient G un groupe et H et K deux sous-groupes de G.
1. Montrer que H N K est un sous-groupe de G.
2. Montrer que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H C K
ou K C H.

Exercice 3.3. Montrer que I'’ensemble

14 2n
,n,me
14 2m

est un sous-groupe de (Q*, ).
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Exercice 3.4. Soit G un groupe fini de cardinal un nombre premier p. Mon-
trer que G est cyclique et déterminer le nombre de générateurs de G.

Exercice 3.5. Ecrire la table d’addition de Z/3Z, Z /4Z, Z/5Z et Z/8Z.

Exercice 3.6. 1. Déterminer le cardinal de Z/7Z, (Z/7Z)*, (Z/30Z)*, (Z/100Z)*.
2. Ecrire la table de multiplication Z/3Z, Z/AZ, Z/5Z et Z /8Z.

Exercice 3.7. Soit 'application

f 7z - Qf

n — 2"

Montrer que f est un homomorphisme de groupes. Déterminer ker(f), Im(f)
et f~}(IN). Est-ce que f est injecitve ? surjective ?
Exercice 3.8. 1. Décrire les éléments du groupe symétrique .73.

2. Montrer que, pour tout ¢ € .3, le sous-groupe engendré par o est
différent de ..

3. Montrer que les groupes Z/6Z et .75 ne sont pas isomorphes.
4. Montrer qu’il existe deux éléments p,o € .73, tels que le sous-groupe
engendré par p et o est égal a .75.

Exercice 3.9. 1. Soit Z[i] = {a +ib, a,b € Z} (appelé 'ensemble des en-
tiers de Gauss). Montrer que (Z[i], +, -) est un anneau. Est-il un corps?
Déterminer les éléments inversibles pour la multiplication de Z[i].

2. Soit Qi] = {a +ib, a,b € Q}. Montrer que Q[i] est un corps (on dit que
Q|[i] est le corps des fractions de Z[i)).

3. Soit Q[v/3] = {a +bV3, a,be Q}. Montrer que (Q[v/3], +, -) est un corps.



Chapitre 4

Nombres complexes

4.1 Introduction

Il y a deux raisons pour justifier la construction d’'un ensemble beaucoup
plus grand que R :

1. Considérons ’équation z* = 1 : cette équation a deux solutions dans
R qui sont 1 et —1. Que se passe-t-il si on remplace 1 par —1? On est
un plus embété car aucun nombre réel admet un carré négatif. Alors
décidons que i serait une des solutions de cette équation, c’est-a-dire que
i2 = —1. IJéquation aurait donc deux solutions dans un autre ensemble

de nombres : i et —i car 22 + 1 = 0 équivaudrait a 22 — i> = 0 ou soit

(x —i)(z+1) = 0. On posera donc C = {a + ib, a,b € R} et 'élément a +ib

serait solution de I'équation 2% = —b? + a°.

2. Dans le courant du XVI° siecle, la formule de Cartan-Tartaglia donnant
les racines du polynéme z° + px + ¢ posa un probléme au mathématicien
Raphaél Bombelli. Il essaya la formule pour le polynéme z° — 15z = 4 et
obtient :

v =42 11V=T + {2+ 11V=T.

Se retrouver avec une racine carré négatif est impensable dans R !

4.2 Définition de ’ensemble C

Définition 4.1 (C). On définit I’ensemble des complexes
C={a+ib, a,b e R}

avec i’ = —1.

65
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Définition 4.2 (Interprétation géométrique). On peut aussi identifier C
comme R?, c’est-a-dire que a un point M : (a,b), on peut lui faire corres-
pondre un z = a + ib et vice et versa. On dira que z = a + ib est I’affixe du point
M : (a,b).

Définition 4.3 (Opérations dans C). On définit une addition et une multipli-
cationdans C.Siz=a+ibeCet 2z =d +ib' € C,ona:

z+ 2 =(a+ib) + (c+1id) = (a+¢) +i(b+ d),
z-2'=(a+1ib) - (c+1id) = ac — bd + i(ad + bc)

Définition 4.4 (Inverse). Si z = a + ib # 0, I’inverse de z est :

1 1 a—1b a—ib_ a b

z_a+ib:(a+ib)(a—ib) 2+ a1 a2t

Définition 4.5 (Partie réelle et imaginaire). Soit z = a + ib € C. On appelle
a, la partie réelle de z (qu’on note Re(z)) et b, la partie imaginaire (qu’on note

Im(z)).

Définition 4.6 (Conjugé complexe). Si z = a + ib € C, on définit le conjugué
complexe de z,
Z =a —ib.

Propriétés 4.7. Soit 2,2 € C,

1. z =Z si et seulement si =z € R.
zZ=2z

3. 2Re(z) =z+Zet 2ilm(z) =2 —Z.

4 2+ =7z+7.

5. 2-2 =72,

6. ) -2

Démonstration. On démontre la propriété 4.7-3. On pose : z = a + bi et
Z=a — bi. On a donc :

2z +7Z = 2a =2Re(z),
z —z = 2ib = 2ilm(z).



4.3. MODULES ET ARGUMENTS 67

x
2__
ibT ez=q-+1b
1 P
| . 1 . | . | . I
| ' ' | P | ' kg
-1 T 1 2 3
-1+
—ibt *Z=a—1b
_2 —t

FIGURE 4.1 — Z : Conjugué complexe de z. GEométriquement, cela correspond
a une symétrie axiale par rapport a 'axe Ozx.

4.3 Modules et arguments

Définition 4.8 (Module). Soit z = a + ib € C. On appelle module de = (noté
1z]) la distance euclidienne qui sépare lorigne au point d’affixe M : (a,b),

Cest-a-dire |z| = Va2 + b2
Remarque 4.9. On a :
2z = (a+ib)(a — ib) = a® + b* = |2]*.
Propriétés 4.10. 1. Le module prolonge la valeur absolue dans les nombres

réels, c’est-a-dire que, pour x € R, on a : |x| = Va% 4+ 02 = x + i0.

2. Pour tout z € C, le module = est positif et est égal a zéro si et seulement
z=0.

3. Pour tout z,w € C,
|zw| = |z] - |w],

et, st z # 0,

1

||



68 CHAPITRE 4. NOMBRES COMPLEXES

4. On a l'inégalité triangulaire :
|z = |w[l < [z +w] < [z] + |w].

Définition 4.11 (Argument). On note O lorigine du plan R? et Ox laxe ﬁs
z. On appelle argument d’un nombre complexe = non nul, l'angle (Ox, OM)
(défini @ un multiple de 27 prés). On notera 0 = Arg(z) o Arg(z) € |-, ] est
la détermination principale de l'argument.
Propriétés 4.12. Pour tout z € C*.

1. arg(z) = —arg(z) (mod 2m).

2. arg(—=z) = arg(z) + 7 (mod 27).

3. arg(—%) = 7 — arg(z) (mod 2m).
Définition 4.13 (Exponentielle complexe). Soit z = a + ib € C, on a alors :

e'” = cos z 4 isin z

qui est I’exponentielle complexe.

Définition 4.14 (Ecriture d’'un nombre complexe). Soit z € C. On appelle
forme algébrique du nombre complexe z, toute écriture de la forme z = a + ib.
Comme a = |z|cosf et b = |z|sin 6, on appelle forme trigonométrique, I’écriture
z = |z| (cos 0 +isin ). D’apres la définition ,

e'” = cos z + isin z,
d’ot. une nouvelle écriture : .
2= |z] e

qu’on appelle forme exponentielle.
Propriétés 4.15. Pout tout z,2 € C* :

1. arg(zz') = arg(z) + arg(z’) (mod 2m),

2. arg (1) = —arg(z) (mod 2m),

3. arg (&) = arg(z) — arg(?’) (mod 2m),

4. arg(z") = narg(z) (mod 2m).
Proposition 4.16 (Formule de Moivre). Pour tout 6 € R,

(cosf +isin )" = cos(nh) + isin(nd),

et sous forme exponentielle, la formule (dite de Moivre) s’exprime de la maniére

suivante :
(eie)n — einG‘
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Remarque 4.17. On a : 7't = ryel si et seulement si |r)| = |ry] et 0, =
0y + 2k, pour tout k € Z.

Proposition 4.18 (Formule d’Euler). La formule d’Euler permet d’exprimer
cos(f) et sin(0) en fonction d’exponentielle complexe :

0 —if 9 _ —if
cos@zﬁ, sin@zl
2 21
4.4 Résolution algébrique d’équations avec les
nombres complexes

4.4.1 Racines carrées d’'un nombre complexe

Définition 4.19 (Racine carrée d’'un nombre complexe). Soit w = a +ib € C
alors z est une racine carrée de w si 2> = w.

On propose deux méthodes de résolution d’'une équation du type 22 = w
avec z,w € C.

Algébrique On écrit z comme z + iy et w comme a +ib, avec z,y,a,b € R. On

a:
P=we (r+iy)? =a+ib
sy 4+ 2uayi=a+ibet |z =|uw|,
> -y’ =a
& 2xyi=0b
z® +y* = Va? + b?
Notons :
% — y2 =aq 4.1)
2zyi=b (4.2)
22 4+ y* = Va2 + b2 (4.3)

Si on fait (4.1) + (4.3), on obtient :

202 = a + \/m,
et sion fait (4.3) —(4.1),on a :

22 = —a + Va2 + 2.
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D’ou, les solutions sont :

Va2t +b2+a vaz+b2—a
=R =R

avec le signe de zy est le méme que le signe de b, c’est-a-dire
— si b est positif alors x et y ont méme signe,
— si b est négatif alors = et y sont de signe opposé.

Géométrique On écrit » = rel’ et w = Re'¥ avec r, R > 0. On a donc :

22 =w & rle?? = Re¥
=R
=+vR (et non r = —/R car r > 0)
S q20=p+2kr, < 0—% b kcZ
kel R '

Ainsi, il y a deux solutions :
2 = VRe¥?, 2y =R/ = 4

Remarque 4.20. Attention ! Il serait incongru d’écrire /2 si z € C\ R,.

4.4.2 Racines n® d’un nombre complexe

Définition 4.21 (Racines n®). Soient w € C et n € N. Les racines n® de w sont
les solutions de l’équation
2" = w. (E)

On donne une méthode géométrique pour trouver les solutions de I’équa-
tion. On écrit z = re' et w = Re'?, on a alors

(E)<:>T'n in6 Rei<p
r" =R r=
= =
{n9—<p+2k7r, kel {9

D’ou cette équation admet n solutions :

%

l\')

keZ’

2 = VR-e?/MHTn aveck € {0,...,n—1}.

Soit ’équation :
2" =1. (4.4)
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Définition 4.22 (Racines n° de 'unité). Les solutions de (4.4) sont appelés

les racines n® de 'unité :

2, = e pour k=1{0,...,n — 1}

Les points z; sont les points d’'un polyedre régulier inscrit sur le cercle
circonscrit unité. La figure 4.2 nous montre comment sont réparties les

racines cinquieme et septiéme de I'unité sur le cercle circonscrit unité.

A A
21 ) -
1
Z9 .
3
-5 (Ve
0, O
24
z3
26
24 25

FIGURE 4.2 — Racines cinquiéme et septieme de 'unité

4.4.3 Equations du second degré
Soient a,b,c € C et a # 0. On considere I'équation :
az’ + bz +c=0.

On met I’équation (4.5) sous la forme canonique :
b
(4.5)<:>a(22+—z+g> =0
a a

- +b 2+c b2 0o +b > B2 — dac
a-|z+ — - — = 24— = —F-.
2a a 4a? 2a 4a2

On pose A = b? — 4ac (qu’on appelle discriminant) et w = z + g D’ou :

A
4.5 2 -
4.5)cw 12

Soit § une racine carrée de A, les deux solutions de (4.5) sont donc :

L _had b
V7 9 0 TP 2

(4.5)
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4.5 Exercices

Exercice 4.1. Mettre sous la forme a + ib (ou a,b € R) les nombres :

3461 (1+i\> 3+6i 2+5i+2—5i
3—4i’ \2—i 3—4i" 1—i @ 1+i

Exercice 4.2 ([19]). 1. Linéariser sin®(f) et cos*(6).

2. Calculer cos(36) en fonction de cos(f) et sin(36) en fonction de sin(6).

Exercice 4.3. Soient 2y, ..., z, les racines n® de I'unité. Calculer z; + --- + z,
et 2y X -+ X z,.

Exercice 4.4. Résoudre les équations suivantes :

1. 224+ 2+1=0,

2. 224+ 2-2=0,

3. 22— (5 — 14i)z — 2(5i + 12) = 0,
4. 22+ 42+5=0,

5. 22 — (3+4i)z —1+5i=0.
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contre-exemple, 4 des complexes, 59

corps, 56 des entiers de Gauss, 57
commutatif, 56 des parites

crible cardinal, 21
d’Erastosthene, 37 des parties, 8
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des permutations, 54 réciproque, 15
différence, 9 implication, 2
intersection, 8 inégalité
vide, 7 triangulaire, 61
équation injection, 16
de congruences linéaires, 43 inverse, 47
diophantienne, 33 isomorphisme, 52
et, 1
exponentielle lemme
complexe, 62 d’Euclide, 36
de Gauss, 32
factorielle, 20 logique
fonction, 12 équivalence, 3
égalité, 13 loi
antécédent, 12 de composition, 47
composée, 14 associativité, 47
graphe, 12 de non-contradiction, 3
image, 12 du tiers exclu, 3
indicatrice d’Euler, 52
prolongement, 13 module, 61
restriction, 13 morphisme, 52
forme mu1t1pllcat10n, 55

algébrique, 62

exponentielle, 62 négation, 2

trigonométrique, 62 dtt))uble, 4
formule nombre
d’Euler, 62 impair, 27
de Moivre, 62 pair, 27
premier, 36
générateur, 49 entre eux, 29
groupe, 47 noyau
abélien, 47 homomorphisme, 53
commutatif, 47 o
puissance d'un élément, 49 opération
stabilité, 47 groupe, 47
ou, 2
homomorphisme, 52 _
hypothese, 3 par'gle o
imaginaire, 60
image réelle, 60
directe, 15 permutation, 20, 54

homomorphisme, 53 PGCD, 29
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existence, 29
unicité, 29
PPCM, 35
produit
cartésien
de plusieurs ensembles, 12
deux ensembles, 11
proposition, 1

quantificateur
existenciel, 5
négation, 5
ordre, 5
universel, 5

réciproque, 17
regle
d’inférence, 4
racine
ne, 64
de 'unité, 64
carrée, 63
relation, 22
d’équivalence, 22

sous-anneau, 56
sous-corps, 56
sous-groupe, 48
engendré, 49
surjection, 16
canonique, 22

table

de vérité, 1
théoreme

d’Euclide, 36

de Bezout, 30

Fermat (petit), 44

fondamental de 'arithmétique, 39
transitivité

logique, 4

Z/nZ, 42, 50

Z/nZ

multiplication, 51
(Z/nZ)*, 51
Z/nZ

addition, 50
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