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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Définition d’un espace vectoriel

Avant de définir I'espace vectoriel (objet principal pour 'algebre linéaire), on
doit définir ce qu’est le corps des scalaires.

1.1.1 Corps des scalaires

Définition 1.1 (Corps des scalaires). Un corps est un ensemble K (dont les
éléments seront appelés scalaires) muni d’une opération additive :

+ K? — K
(a,b) — a+b
qui possede les propriétés suivantes :
1. + est associative, c’est-a-dire, pour tout a,b,c € K, on a :
(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c
2. 4+ est commutative, c’est-a-dire, pour tout a,b € K, on aa+b=>0+ a.
3. + possede un élément neutre noté 0 qui est caractérisé par :

Vaoe K, a+0=0+a=a.

4. Tout élément de K posséde un inverse pour l’addition (on parle alors d’élément
opposé), c’est-a-dire, pour tout a € K, il existe un élément noté —a € K tel
que a+ (—a) = —a+a=0.

On munit aussi le corps d’une opération multiplicative :
X o K? - K
(a,b) — axb

qui satisfait les propriétés suivantes :
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1. La multiplication est associative, c’est-a-dire, pour tout a,b € K,
(axb)xc=ax(bxc)=axbxec.

2. La multiplication est commutative, c’est-a-dire, pour tout a,b € K, ab = ba.

3. La multiplication posséde un élément neutre (qu’on appelle aussi élément
unité et noté 1k ) qui est caractérisé par :

Vae K, axlk=1k xXa=a.

4. Tout élément a dans K\ {0} posséde un élément inverse pour le produit,
c’est-a-dire :

Vae K*, 3at e K*, aa'=a"'a=1k.

5. La multiplication est distributive par rapport a l'addition, c’est-a-dire, pour
tout a,b,c € K, on a :

ax(b+c)=axb+axec,
(a+b)xc=axc+bxec.

Exemples 1.2. 1. Q, R et C sont des corps.

2. N n’est pas un corps car seul I’élément a = 0 possede un opposé. La propriété
4 de I'addition n’est pas valable.

3. Z n’est pas un corps car seuls les éléments a = 1 et a = —1 ont un inverse
pour la multiplication. La propriété 4 de la multiplication n’est pas valable.

1.1.2 Espaces vectoriels

Définition 1.3 (Espaces vectoriels). Soit K un corps de scalaire. Un K-espace
vectoriel est un ensemble V' dont les éléments seront appelés vecteurs, muni d’une
opération additive :
+ V: 5V
(vi,v2) = v+
et d’une opération de produit externe (on parle de produit d’un vecteur par un
scalaire) :

KxV — V
(a,v) — a-v

vérifiant les propriétés suivantes :
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1. L’addition est associative, c¢’est-a-dire, pour tout u,v,w € V, on a :
(u+v)+w=u+W+w)=u+v+w.

2. L’addition est commutative, c¢’est-a-dire, pour tout u,v € V, u+v =v + u.

3. L’addition posséde un élément neutre appelé vecteur nul de V' et noté Oy € V
qui est caractérisé par :

YoeV, v+4+0y=0y+v=n1.

4. Tout vecteur posséde un élément inverse pour l'addition (on parle, plutdt,
d’élément opposé). Explicitement,

YoeV, d—veV, v+ (—v)=—-v+v=0.

5. Le produil externe est associative, c’est-a-dire, pour tout a,b € K etv €V,
on a :

(axb)-v=a-(b-v).

6. Le produit externe possede un élément neutre, qu’on note 1k, c’est-a-dire,
pour tout v €V, 1g - v = v.

7. Le produit externe est distributive par rapport a l'addition, c’est-a-dire :
— pour tout a,b e K etw eV, ona(a+b) - w=a-w+b-w,
~pourtouta e K etv,weV,onaa- (v+w)=a-v+b-w.

Remarque 1.4. Pour alléger les notations, plutot d’écrire a - v pour a € K et

v € V, on écrira av (on omet le point de 'opération).

1.1.3 Exemples d’espaces vectoriels

Exemple 1.5 (Corps des scalaires). Si K est un corps des scalaires (définition 1.1)
alors K est un espace vectoriel sur K lui-méme.

Proposition 1.6 (Espace vectoriel produit). Si Ey,..., E, sont des K-espaces
vectoriels alors E = E; x --- x E, est un K-espace vectoriel qu’on appelle espace
vectoriel produit.

On note K" le produit cartésien de n corps scalaires K. Ce sont ’ensemble des
vecteurs a n composantes dans K. Explicitement,

Kn:{([El?IQ,...,ZEn), .TZGK, 1§Z§n}

On définit deux opérations dans K”.
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Définition 1.7 (Addition et multiplication dans K™). Sin > m un entier. L’ ad-
dition de deux éléments de K™ est définie par

(@1, @) + (W, Un) = (@1 Y1, To + Yn)
et la multiplication d’un élément de K™ par un élément de K par :
A (x1, .y xn) = Az, o, ATy).

Exemple 1.8. Soient u = (2,—1), v =(2,2) et a =2. On a :

v = (_21> + @ - (—21++22> - @
cama (2)=(222) - (2)

Proposition 1.9. Si on munit K" des opérations d’addition et de multiplication
données par la définition 1.7 alors K™ a une structure de K-espace vectoriel.

Démonstration. On suppose que n = 2 pour simplifier la démonstration'. On
vérifie que 'addition vérifie les propriétés de la définition 1.3.

1. Soient u = (z1,%2), v = (y1,%2) et w = (21, 23) des vecteurs de K?. On a :

weosa= () (1) (2) - (212) +(2)

(@1+y)+2) _ (n+tnt+a (1.1)
(2 + y2) + 22 To+ Y2 + 22 ’

v = ()= (1) (2) = (2)+ (212)
_ (xl + (yi + z1)> _ (351 +y + 21> _ (12)

To + (Y2 + 22) To + Y2 + 22

et

On a bien (1.1) = (1.2), ce qui implique que (u+ v) +w = u + (v + w).
L’addition est donc associative.

1. et pour des raisons typographiques, on utilisera les vecteurs lignes si nécessaire pour
caractériser des vecteurs colonnes.
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2. L’addition est commutative car

(56'1) (3/1) - <SC1 + 3/1)
+ —
T Y2 To + Y2

Comme x1,y1, T2, y2 € K, d’apres la propriété additive 2 de la définition 1.1,

_ <y1 +l‘1> _ (Z/l) <$1>
= = + )
Y2 + T2 Y2 T
3. L’élément neutre de I'addition est Og2 = (0,0), c’est le vecteur qui a pour
coordonnées 0 € K. On a :

() ()= (1)

Puisque 0 € K est 1’élément neutre pour 'addition des scalaires,

_ (Tt
=)
4. Siu = (x1,22) alors —u = (—x1, —x2) est 'élément inversible de u pour
I’addition. En effet, on a :

v () ()= () = () o

On vérifie maintenant que la multiplication donnée a la définition 1.7 satisfait les
proprié¢tés de la définition 1.3.

1. Soient a,b € K et w = (21,22) € K2 On a :
o N (ab)z1\ _ [abz
(axb) w=(axb) <z2> = ((ab)@) = (ab22> (1.3)

0 (bow)—a- (b- (2)) . (Zz) _ <ZZZ> | (1.4)

On a donc (1.3) = (1.4), c’est-a-dire (a-b)-w = a-(b-w). Donc la multiplication
par un scalaire est associative.

2. On a:
1o - r1y 1'.131 [T
K T2 o 1'£L‘2 o i) '

3. On vérifie la propriété de distributivité par rapport a ’addition.
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— Soient a,b € K et w = (21,27) € K On a:
] . ) 21\ ((Z + b)Zl
(a+b) - w=(a+0) <z2> = ((a L b)z2>
Comme z1, 2o € K, on a la distributivité du produit par rapport a I’addition

_ (azl + bzl> (1.5)

azy + bzo

On a aussi

(& 21\ faz bz1\  [azi + bz
aw+bw=a <22> +0 <22> o <azz> * <b22> o (azg + 622> (1.6)

On obtient donc (1.5) = (1.6), c’est-a-dire (a + b) - w = aw + bw.
— Soient a € K, v = (y1,¥y2) et w = (21, 29) deux vecteurs appartenant a K2
On a, d'un c6té :

ey =a((8)+ (2)) =a(212)

— a(yl + Zl) — ayi + azi (1 7)
a(ys + z2) ays + azo :
et d’un autre coté :

av + aw = a <y1> +a ('21) = <ay1) + (az1> = (ayl + az1> (1.8)
Y2 22 ayz aza ayz + azy

On obtient donc (1.7) = (1.8), c’est-a-dire a(v + w) = av + aw.
O]

Exemples 1.10. Soit n > 1 un entier.
1. (R™ +,") est un R-espace vectoriel.
2. (C",+, ) est un R-espace vectoriel.

3. (C™,+,-) est un C-espace vectoriel.

Définition 1.11 (Application, [7]). Soient E et F' deux ensembles. Une application
f de E dans F est une loi qui associe tout élément x de E a un élément de F' qui
est f(x). On notera :
f: E — F
v e @)

On note, F (E, F) l’ensemble des applications de E dans F'.
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On définit sur .# (A, R) une addition :

+ . Z(4R)? = ZF(AR)
(fi9) = f+g

tel que, pour tout = € A,

(f +9)(x) = f(z) + g()

et une multiplication par un scalaire :

Kx #(AR) - Z(AR)
A f) = AS
tel que, pour tout x € A, (Af)(z) = Af(z).

Proposition 1.12. Si on munit F (A, R) des deux opérations définies précédem-
ment alors F (A, R) posséde une structure de R-espace vectoriel. L’élément neutre
est la fonction nulle 0 (tel que, pour tout x € A, 0(z) =0).

Démonstration. En exercice. O

Exemple 1.13. Si on prend A = N, .#(N,R) correspond a l'espace des suites a
valeurs réelles. Si on munit cet espace des opérations usuelles, c¢’est-a-dire :

(un)nzo + (Un)nzo = (un + Un)nzo

et
A (un)nzo = ()‘un)nzo

alors .# (N, R) est un R-espace vectoriel d’élément neutre, la suite nulle qui a tout
n associe 0.

Définition 1.14 (Polynomes). Soit (a,),, une suite d’éléments dans K. Un
polynoéme est une application P de la forme suivante

P : K — K
X aka+--~+a1X+a0

ou k est un entier naturel. On note K[X] Uensemble des polynomes sur K d’indé-
terminée X.

Définition 1.15 (Opérations sur les polynémes). Soit K[X] lespace des polynomes
sur K d’indéterminée X. On définit une addition :

b KEXP - K[X]
(Pl,PQ) —> P1—|—P2
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tel que si :

P1<X):aka+"'+a1X+ao
Py(X) = bp XF 4 - + b1 X + by,

alors
(P + P)(X) = Pi(X) + Py(X) = (ax + bp) X + - + (a1 + b1) X + ag + b

et d’un produit externe :

K xK[X] — K[X]
(\,P) — AP
tel que si :
P(X):aka+---+a1X+a0
alors

(AP)(X) = AP(X) = Aap X¥ 4+ -+ + Xy X + Nag.

Proposition 1.16. Si on munit K[X]| de deuz opérations données par la définition
1.15 alors K[X]| a une structure de K-espace vectoriel.

Démonstration. En exercice. O

L’exercice suivant peut se traiter directement en utilisant uniquement la notion
d’espace vectoriel ou apres la lecture de la section 1.2 sur les sous-espaces vectoriels
(pour cela, il faudra dire si tel ensemble est un sous-espace vectoriel d'un autre
espace vectoriel a trouver).

1.1.4 Observations sur les opérations d’un espace vectoriel
Remarque 1.17. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. On a toujours les
relations suivantes :

(1) Pour tout v € V, 0-v = 0y ou 0 est le scalaire nul et Oy est le vecteur nul
dans V.

(2) A-0y =0,, pour tout A € K.
(3) (=1)-v = —wv, pour tout v € V.

Démonstration de la relation (1). On part de la relation dans K :

0+0=0=(0+4+0)-=0-v=0-v+0-v=0y
=0-v+0-v—0-v)=0-v—0-v=0-v4+0y =0, =0-v=0y.

]
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Exemple 1.18. Dans R?,

1) OZEl . 0 .
()= ()= () =
Démonstration de la relation (2) et (3). Elle s’obtiennent de la méme maniére que
la relation (1). O

1.2 Sous-espaces vectoriels

1.2.1 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.19 (Sous-espace vectoriel). Soient V' un K-espace vectoriel et U une
partie de V. On dit que U forme un sous-espace vectoriel de V' si U satisfait les
propriétés suivantes :

1. On a Oy € U, c’est-a-dire que le vecteur nul de V' appartient a U.
2. Siuy,us € U alors uy + us € U, on dit que U est stable par addition.
3. SixeKetueUalors \-u € U, on dit que U est stable par produit externe.

Remarque 1.20. Soient (V,+,-) un sous-espace vectoriel et U une partie de V.

Sous les hypotheses de la définition 1.19, U hérite de I'addition « + » et du produit
externe « - » de V' qui satisfait les propriétés de la définition 1.3.

Proposition 1.21 (Conséquence de la remarque 1.20). Soient (V,+,-) un K-
espace vectoriel et U un sous-espace vectoriel de V.. D’apres la remarque 1.20, U a
une structure de K-espace vectoriel.

Théoréme 1.22 (Caractérisation d’un sous-espace vectoriel). Soient V' un K-
espace vectoriel et U une partie de V. U est un sous-espace vectoriel si et seulement
S

(i) U # 0 (on peut montrer que l’élément neutre de V' est dans U ) ;
(ii) Pour tout x,y e U et \\u e K, \»x+pu-y€U.

Exemples 1.23. 1. Soit V = R?, on considére ’ensemble
D = {[x,y) € R?, a:—l—y:O} c R%

On montre que D forme un sous-espace vectoriel de R2.

(a) Orz = (0,0) € D car 04+ 0 = 0.
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(b) Soient u; = (z1,y1) € D et ug = (x2,y2) € D donc

r1+ 1y =0, (1.9)
On a alors u; + ug € D car si on fait la somme de (1.9) avec (1.10), on

obtient :
(1 +31) + (22 +92) =0 & (21 + 22) + (11 +y2) = 0.

(¢) On se donne A\ € K et u = (x,y) € D (ainsi z + y = 0). On montre que
le vecteur A\v = A\(x,y) vérifie Az + Ay = 0.

A+ Ay=ANz+y)=X-0=0.

Donc D est un sous-espace vectoriel de R2.
. Soit V = R? et on considére I'ensemble

D)\:{(x,y)ER2, x—l—y:)\}CR2.

On a montré que si A = 0 alors Dy est un sous-espace vectoriel de R2.
Montrons que si A # 0, Dy n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. Déja,
elle ne vérifie pas la premiere propriété de la définition 1.19. Soit Ogz = (0,0),
ona:0+0=0% A\ donc Orz ¢ D). D’'ou D) n’est pas un sous-espace
vectoriel de R? si A # 0.

. L’ensemble
F={(z.y) €R? 2’ =’} = {(x,y) €R®, x =y on s = —y}

ne forme pas un sous-espace vectoriel de R2.

— Le vecteur nul Ogz = (0, 0) vérifie bien 0> = 0? donc appartient a F'.

~SideKetu=(x,y) € F (on a donc 22 = y?) alors \u = (\z, \y) vérifie
(Az)? = (A\y)?, on doit multiplier « 2* = y? » par A\? pour obtenir 1'égalité.

— Mais la deuxieéme propriété de la défintion 1.19 n’est pas vérifié. Par exemple,
w=(L,1)eFetuy=(1,-1)€ F.On a:

w + up = Gi): (g) ¢F

Remarque 1.24. A propos de Pexemple 1.23-3, soient

Flz{(x,y) € R?, x:y},
F, = {(x,y) €R? v = —y}.

On peut montrer que Fy et F, sont des sous-espaces vectoriels de R? et que
F = Fy UF,. On verra que la réunion de deux sous-espaces vectoriels ne forme pas
toujours un sous-espace vectoriel (voir proposition 1.28).
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1.2.2 Sous-espace engendré

Définition 1.25 (Combinaison linéaire). Soit V' un K-espace vectoriel. On dit que
v est une combinaison linéaire des vecteurs vy,...,v, € V si on a :

V= MU+ AUn.

Définition 1.26 (Sous-espace défini par des équations). Soient V- =K" et U un
sous-ensemble de K" constitué des vecteurs (x1,...,x,) € K" vérifiant le systeme
d’équations :

anry + -+ ayr + o+ apr, =0

ailml—i_"'—l—aijxj+"'+az’n$n:O (111)

R e M B s N Y

pour des coefficients a;; € K. Cet ensemble forme un sous-espace de K" défni par
le systéeme (1.11)

Définition 1.27 (Hyperplan). Un hyperplan de K" est un sous-espace vectoriel
H de K" défini par une seule équation, c’est-a-dire :

ary+ -+ apr, =0 (1.12)

pour des coefficients aq, ..., a, dans K. Autrement dit, I’hyperplan de K™ défini
par (1.12) est l’ensemble

H={(z1,...,2,), 121 + -+ apx, = 0}.

Proposition 1.28 (Intersection et union des sous-espaces vectoriels). Soient V'
un espace vectoriel sur K et Uy, Uy deux sous-espaces vectoriels de V. Alors
(i) Uy NUy est un sous-espace vectoriel de V.
(ii) Uy U Uy est un sous-espace vectoriel de V' si et seulement si Uy C U, et
Uy C Uy.

Démonstration. En exercice. O

Remarque 1.29. L’espace U défini par le systeme (1.11) s’identifie par l'intersec-
tion U = Nj_, Hj, ou

Hy ={(z1,...,2), ap1z1 4+ ag@j + -+ + Ao}
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I’hyperplan défini par la k¢ équation du systeme. Par définition :
(x1,...,2n) €U & (21,...,3,) vérifie (1.11)
Si on note (I.11.7) la ¢ équation de (1.11)

& (21,...,2,) vérifie les équations (L.11.1), ..., (I.11.n)
& (x1,...,2,) € Hy et (xq,...,2,) € Hyet ... et (2q,...,2,) € H,

n
S (T1,...,2,) € ﬂ H;..
k=0

Exemple 1.30. Soient F' = .#(N,R) = {u: N — R} l'ensemble des suites réelles
et Fy C F le sous-ensemble de F' constitué des suites convergentes de limite nulle.
C’est un sous-espace vectoriel de F'. On rappelle que :
1. Le vecteur nul de F' est représenté par 'application constante nulle Og(n) = 0,
pour tout n € N. Cette suite vérifie lim,, O = 0. D’ou 0r € Fj.
2. Soient u,v € Fy deux suites convergentes de limite nulle. On sait que la suite
u + v définie par u + v(n) = u(n) + v(n) est également convergente. On a, de

plus,
nl_lgloo(u +v)(n) = nl_lgloo u(n) +v(n)
-l )+l oln) =0

D’ou si u,v € Fj alors u +v € Fy.

3. Soient A € K et v € Fy. On sait que la suite Au telle que (Au)(n) = A - u(n)
est également convergente. On a, de plus,

lim (Au)(n) = lim A-wu(n)

n—-+o0o n—-+o00

=X n1_1}1}900 u(n) = 0.

D’ou, pour tout A € K et u € Fy, ona A-u € Fy.

Ceci montre bien que Fj est un sous-espace de F'.

Définition 1.31 (Sous-espace engendré par des vecteurs). On se donne vy, ..., v, €
V' des vecteurs d’un espace V.. On note (vy,...,v,) lensemble des combinaisons
linéaires de vy,...,v,. Fxplicitement,

(v, ...,vn) ={v eV, v=N v+ -+ N\, pour); € K}.

On dit aussi que (v1,...,v,) est le sous-espace engendré par les vecteurs vy, ..., vy,.
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Proposition 1.32. (i) L’ensemble (v, ...,v,) forme un sous-espace vectoriel
de V.
(ii) En fait, c’est le plus petit sous-espace (pour linclusion) qui contient vy, ..., Uy.
Démonstration. (i) On montre que ’ensemble

(1, .. vn) = {v, v=Av + -+ A\, avec \; € K}

forme un sous-espace vectoriel de V.
1. Ona: 0y =0, +---+0,,. Dou 0y € (vq,...,0,).

2. Soient v,v" € (vy,...,v,). On a, par définition,

v =AU+ -+ AUn,
o= N+ + Moo,

Alors
vV = Mo+ 4 A, + Ao 4+ Aoy,
D’ow, si v,v" € (v1,...,v,) alors v+ 0" € (vy,...,v,).
3. Soient A € K, v € (vy,...,v,), c’est-a-dire que v s'écrit :
v=MANv1+ -+ AUy
On a donc :

Av = Ao + -+ Aop)
= (A\)vr + -+ (AN) .
Or les A\)\; appartiennent a K, pour tout 1 < i < n. D'ou si v €
(v1,...,0,) et A € K alors v € (vq,...,v,).

(ii) Si U est un sous-espace vectoriel de V' et si vq,...,v, € U alors on a :
AMup+ -+ A\, €U, pour tout A\q,..., A\, € K.

Donc (vy,...,v,) € U.
[l

Exemple 1.33. Soit F = Z(K,K) 'espace des applications f: K — K. On

considere
pn + K — K

T = X,
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et P = (po,...,pk). Si f € Py alors
f=Xopo+ 4 Xepi = Ao + Az + -+ N,

c’est-a-dire &) est I'ensemble des applications polynomiales de degré < k. On en
déduit que & est un sous-espace vectoriel de F'.

Définition 1.34 (Combinaison linéaire en dimension infinie). Si on se donne
(vi);en une collection infinie de vecteurs, on peut défnir l'espace engendré par les

(Ui)ieN par :

(v;, iEN)z{UEV, U:Z)\m}.

1EN

C’est I’'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs (v;);on-

Exemple 1.35. On peut considérer alors :
P = (pn, n € N) :{fEF, f(x):)\lX1_|_..._|_)\jxj}

qui est alors I'ensemble de toutes les fonctions polynomes.

1.2.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Pour débuter cette section, on revient sur la proposition 1.28.

Proposition 1.36. Soient V un espace vectoriel et Uy, Uy deux sous-espaces vec-
toriels de V. L’intersection Uy N Uy forme encore un sous-espace pour l'inclusion
contenu dans Uy et Us.

Démonstration. On peut vérifier sans peine que U; NUs est un sous-espace vectoriel
de U grace a la caractérisation des sous-espaces vectoriels (théoreme 1.22). ]

Remarque 1.37. On a vu que la réunion U; U Uy de deux sous-espaces vectoriels
ne forme pas toujours un sous-espace vectoriel Il faut ajouter la condition nécessaire
et suffisante que Uy C Uy ou Uy C Us.

Définition 1.38 (Somme de deux sous-espaces vectoriels). Soient V' un espace
vectoriel et Uy, Us deux sous-espaces vectoriels de V. On définit Uy + Uy le sous-
ensemble de V' consistué des vecteurs v € V' qui peuvent s’écrire comme v = uy + us
avecu; € Uy et ug € Uy. Autrement dit,

U+ Us={v eV, v=uy+us pour uy € Uy et us € Us}.

Proposition 1.39. (i) L’ensemble Uy + Uy forme un sous-espace vectoriel de V.
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(ii) C’est le plus petit sous-espace vectoriel (pour l'inclusion) contenant Uy et Us.
Autrement dit, si U est un sous-espace vectoriel de Uy, on a :

(U1 CU etUs, CU)= (Ui + Uy CU).
Démonstration. (i) On montre que U; + U, forme un sous-espace vectoriel de

V.

1. Comme Oy € U; et Oy € Uy (car Uy et Us sont des sous-espaces vectoriels
de V) et Oy = Oy + Oy, on a bien Oy € U + Us.

2. Soient v,v" € Uy + U,, c¢’est-a-dire que

vi=up +ug, avec uy € Uy et ug € Us,

/ / /
vii=wuy +uy,  avec uy € Uy et uh € Us.

v+v = (ug + )+ (ug 4 uh) .
clU, cUs

D’ou, si v,v" € Uy + Uy alors v +v' € Uy + Us.

3. Soient A € K et v € U; + Us, c’est-a-dire v = u; + uy avec uq € U; et
ug € Uy. On a :
= )\(Ul + UQ) = )\ul + )\U/2 .
—~ =~
el €Uz
D’ou si v € Uy + U, alors, pour tout A € K, \v € Uy + Us.

(ii) On utilise le fait que si u; € U et uy € Uy alors uy +uy € U.
OJ

Définition 1.40 (Somme directe). Soient V' un espace vectoriel et Uy, Us deux
sous-espaces vectoriels de V. On dit que Uy et Uy sont en somme directe (et on
note Uy @ Us) si, pour tout vecteur v € Uy + Us, la décomposition v = uy +us (avec
uy € Uy et uy € Uy) est unique.

Définition 1.41 (Supplémentaires). On dit que Uy et Uy sont supplémentaires
deV si V. =U; & U ou si, pour tout v € V, v posséde une unique décomposition
d’éléments de Uy et de U,.

Proposition 1.42. Soient V' un espace vectoriel et Uy, Uy deux sous-espaces vec-
toriels. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(’L) V:Ul@UQ,
(ZZ) V= Ul—l—UQ et Ulng = {Ov}
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Démonstration. ((i) = (ii)) Soit z € Uy N Us,. On peut écrire © = = + Oy avec
x € Uy et Oy € Us ou encore que x = x + 0y avec x € Us et 0y € U;. Comme
Uy et U, sont en somme direct, on a unicité de ’écrite, on en déduit donc
que z = 0. D’ou U; N Uy = {0y }. Il est évident que si V = U; @ U, alors
V =U; + Us.
((ii) = (i)) En exercice.

O
Remarques 1.43. 1. Soient deux systemes d’équations :
a11x1+---+a1jxj+---+a1nxn:0
a1+ -+ aix; + -+ AT, =0 (1.13)
anlzl+"'+anj$j+"'+ann$n:0
et
apwy + - a4+ ay,r, =0
apwy + a4+ ag T, =0 (1.14)

/ / / —
Ay T1 + o QT+ o+ G Ty = 0

On suppose que U (resp. Us) est défini par les systemes d’équations (1.13)
(resp. (1.14)). Alors Uy N U, peut étre également étre défini par un systeme
d’équations en regroupant les équations de (1.13) et de (1.14).

2. On suppose que

Uy=(e1,...,en) ={v eV, v=Neg+ -+ \eyavec eq,...,e, €V, A,... N\ € K}
Uy=(f1,. ... fe)y ={veV,v=pufi+ - upfr avec fi,..., fr €V, A,..., s € K}

alors

U+ Us={e1, . en fi, s [n)
={veV,v=Ner+--+ X \en + 1 fi + -+ e fr
avec €1, ...,6n, f1,..., fr €V
et A1,y Ay i1y - -, g € K}
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Exemple 1.44. On considere les ensembles
Dy ={(z,y) € R?, x4y =0},
Dy ={(x.y) €R?, x—y=0}.

On a vu que ces ensembles forment des sous-espaces vectoriels de R2. La figure
1.1 est une représentation géomtérique de D; et Dy dans le plan R?. Ce sont des
droites de R? (D; et Dy sont des hyperplans de R? compte tenu de la définition
1.27).

Dy . x~y=0

D{:4 4 vy=10

Dl@DQZRQ

FIGURE 1.1 — Représentation géométrique de Dy, Dy, D1 N Dy et D1 & Do

1. On montre que D; N Dy = {Og2}. On a :
(x,y) € D1N Dy < (z,y) € Dy et (x,y) € Dy x+y=0et x—y=0.
Ce qui équivaut a résoudre le systeme d’équations suivant :

r + y = 0|1,
r —y = 0| Ly ~

On utilise la méthode du pivot de Gauss (méthode qui sera explicité dans le
chapitre 3. On définit la ligne L)} := L; et L), := Ly — L; et on obtient :

— 2y = 0 L/2::L2_L1

r = 0
y = 0

On a donc bien D1 N Dy = {Og2}.

et finalement
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2. On montre maintenant que D; @ Dy = R?. On a :

r=—
v:<x>eD1<:>:c+y:O<:>{ Y
Y y quelconque

Donc :
veD s v= <_yy> <:>v:y<_11>, pour y € R.
D’ou :
Dy ={v, v=XM\(-1,1)} =(-1,1).

De méme,

(x,y) €Dy s —y=0& {x:y

y quelconque
Donc :
_(v)_, (L
veE Dy &S v= (y) —y<1>.
D’ou :
Dy ={v, v=2X(1,1)} =(1,1).

On a donc :

Dy+ Dy ={v, v=M\(=1,1) + M(1, 1)} = ((—1,1),(1,1)) .

Il s’agit de déterminer I'ensemble des vecteurs v = (z,y) € R? tel que :

(o) = () () (1.15)

a une solution A, Ay € R.

T —)\1+>\2 —)\1 + /\2 = T Ll
1.15 =
( O><:><y) <)\1+)\2><:>{ Ao+ A =y L
o —>\1 + )\2 = X L1<—L1
2)\2 = Tty LQ%LQ—l—Ll '

On aura toujours une solution quelque soit z,y. Donc tout vecteur v =
(z,y) admet une décomposition (z,y) = A1(—1,1) + Aa(1,1). C’est pourquoi
D, ® Dy = R
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Exemple 1.45. Soit F' = .7# (R, R) l'espace des fonctions f: R — R. On considere
les sous-ensembles :

E,={f:R—=>R, f(-2)=f(z)}
constitués respectivement des fonctions impaires et paires. L’exercice 1.2 a permis

d’établir que F; et F), forment des sous-espaces vectoriels de F'. On veut montrer
que F; et I, sont supplémentaires dans F', c’est-a-dire qu'on a :

- FlﬂFp:{OF},
- FeF,=F.
1. On a:

feFnk, < f(-x) = f(z)et f(-z) = f(z), VzeR
& f(z)=—f(x), VzeR
< f(r) =0, VzeR

D’ou F;NF, = {0p}.
2. Soit f € F. On considere les fonctions f;: R — R et f,: R — R telles que,

pour x € R,

o) = TEZIER e gy = LT,
On vérifie facilement que f; € Fj et que f, € F, et on a, de plus,
filx) + fpz) = f(x) _2f(_x) i f(x) +2f(—a:)

_f@) - f(—w)-gf(x) + i) _ 2f2<x) = f(z), VzeR.

Dou f = fi+ fp.

1.3 Bases et dimension d’un espace vectoriel

1.3.1 Famille génératrice

Dans cette section, on rappelle les définitions de combinaisons linéaires et de
sous-espaces engendrés.

Définition 1.46 (Combinaison linéaire). Soit V' un espace vectoriel. On considére
v1, ..., 0, des vecteurs de V. On appelle combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., v,
tout élément de la forme Aixy + -+« + Ay 0U Mg, ..., A, € K.
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Définition 1.47 (Systeme générateur). Soient vy, ..., v, des vecteurs d’un espace
vectoriel V.. On dit que (vq,...,v,) est un systéme générateur (ou famille généra-
trice) de V' ou que (vy,...,v,) engendre V' si tout vecteur v de V' s’écrit comme
combinaison linéaire de vecteurs vy,...,v,.

Exemple 1.48. On se place dans R" et on considere les vecteurs :

1 0 0
0 1 0
el = . s €y = . s ey [
0 0 1
Tout vecteur v = (vy,vs, ..., v,) s'écrit :
1 0 0
0 1 0
ST (PO e it O e T I I B o 1o B e R
0 0 1
donc (eq,...,e,) est un systeme générateur de R™.

1.3.2 Indépendance linéaire

Définition 1.49 (Famille libre). Soit V' un espace vectoriel. On dit que la famille

de vecteurs (vy, ..., v,) est libre ou que vy, ..., v, sont linéairement indépendants
st la relation A\v1 + -+ - + A\v, = 0 entraine que Ay = Ao =--- =\, = 0.
Proposition 1.50. Soient x4, ..., x, des vecteurs linéairement indépendants et U
le sous-espace vectoriel engendré par x1,...,x,. Si x ¢ F alors (x,x1,Ta,...,%y,)
est libre.
Démonstration. On considere A\, A1, ..., \, des scalaires tels que

A+ Maxy + -+ A\, = 0. (1.16)
Il faut montrer que A\, Ay, --- , A, sont tous non nuls. Par ’absurde, on suppose que

A # 0. (1.16) devient :
A= =Nz — - — A, =0 (1.17)

et comme A # 0, dans (1.17), on peut diviser les deux membres de 1’égalité par \.
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Donc z est combinaison linéaire de x4, ..., x, et appartient a F, ce qui contraire a
I’hypothese faite sur . Donc A = 0, ce qui entraine :

)\1£L‘1—|—+)\nl’n:0

et comme (x1,...,2,) est libre, cela entrane la nulité des Ay, pour 1 < k < n et
donc les scalaires A, A{, -+, A, sont tous nuls. O

Exemple 1.51. On se place dans R" et on considere les vecteurs :

1 0 0

0 1 0

€1 = . ) €2 = . ’ R €n = .

0 0 1
On montre que (eq, ..., e,) est une famille libre. On part donc de 1'égalité suivante :
)\1€1+"‘+)\n€n =0 (118)

Or (1.18) équivaut a résoudre le systeme suivant :
1A 40 Mot 40X, =0
O-A+1-A+--+0-2,=0
0- M40 Dot t1-A=0

ce qui implique :

)\1 - O
A =0
An=0
c’est-a-dire la nulité de tous les A;. D’ou la famille (ey, ..., e,) est libre.

1.3.3 Base et dimension

Définition 1.52 (Base). Soient V' un K-espace vectoriel et (vq,...,v,) € V une
famille de vecteurs. On dit que (vy,...,v,) forme une base de V si (vq,...,v,) est
a la fois une famille génératrice et une famille libre de V.

Théoréme 1.53 (Caractérisation). Soient V' un K-espace vectoriel et (vq, ..., v,) €
V' une famille de vecteurs.
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1. On dit que (vy,...,v,) est une famille libre de V' si, pour tout vecteur v € V,
I’équation
V=201 F -+ T, (1.19)
posséde au plus une solution x,...,x, € K.
2. On dit que (vq,...,v,) est une famille génératrice de V', si, pour tout vecteur
v €V, Uéquation (1.19) posséde au moins une solution x1, ..., x, € K.
3. On dit que (vy, ..., v,) est une bas de V' si, pour tout vecteur v € V', ’équation
(1.19) posséde exactement une solution x1,...,x, € K.
Définition 1.54 (Coordonnées). Si V' est uni d’une base fixée vy, ..., v,, la donnée
d’un vecteur v équivaut a la donée d’un n-uplet de scalaires xq, ..., x, tel que

V=210 + "+ TpUn.
Plus formellement, l’application
©: (T1,. .., x,) = 01+ X0,

définit une bijection de K™ dans V. Ces scalaires sont les coordonnées de V' dans
la base vy, ..., vy,.

On associe un vecteur v € V' a un vecteur (x1,...,x,) € K" de ses coordonnées.
Le vecteur colonne des coordonées de v € V' pourra également étre représenté par
la notation 2

v

1

T

rappelant que x; est la coordonnée selon v; de vecteurs dans la base (vy,...,v,).
Remarque 1.55. Sl v = 201+ - -+x,v, € V a pour coordonneés (xy, ... ,xn)(vl ..... on)
et w = yv1 + -+ + Yuv, a pour coordonnées (Yi,...,Yn)(w,,..v,) alors v 4+ w =

(x1 +y1)v1 + -+ + (zn + Yn)v, a pour coordonnées le vecteur :

1 Y1 T1+ W%

' + | = |
Tn (V1 4eeesUn) Yn (V1 4eees0n) Ty + Yn (V14+ev50n)
v w v+ w

2. on préferera souvent la notation en ligne (x1,...,Zn)(,,...,0.)-
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et le vecteur Av = A(zqv; + - - - 4+ z,v,) a pour coordonnées :

T /\xl
A =
T AT
n (U17~-~»Un) n (vl,..‘,vn)
) AU
D’ou, quand V' est muni d’une base (vy,...,v,), si un vecteur de V est associé a
, 4 1, yUn)y

un vecteur colonne alors les opérations de V' s’identifient aux opérations sur les
vecteurs colonnes.

Proposition 1.56. Soient V' un K-espace vectoriel possédant (e1, ..., e,) comme
base et vy, ..., v, une famille de m vecteurs de V.
(i) Siles vecteurs vy,. .., v, forment une famille libre de V' alors on a nécessai-
rement m < n.
(ii) Si les vecteurs vy, ..., v, forment une famille génératrice de V alors on a
nécessairement m > n.
(7ii) Si les vecteurs vy, ..., v, forment une base de V alors on a nécessairement
m =n.
(iv) Si les vecteurs vy, ..., vy, forment une famille libre de V' et que n = m alors
V1, ..., Uy forme une base de V' (donc est aussi une famille génératrice).
(v) Siles vecteurs vy, ..., vy, forment une famille génératrice de V' et que n =m
alors vy, ..., vy, forment une base de V' (donc est aussi une famille libre).
Corollaire 1.57. Si V posséde une base eq, ..., e, constituée d’un nombre fini de

vecteurs alors toutes les bases de V' auraont n vecteurs. Ce nombre s’appelle la
dimension de V' et on note dimV = n.

Exemple 1.58. On se place dans R" et on considere les vecteurs :

1 0 0

0 1 0

€1 = . 3 €2 = . ; R €n = .

0 0 1
On a vu, en exemple 1.48, que (eq,...,e,) était une famille génératrice de R™ et
aussi une famille libre (exemple 1.51). Donc (ey, ..., ¢e,) est une base de R? et la

dimension de R™ étant le nombre de vecteurs dans la base, est de n.
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1.3.4 Sous-espace vectoriel et dimension

Théoréme 1.59 (Théoreme de la base extraite). Soient U un sous-espace vectoriel
de V et vy,...,v, une famille de vecteurs de V', génératrice de U. On forme une
sous-famille (vj,, ..., v;,) de (vi,...,v,) libre et maximale. Alors cette sous-famille
(Vs ..., vj,) forment une base de U.

Définition 1.60 (Maximalité). Soit V' un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille
(vjy,...,vj,) est maximale si, dés qu’on ajoute un vecteur vy a cette famille alors
la famille obtenue (vj,, ..., vj,,v;) n'est plus libre, c’est-a-dire qu’on a une relation
non triviale :

AMUj, + o+ A, + At = 0 (1.20)

liant ces vecteurs.

Démonstration. — Dans la relation (1.20) liant vj,, ..., v;,, vk, on a nécessaire-
ment \,1 # 0. SI on avait A\, y; = 0, '’équation se reduirait a une relation

)\11)]‘1 + -+ )\n'an +0v, =0 (121)

liant (vj,,...,v;,). Or ceci est exclu, les vecteurs (vj,,...,v;,) forment une
famille libre. Maintenant,

e (M) (oA
" )\nJrl o >\n+1 n

Si (vj,, . ..,vj,) forment une sous-famille libre de (vy, ..., v,), tous les vecteurs
vy, de la famille peut s’écrire comme combinaison de (v, ..., v;,).

— On a supposé que (vq,...,v,) engendre U, tout vecteur v € V' peut s’écrire
comme combinaison linéaire de vj,,...,v;, si on remplace les v, par leur
expression en fonction de vj,...,v;,. Alors (vj,,...,v;,) est une famille
génératrice de U.

Donc (vj,,...,vj,) forme une base de U. O

Définition 1.61 (Rang). On donne une famille de vecteurs vy, ...,v, dans un
espace vectoriel V. Le rang de (vy,...,v,) est la dimension de l’espace engendré
par (vy,...,v,) = U. C’est donc aussi le nombre d’éléments d’une sous-famille
mazximale de vy, ..., v,.

Proposition 1.62. Soient V un K-espace vectoriel de dimensiion finie et U un
sous-espace vectoriel de V' (aussi de dimension finie). Alors dimU < dim V.

Démonstration. On utilise le fait que si uq, ..., u, est une famille libre de vecteurs
de U alors les vecteurs uq, ..., u, forment également une famille de vecteurs de V',
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ce qui entraine que r < dim V. Pour démontrer la proposition 1.62, on considereu
ne famille libre de vecteurs uq,...,u, € U avec un nombre d’éléments r qui soit
maximale. On a r < +oo et r < dim V. On montre que cette famille est également
génératrice de U et par conséquent forme une base de U. Soit u € U, la famille
(ui,...,u,,u) est nécessairement lié par une relation :

AUy -+ Ay + pu =0

puisqu’elle contient plus d’éléments que le maximum r pour une famille de vecteurs

de U. Comme uy,...,u, est libre dans cette relation, on a nécessairement p # 0
(sinon la relation se réduirait a une relation liant uy,...,u, or on suppose que
uy, ..., u, est libre). Ceci entraine :

A1 A

u=|——Jur+ -+ u.

H M
Donc, tout vecteur u € U peut s’écrire comme combinaison linéaire de uy, ..., u,.
On en conclut donc qu’une famille libre de vecteurs ug, ..., u, de U avec un nombre
r d’éléments forment une base de U. On a alors dimU =r < dim V. ]

Remarque 1.63. Si U est un sous-espace vectoriel de V' tel que dim U = dim V'
alors U = V. En effet, dans ce cas, une base (ug,...,u,) de U définit une famille
libre de vecteurs de V' et son nombre d’éléments est dimU = dim V. On a vu
que ceci entraine que cette famille est également génératrice de U, on a donc
U= (up,...,up).

Exemples 1.64. 1. Une droite est un espace vectoriel D tel que dim D = 1.
Ses sous-espaces vérifient 0 < dim U < 1. On a donc deux possibilités :
— soit dim U = 0 auquel cas U = {0p},
— soit dim U = 1 auquel cas U est la droite toute entiere.
D’out une droite D n’a pas de sous-espaces non-triviaux (autre que U = {Op}

ouU = D).

2. Un plan est un espace vectoriel P tel que dim P = 2. Un sous-espace U vérifie
0 <dim U < 2. Les sous-espaces triviaux sont U = {0p} (quand dim U = 0)
et U = P (quand dim U = 2). Les seuls sous-espaces non triviaux d’un plan
sont des droites (dimU = 1).

Théoréme 1.65 (Théoreme de la base incomplete). Soit (uy,...,u,) une famille
de vecteurs dans un espace vectoriel V' de dimension finie. On peut alors compléter
cette famille par des vecteurs w,,1,...,u, pour constituer une base de V.

Démonstration. On suppose que V' est muni d’une base (eq, ..., e,). On complete
Uy, ..., u, par un nombre fini de vecteurs pour constituer une famille génératrice



26 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

de V', par exemple les vecteurs ey, ..., e,. On considere donc la famille de vecteurs
(U1, ... U e1,. .., €,), c'est-a-dire qu’on rajoute tous les vecteurs de la base V. Cette
famille n’est plus libre mais elle engendre V. On extrait de cette famille de vecteurs,
une sous famille libre maximale contenant les vecteurs wy,...,ur,€j,...,¢€;,_,.
Cette sous-famille libre maximale constitue une base de (u1, ..., u,, €1,...,€,) =

V. O
On rappelle les définitions suivantes :

Définition 1.66 (Somme de deux sous-espaces vectoriels). Soient V' un espace
vectoriel et Uy, Us deux sous-espaces vectoriels de V. On définit Uy + Uy le sous-
ensemble de V' consistué des vecteurs v € V' qui peuvent s’écrire comme v = uy + us
avecu; € Uy et ug € Uy. Autrement dit,

U +Us={veV, v=u +ug pour uy € Uy et uy € Us}.
et

Définition 1.67 (Somme directe). Soient V' un espace vectoriel et Uy,Us deuz
sous-espaces vectoriels de V. On dit que Uy et Uy sont en somme directe (et on
note Uy @ Us) si, pour tout vecteur v € Uy + Uy, la décomposition v = uy + us (avec
uy € Uy et uy € Uy) est unique.

Remarque 1.68. On suppose que U; et Uy sont munis d’une base (respective-
ment ey, ...,en et fi,..., fn). Ur et Us sont en somme direct si et seulement si
(1, €m, f1,--, fn) forme une famille libre et donc une base de Uy + Us. Si U et
V sont en somme directe alors tout vecteur w € U; + U, s’écrit de fagon unique
w = u-+vavec u € Uy et v € Uy. Mais u s’écrit de facon unique comme combinaison
linéaire de eq, ..., e, et v s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de
fiy--+, fn- Donc w s’écrit de facon unique :

w:)\lel—l'—l')\mem—'—lulfl"——f_:unfn

u v

Conséquence 1.69. Soient V un K-espace vectoriel et Uy, Uy deux sous-espaces
vectoriels de V. Alors Uy et Uy sont en somme directe si et seulement si dim(U; +
Uy) = dim Uy + dim Us (en général on a dim(U; + Us) < dim U; + dim Us ).

On rappelle la définition de supplémentaire.

Définition 1.70 (Supplémentaires). On dit que U et Us sont supplémentaires
de V si V. =U; & Uy ou si, pour tout v € V', v posséde une unique décomposition
d’éléments de Uy et de Us,.
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Proposition 1.71. Soit V un K-espace vectoriel. Si' V' est de dimension finie alors
tout sous-espace vectoriels Uy et Uy posséde un supplémentaire dans V.

Démonstration. On fixe une base ey, ..., e, de Uy (possible car on a vu que Uy
est de dimension finie). Cette famille définit une famille libre de vecteurs dans
V. On la complete par des vecteurs fi,..., f, pour constituer une base de V :

(€1, €m, f1,--+, fn). On a alors
V={er,...,em)® (f1, - [n)
et on pose Uy = (eq,...,e,) et Us = (f1,..., fa). O
Remarque 1.72. En général, on a la formule de la dimension :
dim(U; + Us) = dim Uy 4 dim Uy — dim(U; N Us).
On retrouve le fait que U; et Uy sont en somme directe si et seulement si

dlm(U1 N Ug) =0 U NU, = {Ov} .

1.3.5 Exemple en dimension infinie

Pour clore ce chapitre, on donne un exemple d'un espace vectoriel en dimension
infinie.

Exemple 1.73. Soient F' = % (N, R) l'espace des suites n +— u, et E le sous-
ensemble de F' constitué des suites vérifiant la relation de recurrence

Up = Up_1 + Up_2, pour tout n > 2. (1.22)

On montre que le sous-ensemble E forme, en fait, un sous-espace vectoriel de F'.

1. La suite constante nulle u,, = 0 vérifie clairement (1.22) donc appartient bien
a k.
2. E est stable par addition. Soit (uy),.n €t (Vp),cn Vérifiant
Up = Up_o2+ Up1 € v, =v,_1+v,9, pour tout n > 2.

Alors

(un + Un) - (un + Un) - (un—l + un—2> + (Un—l + Un—2)

= (Un,1 + Up—2 + Up—1 + Uan)-

D’ou (uy, +v,) € E.
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3. E est stable par produit externe. Soient (u,) € E et A € R. Alors :

U, € F & up = Up_1 4 Up_o
S AMun) = MUup_1 + tp_2) € My = Mip_1 + Auyy_o.

D’ou Au, vérifie (1.22) et appartient a F.
On a donc montré que E est un sous-espace vectoriel de F'. On démontre ensuite
que les suites (€,),cn €t (fn),en défnies par :

ep =1 fo=0
e1 =0 et fi=1
€np =€p_1 T €h_2, N > 2 fn - fn—1+fn—27 n > 2

forment uen base de E. Soit (u,) une suite de E. On a u,, = A(e,) + p(f,) pour des
scalaires A = uy et 4 = uy En effet, si on pose A = ug et 4 = uy, on a, pour n =0,

Aeg + pfo = ug X 14wy X 0 = uy,

pour n =1,
Aer+pfi =ug X 0+up X 1 =1uy

et on a :

Nep_o+ pfno=1u, o, pourn > 2,
Aep_1+ pfr1 =up—1, pourn >1

alors on obtient :

A <€n,1 + ean) +M (fnfl + fn72) = Up—1 + Up—2,

€n fn Un

c’est-a-dire Ae, + puf, = u,. La relation est vérifée au rang n. Par principe de
recurrence, pour tout n > 2,

Up = ey + ffp.

Ceci monntre que les suites (e,,) et (f,) engendrent E. De plus, si Ae,, + pf, =0
alors A =0 et = 0. Pour n =0,

Xeg+pufo=Ax1+ux0=0=A=0
et pour n =1,

eir+pfi=0Ax04+pux1=0& pu=0.
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D’ou Ae, + pf, = 0 implique que A = p = 0. Ceci montre que les suites (e,) et (f,)
forment une famille libre de E. Conclusion : (e,) et (f,) forment une base de E.
Toute suite (u,,) € E telle que

Up, = Up—1 + Up—2
peut étre décomposé en
Up = )\en + :ufn

pour d’uniques scalaires A, u. Maintenant, soient «, (8 les racines de ’équation
2?2 =z + 1, c’est-a-dire :

14++/5 1—+/5
5 et p= 5

On constate que

1. Les suites a,, = o™ et b, = " appartiennent a E. En effet, on a :

d=a+l=a"=a" ' +a" 2= a, = a1+ Qp_os.

D’ou a, € E. On peut faire la méme vérification pour la suite b,.

2. Les suites (a,,) et (b,) forment une famille libre de E et donc une base de F
puisqu’on a montré que E est de dimension 2. En effet, soient A et © € R
tels que

Aan) + p(b,) =0 < Aa" 4 ps" = 0.

Pour n =0, on a :
A+pu=0=>A=—pu (1.23)

et pour n=1,on a:
Aa+pB=0=2A+pu=0 (1.24)
En faisant « (1.23) — 3(1.24) », on obtient
A+ pB)— A8+ uf)=0=XNa—-0)=0=A1=0

et (1.23) nous donne directement que p = 0. D’ou si Aa, + ub, = 0 alors
A=pu=0.
Conséquence de tout cela, toute suite (u,) € F possede aussi une décomposition
Up, = Aa, + pb,. En exercice, on pourra expliciter cette décomposition pour les
suites (e,,) et (fn).

Remarque 1.74. L’espace vectoriel F' = .% (N, R) des suites numériques réelles
est de dimension infinie.
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1.4 Exercices

Exercice 1.1. Dire, en justifiant la réponse, si les objets suivants sont des espaces
vectoriels :

1. L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues et positives, pour 'addi-
tion de deux fonctions et le produit d’une fonction par un réel.

L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], vérifiant f(1) = 1.
L’ensemble |0, +oo[ pour les opérations z @y = zy et A-y = 2, (A € R).
L’ensemble des fonctions sur R qui s’annulent en 1 ou en 4.

L’ensemble des primitives de la fonction x — ze® sur R.

A

L’ensemble des nombres complexes d’arguments § + kw, k € Z.

Exercice 1.2 ([3]). Soit £ = .Z(X,R) (on rappelle que .# (X, R) est I’ensemble
des applications de X dans R et que c’est un R-espace vectoriel) ou X est une
partie de R telle que pour tout z € X, —z € X. Soit & (resp. &) le sous-ensemble
de E constitué des fonctions impaires® (resp. paires). Montrer que .# et £ sont
des sous-espaces vectoriels de F.

Exercice 1.3. Si E est un espace vectoriel et A une partie de E, on note Vect(A)
ou (A) le sous-espace vectoriel de E engendré par A. Dans R*, on consideére les
vecteurs u = (1,2,3,4) et v = (1,—2,3, —4). Peut-on déterminer x et y pour que
(z,1,y,1) € ({u,v})? Méme question pour (z,1,1,y).

Exercice 1.4. Les familles suivantes sont-elles génératrices de F 7

1. (1,1), (3,1), E = R?;

2. (1,0,2), (1,2,1), E = R®.
Exercice 1.5. Dans R?, on consideére les vecteurs v; = (1,1,1), v, = (1,0,1),
vy = (2,1,1) et vg = (5,3,4).

1. w1, v9, v3 sont-ils linéairement indépendants ?

2. vy, V9, U3, V4 sont-ils linéairement indépendants ?
Exercice 1.6. Soit E un R-espace vectoriel et (x,y, z,t) une famille libre* de FE.
Les familles suivantes sont-elles libres ?

1. (z,2y,2),

2. (z,2),

3. Pour ceux qui auraient oublié la définition de fonctions paires et impaires, voir [8, Chap.
I11].
4. z,y,z et t sont quatre vecteurs de FE.
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3. (z,2x + t,t),

4. 2z +y,x —3y,t,y — x).

Exercice 1.7. Dans R*, on considere les vecteurs a = (1,2,3,4), b = (2,2,2,6),
c=(0,2,4,4), d = (0,2,4,4) et ¢ = (2,3,0,1). Déterminer des bases des sous-
espaces vectoriels F NG et F'+ G ou F' = Vect({a, b, c}) et G = Vect({d, e}).
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Chapitre 2

Applications linéaires

Apres avoir introduit la structure de base de l’algebre linéaire, les espace
vectoriels, il nous faudrait définir une relation qui permet de relier les espaces entre
eux. Ce sera ce qu’on appelle les applications linéaires.

2.1 Premieres définitions et propriétés

Définition 2.1 (Application linéaire, premiere définition). Soient V' et W deux
espaces vectoriels. Une application K-linéaire (ou tout simplement application
linéaire) de V' dans W est une application f: V — W telle que :

1. flx+y) = f(z) + f(y), pour tout x,y € V,
2. f(Ax) = Af(x), pour tout x € V et XA € K.

On propose une autre définition d’application linéaire.

Définition 2.2 (Application linéaire, seconde définition). Soient V et W deux
espaces vectoriels. Une application K-linéaire (ou tout simplement application
linéaire) de V' dans W' est une application f: V — W telle que, pour tout z,y € V
et \, ue K,

fOx 4+ py) = M) + pf(y).

La question qui vient tout de suite est « est-ce que les deux définitions sont
équivalentes ? » et la réponse immédiate est oui... On propose une démonstration
rapide :

Equivalence déf. 2.1 et 2.2. (Déf. 2.1 = Déf. 2.2) f est linéaire, d’ou :

1. flx+y)= f(x)+ f(y), pour tout z,y € V,
2. f(Ax) = Af(x), pour tout z € V et A € K.

33
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On cherche a calculer f(Ax 4+ py) en fonction de f(z) et de f(y). Comme
AeKetazeValors \x € V (de méme, si p € Kety eV alors uy € V).
D’ou, d’apres la premiere propriété :

fQx + py) = f(Ar) + f(uy). (2.1)

On applique ensuite la deuxieme propriété aux deux termes de la somme
(2.1).
fOx + py) = fAx) + f(py) = M (2) + 1f (),

d’ou la définition 2.2.
(Déf. 2.2 = Déf. 2.1) On suppose que f est une application telle que :

fQz + py) = Af(z) + puf(y), pour tout z,y € V, A\, u € K.

La premiere propriété de la définition 2.1 se démontre en prenant A = 1 et
@ =1, ce qui donne :

flx+y) = f2) + f(y).

La seconde propriété se démontre en prenant A € K et p = 0, c’est-a-dire :

fQAz) = Af(x),

d’ou la définition 2.1.
O

Définition 2.3. On note Z(V,W) l’ensemble des applications linéaires de V' dans
w.

Définition 2.4 (Forme linéaire). Si, dans les définitions 2.1 et 2.2, W = R, on
dit que f est une forme linéaire.

Remarque 2.5. On a: f(0) = 0.

Définition 2.6 (Application linéaire bijective). Soit f une application linéaire
d’un K-espace vectoriel V' dans le K-espace vectoriel vectoriel W. Alors :
- SiV =W, f est un endomorphisme. L’ensemble des endomorphismes d’un
espace vectoriel V' sera noté L (U).
— Si f est bijective, f est un isomorphisme.
- SiV =W et que f est bijective alors f est un automorphisme. L’ensemble
des automorphismes d’un espace vectoriel V' est appelé le groupe linéaire de
V' dans W et est noté GL(V).

Définition 2.7 (Application identité). Soit V' un K-espace vectoriel. L application
qui a un vecteur x € V' assoie a lui-méme est appelé identité de V. On la note idy
et on vérifie que c’est une application linéaire.
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Proposition 2.8. Soit f: V — W wune application K-linéaire. On considére
AM,.., N €R etxy,...,x, € V. Alors :

f <Zp: Aﬂi) = i )\zf(%)

Définition 2.9 (Addition et multiplication). Soient f et g deux applications
linéaire de V dans W et A € K. Alors :

1. f + g est une application linéaire de V' dans W définie par (f + g)(x) =
f(x) +g(x).
2. \f est une application linéaire de V' dans W défnie par (Af)(x) = Af(x).

Proposition 2.10. En vertu de la définition 2.9, ’ensemble £ (V, W) des appli-
cations linéaires de V' dans W muni de ces deux opérations est un espace vectoriel
sur K.

Et comme c’est un espace vectoriel, il a une dimension.

Proposition 2.11. Si V' (resp. W) est un K-espace vectoriel de dimension finie
n (resp. p) alors L(V,W) est de dimension finie np.

Avant d’attaquer la démonstration de la proposition 2.11, on a besoin de définir
le symbole de Kronecker.

Définition 2.12 (Symbole de Kronecker). Le symbole de Kronecker est la fonction :
{o sii 7,
O0ij = L
1 sii=

Démonstration. On considere & = (ey,...,e,) une base de Vet &' = (f1,..., f»)
une base de W. Si x € U alors x = Y1, x;¢; et :

) = Ysfle) = 3wy,

avec f(e;) = >0 a;;fi. On définit pour 1 <i <pet 1l <j <n,w;; les application
linéaires de V' dans W définies par :

wij(ek) = 5jkfia

pour tout 1 < k < p. Alors, on a

f(x) = Z > 0ijWis (T)

j=1l1=1
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US>

Il reste & montrer que (w;;) forme uns systeme libre. Soient \;; des scalaires tels
que
n P
Z Z )\ijwi]’ = 0.
j=1i=1
Alors
n p P
0=">"> Xjwijlex) =D Airfi.
j=li=1 i=1

Comme (fi,..., f,) est une base, il s’ensuit que tous les coefficients \;; sont nuls
pour tout 1 <i<petl<k<n.Dou (wij) est une famille libre donc une base
(qui continent np éléments). O

Proposition 2.13. Soient U,V et W trois K-espaces vectoriels et g: U — V,

f:V = W deux applications linéaires. Alors 'application f o g est une application
linéaire de U dans W'.

Proposition 2.14. Soient U,V et W trois espaces vectoriels, f,g € L (U, V) et
hk € L(V,W). Alors :

(i) ho(f+g)=hof+hoy,
(it) (h+k)of=hof+kof.

Remarque 2.15. Si U, V, W, W’ sont quatre espaces vectoriels sur K et f: W —
W' g:V — Weth: U— V trois applications linéaires alors fo(goh) = (fog)oh.

2.2 Image et noyau d’une application linéaire

2.2.1 Image d’une application linéaire

Définition 2.16 (Image d’une application linéaire). Soit f: V — W une applica-
tion linéaire. On note 'image de f, Im(f), l’ensemble :

Im(f) ={z eV, f(x)} = f(V).

Proposition 2.17. Soient U un sous-espace vectoriel de V et f: V. — W une

application linéaire. Alors l'image f(U) de U par f est un sous-espace vectoriel de
w.

Démonstration. On rappelle que pour démontrer que f(U) est un sous-espace
vectoriel de W il faut montrer que :

(i) ow € f(U),
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(ii) pour tout y1,y2 € f(U) et A\, € K, on ait A\y; + pyz € f(U).
Comme f(0) =0 (remarque 2.5), on a bien f(0y) = Oy, d’ou Oy € f(U). Ensuite,
si y1,y2 € f(U), il existe z1,29 € U tels que y; = f(z1) et yo = f(z2) (définition
2.16). D’ou, pour tous scalaires A et p, on a :

M1+ py2 = AN (21) + pf (22) = f(Axy + pag).
Donc Ay; + pys € f(U). Ainsi, f(U) est un sous-espace vectoriel de W. O

Proposition 2.18. Soit f: V — W une application linéaire. St U = (uy, ..., uy,)
est un sous-espace vectoriel de V' alors f(U) = (f(u1), ..., f(un)).

2.2.2 Noyau d’une application linéaire

Définition 2.19 (Noyau d’une application linéaire). Soient V' et W deuz K-espaces
vectoriels et f: V — W une application linéaire de V dans W. Le sous-ensemble de
V' des vecteurs annulant f est appelé noyau de f et est noté Ker(f). Explicitement,

Ker(f) = {z € E, f(z)=0}.

Proposition 2.20. Soit f: V — W une application linéaire. Tout comme [’image
de f, le noyau de f est un sous-espace vectoriel de V.

Démonstration. Si z,y € Ker f et \,p € K, on a:

fOz +py) = Af(x) +pf(y) =A-0+p-0=0.
Donc Az + uy € Ker(f). O

Proposition 2.21. Soit U un sous-espace vectoriel de W et f: V — W wune
application linéaire. Alors l'image réciproque f~*(U) de U par f est un sous-espace
vectoriel de V.

On peut donner une reformulation de la définition 2.16 en terme d’image
réciproque.

Définition 2.22 (Noyau d’une application linéaire). Soit f: V — W une applica-
tion linéaire. On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel f~1({0}) de V. On

note Ker(f) = f~1({0}).

Proposition 2.23. Soit f: V — W une application linéaire.
w.

2. L’application linéaire f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

1. L’application linéaire f est surjective si et seulement si Im(f)

Démonstration. En exercice! OJ
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2.3 Rang d’une application linéaire

2.3.1 Rang d’une application linéaire

Définition 2.24 (Rang d’une application linéaire). Soient V' et W deux K-espaces
vectoriels et f: V. — W une application linéaire. Si Im(f) est de dimension finie
dans W alors on appelle rang de I'application linéaire f (qu’on note rg f) la
dimension de Im f.

Corollaire 2.25. On suppose que V' est un K-espace vectoriel de dimension finie
et f: V. — W une application linéaire. Alors f est de rang fini dans W'.

2.3.2 Formule du rang

Théoréme 2.26 (Formule du rang). Si V' et W sont des K-espaces vectoriels (V
de dimension finie) et f une application linéaire de V' dans W alors f vérifie :

dim Ker(f) +rg f =dim V.

Démonstration. Comme V est de dimension finie alors on peut trouver une base
de cardinal fini de Ker f. On pose n = dim V', p = dim Ker(f) et on considere
(é1,...,€p) une base de Ker f. Soit V’ un sous-espace supplémentaire de Ker f.
D’apres le théoreme de la base incomplete (théoréme 1.65), on peut compléter la
base de Ker f par des vecteurs de V'. Cela donne (e, ..., €y, €pt1,...,€,) €st une
base de V. L’image de cette base par f est génératrice de Im f. Donc

Im(f) = (flepsr), -+, flen)) -

Cette famille est aussi libre car si A\pq1,..., A, sont n — p scalaires de K tels que

S Af(e) =0

i=p+1

i=p+1

alors

Mais ceci implique que Y- A\;e; = 0 est élément de Ker(f). Cette somme est une
somme de vecteurs qui sont dans un sous-espaces supplémentaires V' de Ker(f).
La somme est donc éléments de V. Ainsi, 3 \;e; est alors dans V NKer f. La seule
possibilité est Z?:p 11 Aie; = 0. Mais cette famille libre est libre dans V' donc A; = 0
pour p+ 1 < ¢ < n. Ces scalaires ayant été choisi de fagon quelconque dans K,
la famille (f(epi1),. .., f(en)) est libre dans Im f. C’est donc une base de Im f et
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dimIm f =n —p. Or dimIm f = rg f, d’ou I'égalité n = (n — p) + p équivaut donc
a
dimV =rg f + dim Ker f.

2.4 Isomorphismes

Définition 2.27 (Application linéaire bijective). Soit f une application linéaire
d’un K-espace vectoriel V dans le K-espace vectoriel vectoriel W. Alors :
- SiV =W, f est un endomorphisme. L’ensemble des endomorphismes d’un
espace vectoriel V' sera noté £ (U).
— 57 f est bijective, f est un isomorphisme.
- StV =W et que f est bijective alors f est un automorphisme. L’ensemble

des automorphismes d’un espace vectoriel V est appelé le groupe linéaire de
V' dans W et est noté GL(V).

Définition 2.28 (Espaces vectoriels isomorphes). On dit que deux espaces vectoriels
sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre ces deux espaces.

Proposition 2.29. « Etre isomorphe d » est une relation d’équivalence sur l’en-
semble des K-espaces vectoriels.

Démonstration. En exercice. O

Proposition 2.30. Soient V et W deux espaces vectoriels tels que V est de
dimension finie et W isomorphe a V. Alors W est de dimension finie et dimV =
dim W.

Démonstration. Comme V' et W sont isomorphes alors il existe un isomorphisme
fV—=>W.Onalmf =W car f est surjective. Mais Im f étant de dimension
finie, d’apres la formule du rang, il en est de méme pour W. Cette dimension est
égale a rg f. Mais comme f est aussi injective, Ker f = {0} et dim Ker f = 0. D’ou
dimV =dimIm f =dimW : V et W ont la méme dimension. O]

Proposition 2.31 (Réciproque de la proposition 2.30). Si V et W sont deux
K-espaces vectoriels de méme dimension alors ils sont isomorphes.

Démonstration. Soit n < 400 la dimension de V. On considere (ey,...,e,) une
base de V' et (fi,..., fn) une base de W. On choisit f telle que :

fle;)) = fi, pour tout 1 <i <mn,

c'est-a-dire si x = Y1 | \e; alors f(z) = S0, A\ifi, f est donc linéaire et son noyau
est réduit a 1’élément nul de V. Son rang est donc égal a n : f est donc surjective.
f est donc bine un isomorphisme de V' dans W. O]
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Théoreme 2.32. Tout espace vectoriel V de K de dimension finie n est isomorphe
a l'espace vectoriel K™.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base de V. On considére :
o V - K
=" e = (x1,...,1,)

L’application f est bien définie puisque les coordonnées d’un vecteur dans une base
sont définies de maniere unique. Il n’est pas difficile de voir que f est une application
linéaire injective et comme dim F = dim K" = n, f est un isomorphisme. O

Pour finir cette section, on va montrer que I’ensemble des automorphismes d’un
K-espace vectoriel forme un groupe. On sait déja, d’apres la proposition 2.10, que
Z(V, W) est un K-espace vectoriel. On a ensuite défini & la proposition 2.13 une
opération de composition d’applications linéaires. On peut alors affirmer le résultat
suivant :

Proposition 2.33. Soit V' un K-espace vectoriel. (£ (V),+,0) est un anneau
unitaire (mais pas toujours commutatif) : lunité est donnée par application
identité de V.

Démonstration. En exercice. OJ

Proposition 2.34. L’ensemble des éléments inversibles £ (V') est un groupe pour
la loi de composition o de L (V). Ce groupe est le groupe linéaire de V' : GL(V).

Démonstration. On note Inv(V') 'ensemble des applications inversibles de .2 (V).
Si f € Inv(V) alors il existe g € Inv(V') tel que fog=go f, f est donc bijective.
Comme c’est une application linéaire, c¢’est aussi un isomorphisme et donc un
élément de GL(V'). Réciproquement, supposons que f est un élément de GL(V).
Pour vérifier que f est un élément de Inv(V), il suffit de vérifier que I’application
réciproque de f est linéaire : on désigne par g cette application réciproque et on
montre que g est linéaire. Si y et 3’ sont élément de V, il existe des éléments de x
et 2’ de V tels que y = f(x) et ¢ = f(2'). Alors si A\, u € K,

9Oy + ') = g\ f(@) + pf(a) = go f(Ax + pa’).

Cette derniere égalité étant conséquence de la linéarité de f donc g o f = idy. On
obtient alors :

9Ny + ') = Ae + pa’ = Ag(y) + ng ().
Ceci prouve donc la linéarité de g. L’égalité entre les deux ensembles GL(V) et

Inv(V) est alors assurée. Comme Inv(V') est un sous-groupe de .Z (V') pour la loi
de composition, il en va de méme pour GL(V). O

Ainsi, la proposition 2.34 justifie le nom donné a GL(V) : groupe linéaire.
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2.5 Exemples d’applications linéaires

2.5.1 Homothéties

Définition 2.35 (Homothétie). Soit V' un K-espace vectoriel et A € K. On appelle
homothétie de V' par rapport a A, l'application

h : V. -V
T = Ax

Théoreme 2.36. Une homothétie de V' est un endomorphisme de V.

Démonstration. Soit A € K. On a :

ha(ax + By) = Max + By) = Aax + APy
= a(A\x) + B(A\y) = ahy(z) + Bha(y).

]

Remarque 2.37. En particulier, idy est une homothétie de V' de rapport 1. C’est
donc une application linéaire.

2.5.2 Projecteurs

Proposition 2.38. Soient V' un K-espace vectoriel et U, U" deuz sous-espaces
supplémentaires de V. On considére p et p' des endomorphismes de V' définies par,
pour tout x € E, x = p(x) + p'(z) tels que p(x) € U et p(z') € U'. Alors p et p’
sont linéaires et vérifient

(i) p* =p,

(ii) (r')* =V,
(iii) pop' =p op =0,

(iv) Kerp =TImyp/,

(v) Kerp' =Imp.
Démonstration. On montre que p et p’ sont bien définies. Soient © € V', x1, 29 € U
et 2, xh € U' tels que v = x1 + &) = xo + 2. Alors

Ty — T =Xy — (2.2)
N—— N——
U U’
Donc, les deux membres de (2.2) sont a la fois éléments de U et de U’. Ceci n’est

pas possible que si chacun des deux membres est nul. Donc z; = x5 et 2} = 5. p
et p’ sont donc bien défnies.
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On vérifie facilement que ces deux applications sont linéaires. Si = est élément
de U alors p(x) = x, ce qui prouve que p*> = p. Idem pour p’. Les autres égalités
sont évidentes. O

Définition 2.39 (Projecteur). Soient V' un K-espace vectoriel et I1 un endormor-
phisme de V tel que TI*> =11 (on dira que T1 est idempotent). On dit que I1 est un
projecteur de V.

U/

R3

FIGURE 2.1 — Projection sur U parallelement a U’

Proposition 2.40. Soit p un projecteur défnie sur le K-espace vectoriel V et
p' =idy —p. on note U = Imp et U =Imyp'. Alors U et U' sont supplémentaires
dans V et p est le projecteur sur U parallélement a U’.

Démonstration. Soit x € V tel que x = p(z) + p'(z). On a donc U et U’ qui
vérifient U + U’ = V. On vérifie facilement que p’ est un projecteur ((p')? = p/).
Suppoosns que x est élément de U N U’. Alors il existe y € U et v € U’ tels que
r=ply) —x =y —p(y). Appliquons p a ces égalités :

p(x) = p*(y) — = =p(y) — p*(y) = p(y) — p(y') = 0.
Donc z = 0, ce qui prouve que la somme U + U’ est direct et donc que U et U’

sont supplémentaires dans V. O

2.5.3 Symétries

Définition 2.41 (Symétrie). Soient V un K-espace vectoriel et U, U’ deux supplé-
mentaires de V. On considére x € V tel que x s’écrit x = u + u' avec u € U et
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u' € U'. Lapplication :
s V. =V
xr = u—u

est appelé symétrie par rapport a U parallélement a U’.

U/

s(v) g/

R3

FIGURE 2.2 — Symétrie sur U parallelement a U’

Propriétés 2.42. Soient V' un K-espace vectoriel et U, U’ deux sous-espaces vecto-
riels supplémentaires de V. On considére s la symétrie par rapport a U parallelement
al'.

1. s est un automorphisme de V et s* =id (ou s™! = s).

2. U =Ker(s—idy) et U = Ker(s + idy).

Théoréme 2.43 (Caractérisation). Soient V' un K-espace vectoriel et s: V. —V
une application. s est une symétrie si et seulement si s est linéaire et s*> = idy. On
a alors Ker(s — idy) et Ker(s —idy) supplémentaires de V' et s est le symétrie par
rapport a Ker(s — idy) parallélement a Ker(s — idy).

Théoréme 2.44 (Lien projecteur/symétrie). Soient V' un K-espace vectoriel et
U, U’ deuz supplémentaires de V.. On note p (resp. p') la projection sur U (resp.
U') parallélement a U’ (resp. U) et s (resp. s') la symétrie par rapport a U (resp.
U’) parallélement a U' (resp. U). Alors

1. p+p =idy,

2. pop' =pop=0,

3. s+s = 02y,



44 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

4. s0s =5 0s=—idy,
5. 8:2p—idU7
6. s =2p —idy.

2.5.4 Affinité

Définition 2.45 (Affinité). Soient V' un K-espace vectoriel et U,U" deuz sous-
espaces vectoriels supplémentaires de V. On note p la projection sur U parallelement
a U'. Pour tout A € K, on appelle affinité de base U, de direction U’ et de rapport
A, Uapplication :
ay V. =V
r = A+ (1-XNp(x)

Six=u+u avecu € U et v € U alors laffinité de base U, de direction U’ et de
rapport A\ envoie x sur u + \u'.

U/

R3

a_3/2 (’U)

FIGURE 2.3 — Affinité de base U, de direction U’ et de rapport A

2.6 Annexe : Espaces vectoriels quotients

Définition 2.46 (Espace vectoriel quotient). Soient V' un K-espace vectoriel et U
un sous-espace de V. On définit sur 'V la relation d’équivalence Z suivante :

Ve,ye B, xZy<xz—yeV.
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On note VU ’ensemble V)% des classes d’équivalence de cette relation. V/U a
une structure de K-espace vectoriel.

Proposition 2.47. Soient V et W deux espaces vectoriels et p: V. — W une
application linéaire. On note N = Ker(p) et I = Im(p). On considére ¢: V — V/N
la projection canonique et j: I — W linjection canonique. Soit o: V/N — I tel

que p=jopop:

V—=W

Alors, Uapplication ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels de V/N sur I.

Démonstration. On sait que ¢ est injective et surjective. Si A, u € K, X, Y € V/N,
reXetyeY,ona:

Il
©
(@]
X
™
g
_|_
=
£ s
Il
5
>
g
+
=
s

Exemple 2.48. Soit ¢ une application linéaire de R"™ dans R"™, on suppose
d’application @ de rang n — 1, ainsi rgy) = n — 1 et dim Kerv = 1. L’ensemble
H =Imvy ~ R"/Ker est un hyperplan de R".

2.7 Exercices

Exercice 2.1. Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires.

1.

R - R
x o~ 2227
2.
R - R
z +— 4x—3°
3.
R? — R?



46 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

4.
¢°(0,1]) — R
[ f3/4)°
ot °(|0,1]) est 'ensemble des fonctions numériques continues sur [0, 1].
D.
R*> - R
(r,y) — 22%sin(3z + Hy)
6.
R*> - R
(z,y) = wy
7.
¢°(0,1) — R
[ = maxte[o’l]f(t).
8.

¢'([0,1]) — ¢°([0,1])
f= 7
ou €'([0,1]) est 'ensemble des fonctions numétriques ayant une dérivée

continue sur [0, 1].

Exercice 2.2. Soient f et g des applications de C dans C, définie par f(z) =%
et g(z) = Re(z). Montrer que f et g sont linéaires sur C en tant que R-espace
vectoriel, et non-linéaires sur C en tant que C-espace vectoriel.

Exercice 2.3. Déterminer si les applications f; suivantes sont linéaires :
fi R?> — R?
fo R — R3
(,9,2) = (2y,2,9)
f3 R} — R3
(ZL‘,’y,Z) = (25L’+y—Z,y—Z,ZE+y)
fa + R[X] — RI[X]
P - P
f5 : Rg[X] — Rg[X]
P — P
ou R3[X] correspond a l’ensemble des polyndmes de degré 3 a coefficients réels.

f@ : Rg[X] — R3
P = (P(-1),P(0),P(1))
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fr © R[X) = R[X]
P — P—(X-2)P

Exercice 2.4. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R"™; on défnit I'appli-
cation f: F' x G — R" par f(x1,z2) = x1 + x2.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer le noyau et 'image de f.
Exercice 2.5. Soient E; et F, étant deux sous-espaces vectoriels de dimen-
sions finies d’un espace vectoriel F, on définit 'application f: F; x Ey — E
par f(x1,x2) = x1 + xa.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer le noyau et 'image de f.

3. Appliquer le théoreme du rang.

Exercice 2.6. Montrer que V/U a une structure de K-espace vectoriel.
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Chapitre 3

Systemes linéaires et matrices

3.1 Systemes linéaires

3.1.1 Introduction
Le but de ce cours est de résoudre des équations vectorielles :
LU + -+ TR, = W. (3.1)
d’inconnues z1,...,z, € K.

Définition 3.1 (Systeme linéaire d’équations). Si, dans (3.1),

Q15
Uj: ) pourlgjéna
Clmj
avec aij,...,an; € K et :
n
w=| :
Ym
avec yi,...,Yn € K alors on appelle systeme d’équations linéaires, [’équation
vectorielle :
ai A1n hn
T1v1 + T TRV, =W S T : + -+ 2, : = :
Am1 Qmn Ym

a1+ -+ a1y =N

Am1T1 + -+ Gy = Ym

49
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Remarque 3.2. L’écriture (3.2) est la plus commode pour représenter un systéme
d’équations linéaires. C’est celle que 1'on va utiliser.

Définition 3.3 (Solutions du systeme). Soit le systéme d’équations linéaires (3.2).
on appelle solution du systeme (3.2), le vecteur (xy,...,x,) € K" qui vérifie les m
équations du systéme (3.2).

Définition 3.4 (Systeme homogene). Soit le systeme d’équations linéaires (3.2).
On dit que le systeme est homogene si le vecteur w est le vecteur nul.

Remarque 3.5. Dans un systeme homogene, le vecteur nul dans K" est toujours
une solution du systeme qu’on appelle solution triviale.

Définition 3.6 (Systemes équivalents). Soient les systémes d’équations linéaires
(3.2) et :
apry+ -+ T =1
: (3.3)
Uy Ty + -+ an, T, =Y,

On dit que les deux systemes (3.2) et (3.3) sont équivalents s’ils ont le méme
ensemble de solutions (x1,...,x,).

Dans ce cours, on veut déterminer les solutions d'un systeme linéaire de la
forme (3.2).

3.1.2 Méthode du pivot de Gauss
Systéeme echelonné

Définition 3.7 (Systeme echelonné). Un systéme echelonné d’équations est un
systéeme de la forme :

aljlle + e + aleijQ + ...... + aljrij + e + ATy — 3/1 Ll
a2j2xj2 + ...... + a/2jrxj7‘ + PN + oMLy = y2 L2
Qrj, Tj, + ot QrmTm = Y | Lr
0 = Urs1 Lr—i—l
(3.4)

Si on suppose que le premier terme non nul ay;x; de la ligne Ly apparait a la
colonne Cj avec j = ji alors on doit avoir :

Jr<Jo <o <Jp <o <Jr.
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Les lignes L,y1, ..., L, contiennent que des termes nuls dans le premier membre.
Les échelons du systeme sont les colonnes Cj,,Cj,,...,Cj,...,C; . Les inconnues
d’échelons seront les inconnues correspondants. Le coefficient ay;, (le premier
coefficient) non nul qui apparait a la ligne Ly, sera le coefficient du pivot de la
colonne Cj, .

Exemples 3.8. 1. Soit le systeme d’équations linéaires suivant :
— X9 + 2I4 - Ty = bl Ll

- @
O == b4 L4

Le systeme (3.5) est echelonné. Ses échelons (encadrés dans (3.7)) se trouvent
aux colonnes C4,C5 et Cs.

2. Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

—$2+JI3—I4:OL1
2.1'1+33'2+£L’3+334

+$4:OL3

Le systéme (3.6) n’est pas échelonné car le premier terme non nul dans les
lignes Ly et Ly sont dans la colonne Cf.

I
o
&

(3.6)

Définition 3.9 (Solutions d'un systeme echelonné). On considére le systéme
échelonné (3.4), on note C; la i¢ colonne et L; la j¢ ligne qui correspond a la j°
équation.

— Si le vecteur donné w = (y1,...,Ym) ne vérifie pas ypy1 = -+ = Yy = 0
alors les équations Ly.q, ..., Ly, ne seront pas vérifiés, quelles que soient les
valeurs données aux inconnues x1, . ..,xT,. Dans ce cas, le systéeme n’a pas de
solution.

- Sitonay1=-=1yn=0, les équations L, 1,...,L,, seront trivialement
vérifiés quelles que soient les valeurs données aux inconnues xq,...,x, et
(3.4) se réduit auz seules équations Ly, ..., L,.

Proposition 3.10. Pour tout systeme de valeurs attribués auzr inconnues x; qui
ne correspondent pas a des échelons, on pourra donner d’uniques valeurs aux
inconnues d’échelons x; (qu’on appelera parametre de sorte que (z1,...,x,) forme
une solution de (3.4).

Démonstration. On détermine la valeur des inconnues d’échelons en remontant les
équations Lq,..., L,. O
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Exemple 3.11. On considere le systeme échelonné (3.5) de 'exemple 3.8-1 et on
note w = (by, ..., by).
— Si by =0, Ly est trivialement vérifiée et résoudre (3.5) équivaut a résoudre le
systeme linéaire suivant :

— X2 + 21L’4 - Ty = b1 L1
— x4 + x5 = by| Ly (3.7)
2335 = bg L3

— Si by # 0 alors Ly est trivialement fausse et le systeme n’a pas de solution.
On utilise la proposition 3.10. On voit que x5 et x4 ne sont pas des echelons dans
(3.7) donc on peut poser xo = u et x4 = v (ol u et v sont quelconques dans K).
On pourra trouver d’uniques valeurs pour les variables d’échelons x, x3, x5 telles
que (x1,...,x5) soit solution de (3.7). On déterminer les valeurs en remontant les
équations. La troisieme ligne nous donne :

b
2{1352173@{135:53.

La deuxiéme ligne nous donne :

b b
953—954+5U5:b2<:>$3—v+§3Zbg<:>$3:v+b2—53.

La premiere ligne nous donne :

b
351_5524'2334—335:51<:>3:1—u+2@—§3:b1
b
<:>:c1:u—21)—|—b1+—3.

2

D’ou les solutions du systemes sont les quintuplets de la forme :

b b b
(21, 2, T3, T4, T5) = <U — 20+ b + Ed,u,v—l—bg - 537?)7 ;)

pour u,v € K quelconques.

Algorithme du pivot de Gauss

Dans cette section, on souhaite transformer un systeme d’quations linéaires en un
systeme écheloné équivalent. Pour cela, on fait une série d’opérations élémnetaires
sur les lignes qui ne changent pas les solutions du systeme.
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Définition 3.12 (Opérations élémentaies). Soit le systéme d’équations linéaires
(3.2). On note L; la i¢ ligne du systéeme pour 1 < i < n. Les opérations suivantes
sont appelées opérations élémentaires sur les lignes.

— Transposition de ligne : la ligne Ly devient la ligne L; et vice et versa.

— Homothétie : on multiplie la ligne L; par un scalaire non nul \.

— Homothétie-transposition : on ajoute un multiple de la ligne L; a la ligne L;.

Proposition 3.13. Le systéme (L,...,L]) obtenu par une transformation élé-
mentaire (ou opération élémentaire sur les lignes) a le méme ensemble de solutions
que (Ly,...,Ly).

Démonstration. On peut retrouver (Ly,...,L,) a partir de (L],..., L)) par une
transformation inverse élémentaire. Par exemple, si

Ly =1,
Li=L;,+ AL,
L/‘: L/
alors
Ly =1]
=L+ )\L;-
L,=1L,

]

Remarque 3.14. A propos de 'appelation « opération élémentaires sur les lignes »,
on pourrait se demnader si on peut faire la méme chose sur les colonnes. Il n’en est
rien !

On utilise les opérations élémentaires pour transformer un systeme d’équations
linéaires en systéme échelonné équivalent. C’est ce qu’on appelle la méthode du
pivot de Gauss.

Remarque 3.15. Pour éviter d’avoir des « * » (prime) un peu partout, on notera
de la maniere « informaticienne » la transformation sur les lignes par :

(la ligne L; est transformé en faisant la somme de la ligne L; par A fois L;).
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Exemple 3.16. Soient

-1 1 0 -1
|1 10 |2 |1
0 1 1 -1
et w = (y1, Y2, y3,y4) € K* donné. On veut résoudre
T1U1 + ToUy + TaUs + T4y = W (3.8)
d’inconnus x1, Ta, T3, T4.
1 1 0 1 "
-1 0 2 1
(38) < I 1 —+ X9 1 + I3 1 + x4 = Zi
0 1 1 -1 Ya
+ T2 — Ty y1 | Ly
+ 2r3 + 24 = Y| Lo

(3.9)

=
—
+
=
%)
+
8
w
I
<
w
h
w

T + x3 + T4 = Ys| Ly
ou est le terme pivot et , sont les termes a annuler. On transforme

(3.9) en systeme echelonné équivalent par une suite d’opérations élémentaires.

+ 1z - Ty = Y1 Ly <+ Iy

(3 9) N + 2$3 = Y1 + Y2 L2 <— LQ + L1
' T3 + x4 = —y1+ys|Ls< Lz— Ly
+ x3 — x4 = Y4 L,+ L,

+ T - Ty = 1 Ly <+ 1y

o +  2z3 = Y1+ Yo Lo < Lo
+ Ty = 1 tYys Ly < Ls
— x4 = —(1+ye) +ya| Lo Ly— Lo
+ 22 — T4 = Y1 L+ L4
N + 23 = Y1+ Y2 Ly < Ly
+ oy = —y1t Y3 Ls < L3
0 = =2y —y2+ys+ya| Ly Ly— L3
Le systéeme admet au moins une solution (x1,...,x4) si et seulement si w =
(y1,-..,ys) donné vérifie :

0=—=2y1 —y2 + Y3+ Ya.
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On a:

<U17 V2, U3, U4> = <(17 _17 1a O>7 (17 07 ]-7 ]->a (O) 27 17 1)a (_17 ]-7 07 1)>
= {w, w = x1v1 + TovVs + T303 + T4V}
={w = (y1,¥2,y3,91), —2y1 —y2 +ys +ya = 0}.
Donc, pour tout x4 = u donné, on pourra trouver d’'uniques valeurs pour x1, s, T3

tel que (z1, x9, 3, 24) soit solution. L’ensemble des solutions peut étre paramétré
par 4 = v. On peut par exemple prendre le systeme homogene suivant :

T + Z2 —$4:0 1 + o —374:0
To + 2563 =0
<~ To + 2x3 = 0
vy + ra =0 3 + x4 = 0
0 =0 ’ tT

(3.10)

x4 = v quelconque, la troisieme ligne nous donne x3 = —u. La deuxieme ligne nous
donne

To+ 23 =0 19 —2u =0 x5 = 2u.

La premiere ligne nous donne :
T1+ro—T3=21+2u—u=0< 2 = —u.
Conclusion : les solutions de (3.10) sont les quadruplets de la forme :
(1, T2, 3, 24) = (—u, 2u, —u, u).

Remarque 3.17. Dans 'exemple 3.16, la famille de vecteurs (vq, v, v3,v4) n’est
pas libre. On obtient la relation entre vy, v9, v3, vy :

—1-v1+2-v—1-v1354+1-v4,=0& —v14+2v3 —v34+v,=0
<:>’U4:’111—2U2+’Ug. (311)

On a alors :
<U17 V2, U3, /U4> - <U1) Vg, /U3> )
c’est-a-dire que tout vecteur w combinaison linéaire de vy, vy, v3, v4 peut se réécrire

comme combinaison linéaire des seuls vy, v, v3 en utilisant (3.11). Les vecteurs
v1, U9, v3 forment une famille libre.

T1V1 + Tovg + T3v3 <& TV + Tovs + x3v3 + 0 =0

<:>SU1:LU2:LC3:O
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d’apres la forme obtenue par les solutions de cette équation. On peut en dire plus
de la famille de vecteurs (vy,...,v4), c’est une base du sous-espace
(v1,v2,03) = {y = (Y1, Y2, Y3, Ya), Y1 — 2y2 + ys +ya = 0} C K.

Tout vecteur w = (y1, Y2, Y3, ya) tel que —y; + 2ys + y3 + y4 = 0 s’écrit de fagon
unique :
L1017 + Tovg + x3v4 + 0vy = w.

Applications de la méthode du pivot

Proposition 3.18 (Description de 'espace engendré par des vecteurs). On consi-
deére le systéme (3.2). On a alors :
(V1,...,0n) ={w, w=mz01 4+ + TV, pourxy,...,x, € K}

= {w, (3.2) a une solution} .
A partir de la forme echelonée, on obtient

<U17"'7U’n>:{w:(y17"'7yn)7 y'l‘-i-l:"':yn:o}

Ainsi, dans I'exemple 3.16, on obtient :

(i, on) ={w=(y1,. .., Yn), =201 — Y2+ Y3 +ys = 0}.
On rappelle trois définitions :

Définition 3.19 (Famille génératrice). Une famille de vecteurs vy, ..., v, forment
une famille génératrice de K™ si et seulement si (vy, ..., v,) = K™. Ce qui équivaut
a, pour tout w € K™, l’équation xivy + -+ 4+ TpUy = w posséde au moins une
solution.

Définition 3.20 (Famille libre). Une famille de vecteurs vy, ..., v, est dite libre
st pour tout vecteur w € K™ [équation x1vy + - - - + v, = w admet au plus une
solution. La solution est la solution triviale (x1 =+ = x, =0).

Définition 3.21 (Base). Une famille de veecteurs vy, ..., v, forme une base de
K™, si, pour tout vecteur w, l’équation x1vy + - -+ + TV, = w admet exactement
une solution.

Proposition 3.22. (i) Des vecteurs vy, ..., v, forment une famille génératrice
st et seulement si [’équation xrivy + « -+ + Tpv, = w est équivalente a un
systeme echelonné de la forme suivante :

a1y Tjy + o0t Ay, et a1,,%5,, =
A2joTjy 0t A25,Tj, = Y2
gLy — Yn

ot toutes les lignes premnent des inconnues. Ceci entraine n > m.
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(ii) Des vecteurs vq,..., v, forment une famille libre de K™ si et seulement si
léquation xivy + - - - + U = w est équivalent a un systeme échelonné de la
forme suivante :

Wi+t T, ot ay, T, = N
A2jyTjy  + -0t G245, L5, = Y2

UnjpLj,, =  Yn

0 = UYn+1

0 = Um

ou toutes les colonnes sont des échelons. Ceci suppose que n < m.

(iii) Une famille de vecteurs (vy,...,vy,) forme une base de K™ si et seulement
st l’équation xivy + - -+ + Uy, = w est équivalent a un systéeme échelonné
complet :

anry + a2 + 0+ Aip®n = Y1
A22T2 + o+ A2pTp = Y2
UpnTn = Yn

Toutes les colonnes forment des échelons et toutes les lignes contiennent des
inconnues. Ce qui suppose que n = m.

Exemple 3.23. Considérons ’équation vectorielle (3.8).
(i) La famille considérée n’est pas génératrice.

(ii) Elle n’est pas une famille libre. On peut expliciter une relation non triviale
1V + Tovg + x3v3 + 14v4 = 0 liant ecs vecteurs en résolvant le systeme pour
une valeur attribuée & 'inconnu z4 = 1.

Ty + T -1 =20 = —1
To + 2x3 = 0 To = 2

s 4+ 1 =0 T ) ay=-1
0 =0 $4:1

On a ainsi la relation suivante :
—U1+2U2—U3+U4:0

(iii) Ce n’est ni une fammile génératrice, ni une famille libre donc ce n’est pas une
base.
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Proposition 3.24. (i) Si les vecteurs vy, ..., v, forment une famille génératrice
de K™ et n =m alors ils forment une base de K.

(ii) Si les vecteurs vy, ..., v, forment une famille libre de K™ et n = m alors ils
forment une base de K™.

Exemple 3.25. Soient les vecteurs
1

1 0
v = 1 s Vg = 0 s V3 = 1
0 1 1

On montre que (vq,v9,v3) forme une base de R®. On a :

(1 1 1 0 (7
TV + TV + 303 = | Y2 | <& 21 11+ ) 0]+ XT3 1| = Y2
Y3 0 1 1 Y3
T + X2 = | Ly
&4 1 + x3 = Y| Lo
Ty + w3 = y3|Ls
r1 + T2 = Y1 Ly < Ly
A — Xy + w3 = Yo—y1 | Lo Lo — Ly
T2 + x3 = Y3 Ly <+ Ls
[T1] + o = n Ly < L,
& ‘—M‘ + x3 = Yo—y1 | Lo+ Lo
2x3| = ys+yo | L3 < Ly+ Lo

Donc : (vy, v, v3) forme une base de R3, d’apres la proposition 3.22.

3.1.3 Applications
Sous-espaces supplémentaires
Exemple 3.26. On considére les hyperplans :
H, = {(x,y,z) € R?, x+y+z:0}
Hy, = {(:p,y,z) € R3, y+z:0}.
1. On veut déterminer H, N H,, c¢’est-a-dire

H NH,= {(x,y,z) € R? (x,y,z) vérifie (3.12)}
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avec

{x+y—|—z:OL1 (3.12)

y+Z:OL2

Les solutions de ce systeme peuvent se décrire par un parametre libre z € R
et des variables x, y que I'on écrit en fonction de z en remontant les équations
Ly et Lsy. La deuxieme ligne donne y = —z et la premiere :

r+y+z=0r=—y—z2r=2—2=0.

On en déduit que v € H; N H, si et seulement si v est de la forme :

0 0
v=|—z]|=2z]-1
z 1

D’ou
HinHy={veR’ v=X0-1,-1)} = ((0,-1,1)).
En particulier, H; N Hy # {Ogrs}.

2. On a
x
yleHhhsr+y+2=082=—-y—=2.
z

D’ou v € H; si et seulement si v s’écrit :

avec 1y, z € R quelconques. Donc :
Hy = {veR? v=X\(-1,1,0) + pu(~1,0,1)} = {(=1,1,0),(~1,0,1)).

On a :

T
yle Hyoy+z2=05y=—=2
z

avec x,y € R quelconques (z n’intervient pas dans I’équation). Donc v € Ho
si et seulement si v s’écrit :
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avec r, 2z € R quelconques. Donc :
H, = {v e R? v =X(1,0,0) + ps(0, -1, 1)} = ((1,0,0), (0, —1,1)).
On a alors :

Hy +H, = {u eR® v=XM\(=1,1,0) + u1(—1,0,1) + A(1,0,0) + (0, —1, 1)}
= <(_17 170)7 <_1>0a 1)7 (17070)7 <07 _17 1)>

c’est-a-dire,

T T —1 -1 1 0
yleHi+Hoe|lyl=M M1 |4+m| 0 | +X|[0]+u|-1
z z 0 1 0 1
X —)\1 — U1+ )\2 +0
=S|yl = —)\1 +O+O‘|—,U2
z 04 1 + 0+ po
—)\1 + u + )\2 = X Ll
H1 + p2 = z|Ls

On cherche Ay, p1, Ao, pio dans (3.13). Pour cela, on utilise la méthode du
pivot de Gauss .

—A| + o+ A = x| L+ L
(3.13) &< | =)\ — po = y| Lo+ Ly
H1 + w2 = z| L3¢ Lj
M|+ A = 1z |Li+ L
& —m] + X = e = vty | Lo Lot Ly
+ Yo = z L3 — L3
-\ = o+ A = x| L+ I,
< l—_/h[ + A —p2 = Y| Lo Ly
= 2| L3+ L3+ Ly

(3.14)

On a encadré en vert la variable libre (qui ne contribue pas a la partie
échelonné). (3.14) a des solutions quelque soit le vecteur v = (x,y, z) donné.
Pour obtenir une solution, il suffit d’attribuer une valeur quelconque a la

1. Encadré en noir, les pivots et en rouge, les termes a éliminer.
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variable libre o et de remonter les équations pour déterminer Ay, p1, Ao. En
conclusion de tout cela, tout vecteur v = (x,y, z) peut se décomposer en :

—1 —1 1 0
v=A |1 [+p| O] +X|[0f+p|—1
0 1 0 1

D’ot H; + H, = R? (mais ces espaces ne sont pas en somme directe et donc
pas supplémentaires).

Rang d’un systéeme linéaire

Définition 3.27 (Rang d’un systeme linéaire). On considere le systéme linéaire
(3.2) et sa forme échelonné (3.4). On appelle rang du systéme linéaire, le nombre
de pivot qu’on trouve apreés triangularisation du systéme (systéme echelonné) par
la méthode du pivot de Gauss.

Exemple 3.28. Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

r + 3y + 2z = 0|1
r + y + z +t = 0]L ()
T —t =0 L3

On cherche le rang de (). Pour cela, on utilise la méthode du pivot de Gauss
pour trouver un systeme échelonné équivalent :

-z o+ = 0 Lo+ Ly— I,
= 0 Ly« Ly— Ly

Il y a trois pivots donc rg () = 3.

~

Recherche de I’'image et du noyau d’une application linéaire

Exemple 3.29. Soit f la fonction définie par :

£ R! — R?
(x,y,z,t) = x+3y+2z,c+y+z+t,x—t"

On veut déterminer Im(f), c’est-a-dire :

m(f) = {z € R", f()}.
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11 suffit de déterminer les images de la base canonique de R* qui est :

0 0

€1 = , €2 = €3 =

0
1
O Y
0

S O O =
—_ o O

On a :
fler) = (1,1,1), fle2) = (3,1,0), fles) = (2,1,0), flea) = (0,1, 1),
D’ou :
m(f) = {(x,y,2t) € R, 2(1,1,1) +y(3,1,0) + 2(2,1,0) + £(0,1, 1)}
= (f(ex), f(e2), f(es), f(ea)) .

En ce qui concerne la détermination de Ker(f), il suffit de résoudre le systéme
suivant :

T + 3x9 + 23 =0
{xl + zy + a3 + x4 = 0 (3.15)
T — Xy = 0
car
Ker(f) = {($1,x2,x3,x4) c R, f(z,y,2,t) = (0, 0,0,0)}
ou encore :

Ker(f) = {($1,$27$3,I’4) eRY 21+ 322+203=0
et v1 + a9+ 23+ 724 =0¢€t 27 —x4:0}.
Apres résolution (en exercice!) du systeme (3.15), on obtient :
Ker(f) = {(z4,3x4, =524, 24), x4 € R} = (u)

ouu=(1,3,-5,1).

Compléter une base
Pour traiter I'exemple qui va suivre, on a besoin de la définition d’une matrice.

Définition 3.30 (Matrice de la famille de vecteurs). Soient (eq, ..., en) une base
de K" et
aiq A1m

an1 Apm
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une famille de vecteurs dans K". On appelle matrice de la famille de vecteurs

Vi, .- Uy, dans la base (e, ..., e,), un tableau de dimension n x m de la forme :
aip -0 Qim
An1  **°  Apm

On rappelle le théoréme de la base incomplete.

Théoréme 3.31 (Théoreme de la base incomplete). Soit (uq,...,u,) une famille
de vecteurs dans un espace vectoriel V' de dimension finie. On peut alors compléter
cette famille par des vecteurs .y, ..., u, pour constituer une base de V.

Exemple 3.32. Soit la famille de vecteurs considérée a I'exemple 3.16 :
-1 1 0 -1

V3 =

[ )
— = N

et on note :

H = (v1,v9,03,04) = {(y1>y27y37y4) ERY, —2y1 — ot ys+yu= 0}-

1. On extrait une famille libre maximale de vy, vs, v3, v4 pour former une base
de H. On forme la matrice de (vy,vs,v3,v4) dans la base canonique de R2.

1 1 0 -1 L,

-1 0 2 1 Lo
1 11 0 Ls
0 1 1 -1 Ly
On échelonne cette matrice
1 0 -1 L+ I
2 0 L2 — L2 + L1
1 1 L3 — L3 — L1
1 -1 L,+ L,

2 0 Lo+ Lo
1 1 Ls <+ Ls
-1 -1 Ly+ Ly— Lo

1
0
1
1 0 —1\| L1« L,
1
0
0

1 0 -1 L+ Ly
2 0 Ly < Ly
0 L3<—L3
0

0 Ly< Ly+ L3

OOOH OO O~ OO O

=}
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On a donc dim H = 3 car rg(vy, ve, v3,v4) = 3. On sélectionne les vecteurs
v1, Vg, v3 qui forment une sous famille libre maximale de vy,...,v4 et donc
une base de H. On retrouve ainsi que H C R* puisque dim H < dim R*.

2. On veut compléter vy, v9, v3 pour avoir une base de R*. On ajoute les vecteurs
de la base canonique :

€1 = €9 = €3 =

OO\.OH
OCiHO
o= O O
_ o O O

On obtient ainsi une famille génératrice ({vy, va, v3, €1, €2, €3,€4)) de R%. On
reprend 1’échelonnement pour cette famille de vecteurs pour extraire une sous
famille libre maximale de cette famille de vecteurs :

1 10100 0\]| L
102010 0|] L
1 11001 0] Ls
011000 1)| I
110 1 00 0\]| L+ 1L
001 -1 01 0|]| Ly Ls—1L,
01 1 0 00 1)| Ly« 1Ly
11 0 1 0 00\| Li+L
01 2 1 1 00|| Ly« Ly
00 1 —1 0 1 0f]| Ly< Ly
00 -1 =1 =1 0 1) | Ly¢ Ly~ Ly
1 0 0 0 0 L+ Ly
0 2 1 1 0 0 Ly + Ly
0 0 -1 0 0 0| Ly+Ls
0 0 0 [=2] [=1] [=1] [1]) | La¢La—Ls

Le résultat montre que vy, vy, vs, e; forme une base de R* (on a plusieurs
choix possibles pour compléter v, v2, v3 de fagon & consituer une base de R?).
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3.2 Matrices

3.2.1 Généralités sur les matrices

Définition 3.33 (Matrice). On appelle matrice tout tableau rectangulaire de la
forme

aip a2 - ot Qg
0/21 0/22 DY DY af2n

A=| ¢ o] (3.16)
aml am2 DR DR amn

Définition 3.34 (Ligne et colonne). Soit la matrice (3.16). On dit que la matrice a
m lignes et n colonnes. L’élément (ou coefficient) a;; € K se trouve a l'intersection
de la ¢ ligne et de la j¢ colonne.

Définition 3.35 (Dimension). Soit la matrice (3.16). On dit que la matrice est
une matrice (m,n) ou m X n. Le couple (m,n) est appelé dimension de la matrice.

Définitions 3.36 (Matrice ligne, colonne). 1. On appelle matrice ligne, toute
matrice de dimension (1,n).

2. On appelle matrice colonne, toute matrice de dimension (m,1).

Définition 3.37 (Ensemble des matrices). L’ensemble des matrices de dimension
(m,n) a coefficients dans K est noté My, ,(K).

12 4
AZ(z 3 1)'

La matrice A a pour dimension (2,3). On a ajo = 2 et ag = 2.

Exemple 3.38. Soit la matrice

3.2.2 Opérations matricielles
Addition matricielle

Définition 3.39. Soient deux matrices :

ai; - Qip bii - by
A= : : et B=

Am1  *°  Qmn Qm1  * bmn
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de méme dimension (m,n). L’addition matricielle consiste a additionner terme par
terme les deux matrices A et B, c’est-a-dire :

ay +bnn - ap, + by,
A+ B= : : :

Qm1 + bml ot Qmn + bmn

Exemple 3.40. Soient les matrices :

3 21 210
A=14 10 et B=1]0 10
0 3 2 1 00
Alors la matrice A + B est égale a :
3+2 2+1 140 5 3 1
A+B=1|4+0 1+1 040 =14 2 0
140 340 2+0 1 3 2

Définition 3.41 (Matrice opposée). Soit la matrice :

ai; - Qip
A=
m1 - Gmp
On note la matrice opposée de A :
_a/ll . .. —a/ln
A=
—Am1 " —Omp

Définition 3.42 (Matrice nulle). La matrice nulle est la matrice
0 --- 0
O=1: . =
0 --- 0
Propriétés 3.43. Soient A, B,C trois matrices de dimension (m,n) et O la
matrice nulle de dimension (m,n). Alors,

1. + est associative, c’est-a-dire (A+ B)+C = A+ (B+C),

2. 4+ a un élément neutre, la matrice nulle telle que A+ O = A,

3. Chaque matrice a un élément opposé pour l'addition, c’est-a-dire : A+(—A) =
0.
4. + est commutative, c’est-a-dire A+ B = B + A.
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Multiplication d’une matrice par un scalaire

Définition 3.44 (Multiplication d’'une matrice par un scalaire). Soit la matrice :

;. - Aip

A:

m1 = Qmp

de dimension (m,n) et A € K. On note la matrice A - A, la matrice des coefficients
de A multipliés par \, c’est-a-dire :

Noay - A-ap,
A= :
Aol o A G
Remarques 3.45. 1. Sila matrice A a pour dimension (m,n) alors, pour tout

A € K, la matrice A - A a pour dimension (m,n).
2. La matrice opposée a A est obtenue en multipliant —1 la matrice A, c¢’est-a-
dire —A = (-1)- A.

Exemple 3.46. Soit

et A = 3. Alors,
NoA— 3x3 1x3 2x3) (9 3 6
S \4x3 1x3 1x3) \12 3 3)°
Propriétés 3.47. Soient A et B deux matrices de dimension (m,n) et \, u deuz
réels. Alors,
(i) - est distributive a droite, c’est-da-dire \- (A+ B)=X-A+ X B.
(ii) - est distributive a gauche, c¢’est-a-dire (A +p) - A=X-A+p- A.

(7ii) - est associative, c’est-a-dire (A X pu) - A=X- (- A).
(tv) ona:1-A=Aet0-A=0 (ou O estla matrice nulle de dimension (m,n)).

Proposition 3.48. Muni des opérations + et -, M, ,(K) est un K-espace vectoriel.
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Multiplication matricielle

Définition 3.49. Soient

a1 Q1p
A= :
Gn1 Qnyp
une matrice de dimension (n,p) et
bu biq
B = :
bpl . bpq

une matrice de dimension (p,q). Le produit matriciel C'= A x B a pour dimension
(n,q) et les coefficients ¢;; se calcule :

p
cij:Zaikbkj, pour tout 1 <1 <netl<j<q.
k=1

Remarques 3.50. 1. Le produit AB n’est possible que si le nombre de colonnes
de A est égal au nombre de lignes de B (ici, p).

2. La multiplication de deux matrices n’est pas commutative.

3. La figure 3.1 propose un moyen mémotechnique pour multiplier des matrices

2 x 2.
X
L/
X
aip a2 _ a11bir + aizbar  ainbiz + aizbar
(21 Q22 a21b11 + ag2ba1  a21b1z + agbao

FI1GURE 3.1 — Moyen mémotechnique pour multiplier deux matrices de dimension
(2,2)

Exemple 3.51. Soient :

Le produit de A par B est :

Ao (2 1) (4 2) _(2x—4+1x0 2x241x2) _ (-8 6
14 0 2/ \Ix—4+44x0 1x2+44x2) " \—=4 10
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Propriétés 3.52. Soient quatres matrices :
— A de dimension (n,p),
— B de dimension (p,q),
— C de dimension (g, s),
— D de dimension (p,q),
— E de dimension (q,n)
Alors :
(i) x est associative, c’est-a-dire (AB)C = A(BC) (ABC est de dimension
(n,s)),
(i) x est distributive a gauche, c’est-a-dire A(B + D) = AB + AD (les matrices
AB et AD ont pour dimension (n,q)),
(iii) x est distributive a droite, c’est-a-dire (B + D)E = BE + DE (les matrices
BE et DE ont pour dimension (p,n)).

Transposition de matrice

Définition 3.53. Soit la matrice

ail a12 e e A1n

a9y a99 e e Aoy,
A=

Am1 Qo - e Qn

On appelle matrice transposée de A (qu’on note AT), la matrice :

ai; Qsp ot e A1

a1g Q9 - e A2
AT =

a1y Qop - e Apn

Remarque 3.54. Si A a pour dimension (m,n) alors A” a pour dimension (n,m).

Exemple 3.55. Soit la matrice :

2

I
AN
=

La matrice transposée de A est :

AT

2 41
320
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Propriétés 3.56. Soient A, B deux matrices de dimension (n,p), C une matrice
de dimension (p,q) et A € R. Alors,

(i) (A+ B)" = AT + BT,
(ii) (AT)" = A,
(iii) (A- AT =X AT,
(iv) (AC)" = CTAT.

3.2.3 DMatrices particulieres
Matrice carrée

Définition 3.57. On appelle matrice carrée, toute matrice ayant le méme nombre
de lignes que de colonnes. On dit qu’elle est d’ordre n si elle est de dimension
(n,m).

Remarque 3.58. L’addition et la multiplication de deux matrices carrées d’ordre
n et la multiplication d’un scalaire par une matrice carrée d’ordre n donne des
matrices carrées d’ordre n.

Matrice diagonale

Définition 3.59 (Diagonale d’une matrice). Soit :

ail ajg - e A1n
a91 a99 - e Ao
A=
Ap1 Qpgy - “e. Apn,
La diagonale de A est constituée des éléments ai1, s, ..., apy-

Exemple 3.60. Soit la matrice

1 2
A=10 3
0 1

—_ = =

La diagonale de A est constituée des éléments (1,3, 1).

Définition 3.61 (Matrice diagonale). Une matrice carrée D est dite diagonale si
tous ses éléments non diagonaux sont nuls.
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Exemple 3.62. Les matrices suivantes sont diagonales :

100 5 0
Di=[0 0 0|, Dy= (0 __2> et Ds=
00 2

oS O O
o O NN O
S w oo
_ O O O

Matrice identité

Définition 3.63 (Matrice identité, unité). On appelle matrice identité (ou unité
d’ordre n, une matrice diagonale de dimension (n,n) qui ne comporte que des 1 en
sa diagonale.

Exemple 3.64.
1 00
I3=10 1 0
0 01
est la matrice identité (ou unité) d’ordre 3.
Propriété 3.65. Soit une matrice A de dimension (n,p). Alors :

AL = I,A = A.

Définition 3.66 (Matrice scalaire). On appelle matrice A-scalaire, toute matrice
diagonale dont les élément diagonaux sont tous égaux a .

Exemple 3.67.
300
3I3=10 3 0
0 0 3

Matrice inversible

Définition 3.68 (Matrice inversible). Une matrice carré A d’ordre n est dite
inversible s’il existe une matrice B carrée d’ordre n telle que :

AB = BA=1,.
Proposition 3.69. La matrice B dans la définition précédente est unique.

Définition 3.70 (Inverse d'une matrice). Soit A une matrice inversible d’ordre n.
On appelle matrice inverse de A (noté A~') la matrice telle que :

AAT = ATTA =1,

On donne une méthode pour calculer la matrice inverse de A a la page 77.
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Matrice symétrique

Définition 3.71 (Matrice symétrique). Soit A une matrice carrée d’ordre n. On
dit qu’elle est symétrique si AT = A.

Exemple 3.72. La matrice suivante est symétrique :

A:

N O =
O = O
= O N

Matrice triangulaire

Définition 3.73 (Matrice triangulaire). On appelle matrice triangulaire inférieure
(resp. supérieure) si tous les élements au dessus (resp. en dessous) de la diagonale
principale sont tous nuls.

Exemples 3.74. 1. La matrice suivante est une matrice triangulaire supérieure :
1 20
Ti=10 2 2
0 0 4

2. La matrice suivante est une matrice triangulaire inférieure :

10
T, =10 1
3 1

N O O

3.2.4 Changement de coordonnées

On se donne une famille de vecteurs (v, ..., v,) de coordonnées dans une base
(e1,...,€,) de K™ On donne une autre base (fi, ..., f,,) de Kn et on veut trouver
un moyen d’exprimer les coordonnées de (vy,...,v,) dans la base (f1,..., fm)-

Définition 3.75 (Matrice d’une famille de vecteurs). Soit V' un K-espace vectoriel

muni d’une base (e, ..., en) constituée de m vecteurs. La matrice d’une famille de
vecteurs vy, ...,v, de V est une matrice m X n noté :
11 37 Q1n
M(e1,...,em)(vlv Ce ,Un) = (0751 e CLij cee Qin (317)
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dont la 7¢ colonne est le vecteur :

Uj
ayj
: )
a/mj (e1,-em)
ce sont les coordonnées de v; dans la base (eq, ..., en).

Exemple 3.76. On se donne deux bases dans R3,

1 0 0
€1 = 0 s €y = 1 s €3 = 0
0 0 1
et
1 1 0
=11, fo=|0], fz3=]1
0 1 1

La matrice de (fi1, fa2, f3) dans la base (eq, e, e3) est :

M(q,eg,eg)(fla f27 f3) =

[ RS-,
—_ O =
e )

Définition 3.77 (Multiplication d’'un vecteur par une matrice). Soit la matrice
(3.17) de taille (m,n) et un vecteur a n lignes :

by
V= :
by,
On a alors :
iy oAy ot Qg by aitby + -+ ayb; + -+ aby
A'U: ;1 aij Qin . b]. = aﬂbl—i—---—l—aijbj—i—---—l—ambn
aml PP amj P amn bn amlbl + e + a’mjbj + PP + amnbn

On multiplie le coefficient de la ligne i avec les coefficients du vecteur colonne. Le
résultat de ['opération est un vecteur a n lignes.
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Exemple 3.78. On considere les deux bases définies a I'exemple 3.76. on rappelle
que

110
M(617€2,63)(f17f27f3): 1 01
011
1. Soit
1
v=fi=1xfi+0x fo+0x f3=10
0 (f17f27f3)

un vecteur dont les coordonnées sont exprimés selon la base (fi, fo, f3). Pour
avoir v dans les coordonnées de la base (ej, eg, €3), on fait le calcul :

1

M(61,62,€3)<f17f2’f3) 10 s
0

cela donne,

110 1 I1x1+1x04+0x0 1
1 0 11-10l=[1x14+40x04+1x0|=|{1
011 0 O0x14+0x1+1x0 0

2. Soit w = f; —2 X fy + f3 ou encore :

1 (f1:f2:f3)
dans la base (f1, f2, f3). On cherche les coordonnées du vecteur w dans la
base canonique. A calculer :

I1x1+-2x1+0
1 0 1

I1x1+-2x0+1
0 Lf|=2)= 04+ -2x1 -
1 1 1

1

1

M(617€2,63)(f17f27f3)‘ —21 =
1 0

Définition 3.79 (Matrice de changement de base). Soit V' un K-espace vectoriel
munie de deuz bases B = (e1,...,en) et B = (f1,..., fa). On appelle matrice de
changement de base, la matrice M, ¢y e5)(f1, f2, f3)-

Cette matrice permet d’effectuer le changement de coordonnées.

2

—1

-1
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D{:a 4 vy=70

Dl@ﬁjzRQ

On voudrait une méthode pour calculer Q = My, 1, 1,)(€1, €2, e3) de coordonnées
de I'ancienne base a la nouvelle qui permet d’effectuer cette opération. Une mathode
consiste a résoudre les équations :

e =yrfi+ -+ Ynfn
pour déterminer les coordonnées de chaque vecteur e; dans la base (fi,..., fn).

Exemple 3.80. On reprend les données de I'exemple 3.78. On a :

1 1 1 0
er=mnfitypfotypfse |0 =y 1]+ |0 +ys |l
0 0 1 1
no o+ Y =1
= Y1 + y3 = 0 . (318)
y2 + y3 = 0

Apres résolution de (3.18), on obtient

1 1 1
61—§f1+§—§f3-

On peut faire de méme pour e; et e3 :
1 1 1
€y = §f1 - §f2 + §f3,

1 1 1
63——§f1+§f2+§f3-
D’ou
12 12 —1/2

Q=112 -1/2 1/2
~1/2 1/2  1/2
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Remarque 3.81. La matrice My, , 1,)(e1, €2, €3) est la matrice inverse de la
matrice Me, ey.e5)(f1, f2, [3)-

On va donner une méthode équivalente en donnant une nouvelle interprétation
sur les lignes du systeme. On fera les opérations qui interviennent dans la méthode

du pivot directement sur les lignes de la matrice des vecteurs M (el,_,.ﬂn)( fiyeooy fo)
Proposition 3.82. Soit un vecteur colonne v = (z1,. .. 7$n)(e1,...,en) représentant
les coordonnées du vecteur v dans la base (ey,...,e,). On décrit les opéreations

élémentaires et les changements effectués sur la base.

1. Transposition de lignes :

I 4g|
€T; X
. L¢<—>Lj .

: ——
X ZT;
Tn Tn

(€1,+5€i5e€5 e 1En) CARNCARNTINCS.

2. Homothétie :

T T
Lﬁ—)\Li
x x
" (61,...,6,‘,...,611) n (6/17'--’6;7'“76;1)
3. Transposition-Homothétie :
T T
T T
LZ‘(—)LJ‘ .
— :
T, Tj+ A\x;
xn xn /

(€1,00isrersE i) (€ e sy
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Démonstration. Explicitons la troisieme opération. Le résultat représente aussi les

coordonnées de v dans une nouvelle base (e}, ..., e)) de V qui est déterminée par
(é1,...,e,) par les relations :
! /
e; = €; + Aej
er = e pour k # 1.
En effet,

V=216t F T+ FTje A+ Ty Uy
= 1€y + - aie] + Ae)) oo ael - ey,
=x1€) w1 AT)e) A+ agen.

On pourra expliciter de la méme facon les opérations de transposition et d’homo-
thétie. 0

On explicite la méthode du pivot de Gauss pour la recherche de la matrice
inverse.

Exemple 3.83. On reprend les données de I'exemple 3.78. On a :

1 10
M(€17€27€3)(f17f27f3) =11 01
01 1

Le but de la manceuvre est de mettre face a face la matrice identité (coordonnées
de (e1,€2,€e3) dans (€1, €2,€3)) €t M, ep.e5)(f1, f2, f3), de transformer la derniere
matrice en la matrice identité (coordonnés de (f1, f2, f3) dans (f1, f2, f3)) par des
transformations élémentaires sur les lignes et la matrice obtenue en derniere étape

est M(f17f27f3)(€17 €2, 63)-

110 10 1\| L
1 01 010 Ly
01 1 00 1) | Ls
1 1 0 10 0\| L
0 -1 1 -1 1 0 LQ(—LQ—Ll
0 1 1 0 0 1) | Ls
1 0 1 0 10 Ly L1+ Ly
0 -1 1 110 L,
0 0 2 -1 11 L3 < L3+ Lo
1 0 1 0 1 0 Ly
01 —1 1 -1 0 || L
00 1 —1/2 1/2 1/2) | Ly« 1L,
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100 1/2  1/2 —1/2\ | Li+ L — Ls
010 12 —1/2 1/2 || Lo+ Ls
001 ~1/2 1/2 12 )| L

M(f17f2,f3)(617€2163)

3.2.5 Matrice d’une application linéaire

Définition 3.84 (Matrice d’une application linéaire). Soient V' et W deux espaces

vectoriels munis respectivement d’une base B = (eq,...,e,), B = (e},...,¢e) et
9 y~q)s 1 )

f: V. — W une application linéaire. On appelle matrice de 'application linéaire f
dans les bases B et B' (notée Mz 5(f), la matrice A de taille (p,q) d coefficients
dans K dont les coefficients de la j¢ colonne sont les coordonnées de f(e;) sand la

base AB'.
Remarques 3.85. 1. SiV =W et =%, on dira que A est la matrice de f
dans la base A.

2. Une application linéaire f est nulle si et seulement si Mz 2 (f) = 0.
Exemple 3.86. Soit 'application f définie de la maniere suivante :

f R? — R?
(xvy) = (I+y,l’-y,l’) .
On note (e, ez) (resp. (e}, €, e3) la base canonique de R? (resp. R?) On définit
up = (1,1) et uy = (1,—1) des vecteurs de R? et v; = (1,1,0), vy = (1,—1,1) et
v3 = (0,1,1) des vecteurs de R?.

1. On montre que (u1,us) (resp. (vy,ve,v3)) est une base de R? (resp. R?). On
établit :

11 1 1 0
M(el,eg)(uhUQ) = (1 _1> et M(eS’eIQ,eg)(Ul,U%U?)) =11 -1 1
0 1 1

et on trigonalise les deux matrices par le procédé du pivot de Gauss :

1 1)\ L

1 —1)| L,

1 Ly

0 L2 < L2 — L1
1 1 0 Ly

1 —1 1| Ly
0 1 1)| Ls
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1 1 0\| L« L,
0 -2 1 LQ(—LQ—Ll
0 1 1 Lg%Lg

1 0 L+ L,

0 1 || Lo+ Lo
0 0 L3<—2L3+L2

Dans les deux cas, dans chaque ligne et chaque colonne, on trouve un pivot
donc (uy,uy) forme une base de R? et (vy,v9,v3) forme une base de R?.

2. On cherche :

(a) la matrice de f dans les bases (e, ea) et (€], €5, €5). Pour cela, on calcule :

fler) = f(1,0) = (1,1,1) = 1e}| + e, + 1€
f(e2) = f(0,1) = (1,-1,0) = 1€} — ey + Oes.

D’ou
1 1
M((€1,62))<<€/17€/27e§3)) =11 -1
1 0

(b) la matrice de f dans les bases (eq,e3) et (v, vg, v3).

F(1,0) = (1,1,1) = (1,1,0) + y(1, —1,1) + 2(0, 1, 1) (3.19)
£(0,1) = (1,-1,0) = 2(1,1,0) + y(1, —1,1) + 2(0,1,1).  (3.20)

Pour trouver les inconnues z,y, z dans (3.19), on résout :

T + vy =1
r — vy + z =1 (3.21)
y + 2z =1
de solutions :
r=2/3
y=1/3
z2=2/3

Pour trouver les inconnues z,y, z dans (3.20), on résout :

r + y = 1
r —y + z = —1 (3.22)
y + z =
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de solutions :

r=1/3
y=2/3
z=-2/3
D’ou :
2/3 1/3
M(e1,ez)(U17 ve,v3) = [1/3  2/3
2/3 —2/3
Soit le systeme d’équations linéaires :
anry+ -+ aT, =%
(3.23)
Am1T1 + -+ QunTy, = Ym

Définition 3.87 (Matrice d'un systeme linéaire). On note

aix - Qi
A=
Am1 Amn
la matrice des coefficients de (3.23),
T
X=1":
T
est le vecteur des inconnues et
n
Y=|":
YUm

est le vecteur colonne des constante. On a ainst AX = B.

Définition 3.88 (Rang d’une matrice). On appelle rang d'une matrice A le nombre
de vecteurs colonnes K-linéairement indépendants.

Proposition 3.89. Compte-tenu de la correspondance matrice-systéme linéaire et
la définition 3.27, le rang de la matrice A est le nombre de pivots obtenus par la
méthode de Gauss (triangularisation de la matrice).
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Exemple 3.90. On veut calculer le rang de A.

1 0 1
A=11 -1 0
1 -2 1

1 0 1 Ly

1 -1 0 Lo

1 -2 1) | Ls
1 0 1 L1 — L1

L2<—L2—L1
L3<—L3—L1

LQ(—LQ—Ll
L3%L3—2XL2

1 ) Ll(—Ll
3.

On obtient trois pivots d’ou rg(A) =

Proposition 3.91. Soit A une matrice de taille (n,n). La matrice est inversible
si et seulement si rg(A) = n.

Exemple 3.92. Reprenons les données de 'exemple 3.90. On a obtenu apres

algorithme :
0 1
0 ~1

e

et on a déduit que rg(A) = 3. On obtient donc, d’apres la proposition 3.91, que la
matrice A est inversible.

3.3 Exercices

Exercice 3.1. Résoudre les systemes suivants :

3r — y + 2z = a r + vy + 22 =5
—r 4+ 2y — 3z = b xr —y — z =1
r + 2y + z = ¢ x + 2z =3
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Exercice 3.2. Discuter et résoudre suivant les valeurs des réels \ et a :

3w + 2y

2z + ]

T + 4y
A+2)z +

3w

(A +2)y

z
z

2z
z
z

_|_

_|_

t

3t

A

A—1

2\ (S)
3AIN+a

—)\2

Exercice 3.3. Résoudre et discuter suivant les valeurs de by, bo, b3 et by :

88 8 8 8 8
+ 4+ +++
OV
<

8

8
|+ + 4
NS

b &
8

I+
NN
< <

—-r — 2y
3r  + 6y

+ ++++ ++++

I+ o+ +

+

4z

4z

3z
z

5%
Tz
2z
3z

2z

2z
z

z
2z
z
3z

+ 4+ +++

+

+

+ o+ +

Tt
ot
2t
t

3t
3t

2t

2t

2t
4t
2t
6t

by
ba

Exercice 3.4. Donner une base de ’ensemble des solutions de :

3x + 2z

3y +

T + y +z +t

2 — y +

_|_

=0

3t

t

Exercice 3.5. Résoudre, suivant les valeurs de m :

mx +
(m+ 1)z —

{ r + (m+1)y
mr + (m+4)y

(m

-y =
my

=0

m—+ 2
3

m+ 2

m + 3

Quel est le rang des systemes linéaires précédents (suivant les valeurs de m) ?
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Exercice 3.6. Quel est le rang du systéme linéaire suivant (discuter selont les
valeurs A, a, b, c,d)?

14+ Nz + y + 2 + t = a
x + (1+Ny + z + t = b
x + Yy + (14+XNz + t = ¢
T + y + z + 14+ Nt = d

Exercice 3.7. Soit I'application

I R? — R
(x,y,2) = (e+y—z,x—y+2z4x+5y—"72z3y—>52) "

Déterminer Im(f) et Ker(f).
Exercice 3.8. Soit f la fonction définie par :

f R* — R3
(r,y,2,t) = x+3y+2z,x+y+z+t,o—t"

1. En vous servant des résultats de ’exemple 3.29, déterminer une base de
Ker(f) et une base de Im(f). En déduire la dimension de chacun d’eux.

2. Compléter la bse de Ker(f) en une base de R et celle de Im(f) en une base
de R?.

Exercice 3.9. Donner une base de .4, ,(K). Quelle est la dimension de .4, ,(K) ?

Exercice 3.10. Effectuer le produit des matrices :

(2 1>><<1 _1> (1 2 0>X PR
3 2 1 1 3 1 4 9 1 2

Exercice 3.11. On considere les trois matrices suivantes :

79
2 -3 1 0
A=|5 4 1 3], B=|"?2| & c=(7'260
PO 3 1 3 57
6 0

1. Calculer AB puis (AB)C.
2. Calculer BC puis A(BC).

3. Que remarque-t-on ?
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Exercice 3.12. On considére la matrice suivante :

o O OO
S O O Q
O O QT
O O O

Calculer M2, M3, M*, M?>.

Exercice 3.13. Ecrire la matrice transposée des matrices suivantes :

72
2 -3 1 0
A=|5 4 13,3:_52 et = (120
3 1 3 57
6 —2 —1 7 6 0

Exercice 3.14. Soient les matrices
2 3
A=l4 2| et 0:(1 -1 0).
10

Vérifier que (AC)" = CT AT,

Exercice 3.15. Soit la matrice :

10 - 0
02 - 0
o= | :
00 - - n

Donner une relation des coefficients a;; (pour 1 <i <met 1 <j <n) de la matrice
T,, en fonction de 7 et j.

Exercice 3.16. Soient

s}

A= et B:A—[g

o O =
O = =

1. Calculer B.

2. Calculer B2, B®. En déduire une formule de récurrence que I’on démontrera
pour B", pour tout entier n.
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3. Développer (B + I3)" par la formule de bindme et simplifier. (Indication :

formule du binome pour les matrices est :
(A—I—B)n — ZAan—z
i=1

).

4. En déduire A™ pour tout entier n.
Exercice 3.17. Soit :

1 0 2
A=10 -1 1
1 =20

Calculer A% — A et en déduire que A est inversible. Calculer A~

Exercice 3.18. Soit £ = R3. On définit la famille de vecteurs :

1 1 1
v = 1 s Vg = 1 s V3 = 2
1 2 3

1. Montrer que (vy, v, v3) forme une base R?.
2. Calculer les coordonnées de v = (5,7,12) dans cette base.

85

La

Exercice 3.19. On suppose que les matrices suivantes sont inversibles, calculer

leur matrice inverses :

0 1 -1 -1 -1 3
A=|-1 =4 5|, B=|1 2 o0
1 -5 5 0 0 1
G (1o
c=(1 2 3|, D,= , a € R, a+# —20.
1 o0 1 a 3 —2 0
-1 0 -4 3

Exercice 3.20. Avec les données de I'exemple 3.86, calculer :
My sy (€1, €5, €5) et My, uy)(v1,v2,03).

Exercice 3.21. Dans l'exercice 3.19, on a supposé que les matrices

0 1 -1 -1 -1 3
A=|-1 -4 5|, B=|1 2 o0
1 -5 5 0 0 1
NI 2 o s
c=|1 2 3|, D,= ,a€R, a# —20.
Lo 1 a 3 —2 0
~1 0 -4 3
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sont inversibles. Montrer, donc, qu’elles sont tous inversibles.



Chapitre 4

Déterminants

Dans ce chapitre, on va étudier un autre moyen de déterminer si une matrice
est inversible ou non. Les déterminants permettent aussi de calculer la matrice
inverse et déterminer si les vecteurs qui la constitue sont linéairement indépendants
ou non.

4.1 Formes n-linéaires alternées

Proposition 4.1. Le produit cartésien de n K-espace vectoriel, V' (qu’on note
généralement V") est un K-espace vectoriel.

Définition 4.2 (Application n-linéaire). Soit V' un K-espace vectoriel. On dit que

f: V" = W est une application multialternée (ou n-linéaire si elle est linéaire par
rapoort a chacune de ses variables, c’est-a-dire si x; = u; + v; :

flay, oo w4+ v, o) = flan, ooy o x,) + [T, 0, Tp)
et pour A € K,
flor, oo ey, oo xn) = MNf(xy, oo, ).

Définition 4.3 (Forme n-linéaire). Dans la définition 4.2, si W = R alors on dit
que [ est une forme n-linéaire.

Définition 4.4 (Applicaton multilinéaire alternée). Soit V' un K-espace vectoriel
et f: V" —= R une forme n-linéaire. On dit que f est alternée si

flxy, ..oy xy, oo x,) =0 dés que x; = x; pour i # j.

87
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4.2 Déterminant d’une matrice carrée

4.2.1 Premieéeres définitions

Théoreme 4.5. Soit V un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base
B = (e1,...,en). Alors, il existe une unique forme n-linéaire et alternée f: V" — R
tel que f(eq,... €5, ..., e,) = 1.

Définition 4.6 (Déterminant). On appelle déterminant ['unique forme n-linéaire
et alternée qui vérifie les conditions du théoreme 4.5

Soient
ail Q12 Q1n
a1 22 Q2p,
V1 = . s Vo = . s ey Un =
an1 an2 Ann

des vectuers de V dont les coordonnés sont dans la base Z4. On note :

all a12 “ e DY al'n,
a21 a22 CEEEEY LR a2n
det(vy,va, ..., 0,) =
B
anl a’n2 PR “ e a,nn

Définition 4.7 (Déterminant d’une matrice carrée). Soit A une matrice carrée
de dimension (n,n) et a coefficients dans K. On appelle déterminant de A le
déterminant des vecteurs colonnes.

4.2.2 Propriétés des déterminants

Propriétés 4.8. Soit A une matrice carrée de dimension (n,n).
1. (a) Si A a une ligne (ou une colonne) de zéros alors det(A) = 0.
(b) Si A a deux lignes (ou deux colonnes) identiques alors det(A) = 0.

2. Si on échange deux lignes (deuz colonnes) d’un déterminant alors on change
le signe de ce déterminant.

3. On ne modifie pas un déterminant si on ajoute une ligne (resp. une colonne)
une combinaison linéaire des autres lignes (resp. des autres colonnes).

4. St on multiplie une ligne (resp. une colonne) d’un déterminant par un scalaire
A, alors le déterminant est lui-méme multiplié par .
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5. Si A est une matrice triangulaire d’ordre n alors det(A) correspond au produit
des termes diagonauz.

det(AB) = det(A) det(B).
det(AT) = det(A).

t(A 1) detl(A)
det(AA) = A" det(A).

.%90.\2.03

Remarques 4.9. Compte tenu des propriétés 4.8,
1. det(A™) = det(A)".
2. det(l,) = 1.

4.2.3 Calcul pratique de déterminants
Matrice carrée d’ordre 2

Définition 4.10. Soit A un matrice carrée d’ordre 2 telle que :

A:(g g).

Le déterminant de la matrice A est :

a b

det(A) = d

’—axd—cxb.

C’est la différence des produis des termes diagonauz.

()

2 5
1 2

Exemple 4.11. Soit

Alors le déterminant de A est :

det(A):' |:2><2—1><5:—1.

Matrice carrée d’ordre 3

Définition 4.12. Soit A une matrice carrée d’ordre 3 telle que :

11 aiz2 A3
A= |axn ax a3
a31 asz2 G33
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La formule suivante (appelée régle de Sarrus) permet de calculer le déterminant de

A

@11 Qa2 Q13
det(A) = |Q21 G22 Q23| = G11022033+0A21032013F 031012023 —A31022013— 011032023 — 021012033
a31 daszz G33

Exemple 4.13. Soit la matrice M suivante

M =

— N
— = O
O = =

Alors, d’apres la regle de Sarrus,

101
det(M)=12 1 1
110

=1 x1x04+2x1x14+1x0x1—-1x1x1+2x0x0+1x1x1
=04+240—-1—-0—-1=0.

Remarque 4.14. La régle de Sarrus n’est valable que pour les matrices carrées
d’ordre 3 et n’est absolument pas généralisable.
Calcul d’un déterminant d’ordre n

Définition 4.15 (Mineur d’un coefficient). Soit A une matrice carrée d’ordre n
telle que :

all a12 « e « e aln

a21 a22 P S 0/2’,'],

anl a/n2 o« oo o« .. a/nn

et on considere :
all a12 P P a']_n
a21 0/22 P P a/2n
A =det(A) =

a/nl a/n2 o« o e o« o e ann

On appelle mineur du coefficient a;; (noté A;;), le déterminant d’ordre n—1 extrait
de det(A) en enlevant la i° ligne et la j¢ colonne.
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Définition 4.16 (Cofacteur d'un coeflicient). Soient A et A de la définition 4.15.
On appelle cofacteur du coefficient a;j,

Xij = (1) Ay

Proposition 4.17 (Développement selon une ligne). Soit :

all 0/12 ) IR aln
a21 a22 ) ) a2n
A =
a/’)"Ll an2 o« s . ) ann
Alors : .
A = Zainij (41)
j=1

est le développement de A par rapport da la i¢ ligne.

Proposition 4.18 (Développement selon une colonne). Soit :

a/ll 0/12 ) ) aln
a/21 a22 PR PR a2n
A=]:
anl aTLZ .« .. Y ann
Alors : .
A = Z a,-inj (42)
=1

est le développement de A par rapport d la j¢ colonne.

Théoréme 4.19. Les égalités (4.1) et (4.2) sont valables pour tout 1 < i < n
(pour (4.1)) et 1 < j <n (pour (4.2)).

Exemple 4.20. Pour calculer la matrice ci-dessous :
7
A=13

Y

3 3
1 2
3 21

nous pourrions calculer le déterminant grice a la régle de Sarrus (développée a la
section précédente). Nous allons utiliser la méthode des cofacteurs pour calculer
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le déterminant de A. On remarque que si nous faisons Ly < L; — (Ls + L3), on
obtient :

7 3 3 1 00
det(A)=13 2 1|=13 2 1].
31 2 3 1 2
Le déterminant n’est pas changé (voir les propriétés 4.8). 1l suffit maintenant de

développer selon la premiere ligne :

1 00 9 1
det(A)=3 2 1]=1 |1 2‘:1-(4—1):3.
31 2
4.3 Applications
4.3.1 Interprétation géométrique
Proposition 4.21 (Déterminant et volume). Soient vy, ..., v, des vecteurs de R™.

On considere S le parallélépipéde déterminé par :
S ={av; + agug + -+ + @y, ; €10,1] pour 1 <i<n}.
Si V(S) est le volume de S (ou surface sin = 2) alors :

V(S) = |det(vy, ... ,v,)].

(%1

FIGURE 4.1 — Déterminant et aire d’un parrallélogramme

4.3.2 Indépendance linéaire

Proposition 4.22 (Déterminant et indépendance linéaire). Soit V un K-espace
vectoriel de dimension n muni d’une base (e, e, ..., e,). On considére (vq,...,vy,)
une famille de n vecteurs dans V. (vy,...,v,) sont linéairement indépendants si et
seulement si det(vy,...,v,) # 0.



4.3. APPLICATIONS 93

Remarque 4.23. On considere les données de la proposition 4.22. D’apres la
proposition 3.24-(ii), on a aussi « (vy,...,v,) est une base si et seulement si

det(vy,...,v,) # 0 ».

Exemple 4.24. On souhait étudier I'indépendance linéaire des vecteurs de R* :

1 2 3 0
0 —2 6 4
U1 = K Vg = 4 9 U3 = 0l Vg = )
1 0 3 0

Pour cela, on compose la matrice M, ¢, es.e4)(V1, V2, V3, V4) telle que (eq, €2, €3, €4)
est la base canonique de R*

2

-2
A= M(61762,€3764)(/U1, U2’U37U4) =

_ o O =
w o oy W
SN =~ O

4
0
On calcule maintenant le déterminant de A. Pour cela, on remarque que si on fait

L, < L,y— Ly, on obtient & la premiere colonne, une colonne avec un 1 en premiere
ligne et que des 0 ensuite :

1 2 30 1 2 30
2 6 4
0 -2 64 |0 -2 6 4
A=l 0 09Tl 4 09 =4 02
10 30 Jo—200

On peut ensuite développer selon la derniere ligne du dernier déterminant :

2 6 4 6 4
det(A)=|4 0 2 :—2(0 2)2—2(6><2—O><4):—24.
—2 0 0

D’ou (vy, vg,v3,v4) sont linéairement indépendants.

4.3.3 Déterminant et inverse d’une matrice

Théoréme 4.25 (Critere d'inversibilité). Soient V' et W deux K-espace vectoriel de
dimension n munis respectivement de la base B = (eq,...,e,) et B = (€},...,el).
On considére f: V. — W une application linéaire et M = Mz 2(f). f est un
isomorphisme (ce qui est équivalent a dire que M est inversible) si et seulement si

det(M) # 0.
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Définition 4.26 (Matrice adjointe, co-matrice). Soit A une matrice carrée d’ordre
n. On appelle matrice adjointee A (ou co-matrice de A) la matrice des cofacteurs
Xj des éléments a;; de A (qu’on noté adj(A) ou com(A)).

Exemple 4.27. Soit

1 0 2
A=|(0 1 1
0 21

La matrice adjointe de A est :

-1 .0 0
adj(A) = | —4 1 2
—2 2 1

Théoréme 4.28. Soit A une matrice carrée d’ordre n et inversible (donc det(A) #

0)). On a alors :
1 1

~ det(A)

Exemple 4.29 (Cas d’une matrice carrée d’ordre 2). Si

= (0)

(adj(A))".

alors

e (G ) e ()

4.3.4 Systeme de Cramer
Soit le systeme d’équation linéaires carré suivant :

annry + -+ apTy = b1
(4.3)
Ap1T1 + -+ ATy, = bn
ou les coefficients a;; € K et b; € K pour 1 <7 <mnet 1 <j <n.On rappelle que
aip -+ Qin ial b1
anl .« .. ann xn bn

(4.3) se rééerit AX = B.
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Proposition 4.30. On considére le systéme d’équations linéaires (4.3). (4.3) admet
une unique solution si et seulement si det(A) = 0.

Définition 4.31 (Systeme de Cramer). On dit que le systéeme d’équations linéaires
carré (4.3) est de Cramer si det(A) # 0.

Proposition 4.32. Pour 1 <1 < n, on définit A; la matrice obtenue en remplagant
dans A, la i¢ colonne par le vecteur B. Les solutions d’un systéme de Cramer
s’écrivent alors :

det(M;)

det(M)’

Exemple 4.33. On veut résoudre :
2 — 3y + 2z =1
r + y - =
3r + y + z =1

T; = pour 1 <1< n.

w
|
o

(4.4)

On obtient alors :

2 -3 1 x 1
A=|[1 1 -1|, XxX=|y 0
3.1 1 2 1

On peut vérifier que det(A) = 14 # 0 donc A est inversible et (4.4) est de Cramer.
Les solutions sont donc :

1 -3 1
0 1 -1
11 1| 4 2
xr = = T, 5
2 3 1| 14 7
1 1 -1
3 1 1
2 1 1
10 -1
31 1 1
Y= 3 1 14’
11 -1
3 1 1
2 -3 1
1 1 0
3 1 1 3
T3 1T
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4.4 Exercices

Exercice 4.1. On dit qu'une matrice A est nilpotente s’il existe m € N tel que
A™ = 0. Calculer le déterminant d’'une matrice A nilpotente.

Exercice 4.2. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

10 2 1 4 1 10 2
A_<2 1)’ B_<3 1)’ C_<12 3)’ D—<1 4)'

Exercice 4.3. Calculer, grace a la regle de Sarrus, le déterminant des matrices
suivantes :

00 00 0 ~1 -1 -2
1 1|, B=[12 2|, c=|1 2 3
0 1 211 1 0 1

2
A=11
0

Exercice 4.4. Calculer le déterminant des matrices suivantes :

102 51 26 12 12

213 6 ¢ Sl

B = , C=126 13 7 3 3
6 3 21

6 3 1 2 12 6 3 2 1

12 6 3 1 2

et comparer le résultat avec A de I'exemple précédent.

Exercice 4.5. Calculer les déterminants suivants :

4 -1 1 a —a a
Alz 3 -3 2, AQZ b 0 —b,a,bER
-6 -3 1 2 =2 0
1 1 1 - 1
3 3 1 =3 1 0 1 ... 1
-3 3 2 3
— - -1 -1 0 .- 1
Ba=l 19 o of D=7 T ] ik
3 3 _2 2 . . . T .
-1 -1 -1 --- 0

Exercice 4.6. Etudier I'indépendancce linéaire des familles de vecteurs :
1. {(1,7,3),(4,9,2),(6,8,1)},
2. {(2’ 37 _37 1)7 (_17 47 _17 O)v (L —6, _3a 2)7 (17 17 3a 2)}
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Exercice 4.7. Calculer la matrice adjointes des matrices suivantes :

1 0 2 -2 -1 1 01 -1
A=13 2 —-1|, B=10 1 1], C=12 3 1
-1 0 1 1 -2 1 3 2 1
Exercice 4.8. 1. Dire si les deux matrices suivantes sont inversibles ou non :
1 01 001
A=1[0 1 2 et B=1]1 0 0
1 2 3 010

2. Si oui, calculer la matrice inverse.

3. Déterminer le rang de A et de B.

Exercice 4.9. Vérifier si les systémes suivants sont des systemes de Cramer et les
résoudre, par la méthode de Cramer :

r + 2y + 3z = 4
r — y + z =5 (71)
r + y — 2z =6
X 4+ oy + oz o= A
r + Ay + z = A+1. ()
r + oy + A = 3
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