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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Définition d’un espace vectoriel
Avant de définir l’espace vectoriel (objet principal pour l’algèbre linéaire), on

doit définir ce qu’est le corps des scalaires.

1.1.1 Corps des scalaires
Définition 1.1 (Corps des scalaires). Un corps est un ensemble K (dont les
éléments seront appelés scalaires) muni d’une opération additive :

+ : K2 → K
(a, b) 7→ a+ b

qui possède les propriétés suivantes :
1. + est associative, c’est-à-dire, pour tout a, b, c ∈ K, on a :

(a+ b) + c = a+ (b+ c) = a+ b+ c.

2. + est commutative, c’est-à-dire, pour tout a, b ∈ K, on a a+ b = b+ a.
3. + possède un élément neutre noté 0 qui est caractérisé par :

∀a ∈ K, a+ 0 = 0 + a = a.

4. Tout élément de K possède un inverse pour l’addition (on parle alors d’élément
opposé), c’est-à-dire, pour tout a ∈ K, il existe un élément noté −a ∈ K tel
que a+ (−a) = −a+ a = 0.

On munit aussi le corps d’une opération multiplicative :
× : K2 → K

(a, b) 7→ a× b
qui satisfait les propriétés suivantes :
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2 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

1. La multiplication est associative, c’est-à-dire, pour tout a, b ∈ K,

(a× b)× c = a× (b× c) = a× b× c.

2. La multiplication est commutative, c’est-à-dire, pour tout a, b ∈ K, ab = ba.
3. La multiplication possède un élément neutre (qu’on appelle aussi élément

unité et noté 1K) qui est caractérisé par :

∀a ∈ K, a× 1K = 1K × a = a.

4. Tout élément a dans K \ {0} possède un élément inverse pour le produit,
c’est-à-dire :

∀a ∈ K∗, ∃a−1 ∈ K∗, aa−1 = a−1a = 1K.

5. La multiplication est distributive par rapport à l’addition, c’est-à-dire, pour
tout a, b, c ∈ K, on a :

a× (b+ c) = a× b+ a× c,
(a+ b)× c = a× c+ b× c.

Exemples 1.2. 1. Q, R et C sont des corps.
2. N n’est pas un corps car seul l’élément a = 0 possède un opposé. La propriété

4 de l’addition n’est pas valable.
3. Z n’est pas un corps car seuls les éléments a = 1 et a = −1 ont un inverse

pour la multiplication. La propriété 4 de la multiplication n’est pas valable.

1.1.2 Espaces vectoriels
Définition 1.3 (Espaces vectoriels). Soit K un corps de scalaire. Un K-espace
vectoriel est un ensemble V dont les éléments seront appelés vecteurs, muni d’une
opération additive :

+ : V 2 → V
(v1, v2) 7→ v1 + v2

et d’une opération de produit externe (on parle de produit d’un vecteur par un
scalaire) :

· : K× V → V
(a, v) 7→ a · v

vérifiant les propriétés suivantes :
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1. L’addition est associative, c’est-à-dire, pour tout u, v, w ∈ V , on a :

(u+ v) + w = u+ (v + w) = u+ v + w.

2. L’addition est commutative, c’est-à-dire, pour tout u, v ∈ V , u+ v = v + u.
3. L’addition possède un élément neutre appelé vecteur nul de V et noté 0V ∈ V

qui est caractérisé par :

∀v ∈ V, v + 0V = 0V + v = v.

4. Tout vecteur possède un élément inverse pour l’addition (on parle, plutôt,
d’élément opposé). Explicitement,

∀v ∈ V, ∃ − v ∈ V, v + (−v) = −v + v = 0V .

5. Le produit externe est associative, c’est-à-dire, pour tout a, b ∈ K et v ∈ V ,
on a :

(a× b) · v = a · (b · v).

6. Le produit externe possède un élément neutre, qu’on note 1K, c’est-à-dire,
pour tout v ∈ V , 1K · v = v.

7. Le produit externe est distributive par rapport à l’addition, c’est-à-dire :
– pour tout a, b ∈ K et w ∈ V , on a (a+ b) · w = a · w + b · w,
– pour tout a ∈ K et v, w ∈ V , on a a · (v + w) = a · v + b · w.

Remarque 1.4. Pour alléger les notations, plutôt d’écrire a · v pour a ∈ K et
v ∈ V , on écrira av (on omet le point de l’opération).

1.1.3 Exemples d’espaces vectoriels
Exemple 1.5 (Corps des scalaires). Si K est un corps des scalaires (définition 1.1)
alors K est un espace vectoriel sur K lui-même.

Proposition 1.6 (Espace vectoriel produit). Si E1, . . . , En sont des K-espaces
vectoriels alors E = E1 × · · · × En est un K-espace vectoriel qu’on appelle espace
vectoriel produit.

On note Kn le produit cartésien de n corps scalaires K. Ce sont l’ensemble des
vecteurs à n composantes dans K. Explicitement,

Kn = {(x1, x2, . . . , xn), xi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n} .

On définit deux opérations dans Kn.
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Définition 1.7 (Addition et multiplication dans Km). Si n ≥ m un entier. L’ad-
dition de deux éléments de Km est définie par

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

et la multiplication d’un élément de Km par un élément de K par :

λ · (x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

Exemple 1.8. Soient u = (2,−1), v = (2, 2) et a = 2. On a :

u+ v =
(

2
−1

)
+
(

2
2

)
=
(

2 + 2
−1 + 2

)
=
(

4
1

)

et
a · u = 2 ·

(
2
−1

)
=
(

2× 2
2×−1

)
=
(

2
−2

)
.

Proposition 1.9. Si on munit Kn des opérations d’addition et de multiplication
données par la définition 1.7 alors Kn a une structure de K-espace vectoriel.

Démonstration. On suppose que n = 2 pour simplifier la démonstration 1. On
vérifie que l’addition vérifie les propriétés de la définition 1.3.

1. Soient u = (x1, x2), v = (y1, y2) et w = (z1, z2) des vecteurs de K2. On a :

(u+ v) + w =
((

x1
x2

)
+
(
y1
y2

))
+
(
z1
z2

)
=
(
x1 + y1
x2 + y2

)
+
(
z1
z2

)

=
(

(x1 + y1) + z1
(x2 + y2) + z2

)
=
(
x1 + y1 + z1
x2 + y2 + z2

)
(1.1)

et

u+ (v + w) =
(
x1
x2

)
+
((

y1
y2

)
+
(
z1
z2

))
=
(
z1
z2

)
+
(
y1 + z1
y2 + z2

)

=
(
x1 + (y1 + z1)
x2 + (y2 + z2)

)
=
(
x1 + y1 + z1
x2 + y2 + z2

)
. (1.2)

On a bien (1.1) = (1.2), ce qui implique que (u + v) + w = u + (v + w).
L’addition est donc associative.

1. et pour des raisons typographiques, on utilisera les vecteurs lignes si nécessaire pour
caractériser des vecteurs colonnes.
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2. L’addition est commutative car(
x1
x2

)
+
(
y1
y2

)
=
(
x1 + y1
x2 + y2

)

Comme x1, y1, x2, y2 ∈ K, d’après la propriété additive 2 de la définition 1.1,

=
(
y1 + x1
y2 + x2

)
=
(
y1
y2

)
+
(
x1
x2

)
.

3. L’élément neutre de l’addition est 0K2 = (0, 0), c’est le vecteur qui a pour
coordonnées 0 ∈ K. On a :(

x1
x2

)
+
(

0
0

)
=
(
x1 + 0
x2 + 0

)

Puisque 0 ∈ K est l’élément neutre pour l’addition des scalaires,

=
(
x1
x2

)
.

4. Si u = (x1, x2) alors −u = (−x1,−x2) est l’élément inversible de u pour
l’addition. En effet, on a :

u+ (−u) =
(
x1
x2

)
+
(
−x1
−x2

)
=
(
x1 − x1
x2 − x2

)
=
(

0
0

)
= 0K2 .

On vérifie maintenant que la multiplication donnée à la définition 1.7 satisfait les
propriétés de la définition 1.3.

1. Soient a, b ∈ K et w = (z1, z2) ∈ K2. On a :

(a× b) · w = (a× b) ·
(
z1
z2

)
=
(

(ab)z1
(ab)z2

)
=
(
abz1
abz2

)
(1.3)

a · (b · w) = a ·
(
b ·
(
z1
z2

))
= a ·

(
bz1
bz2

)
=
(
abz1
abz2

)
. (1.4)

On a donc (1.3) = (1.4), c’est-à-dire (a·b)·w = a·(b·w). Donc la multiplication
par un scalaire est associative.

2. On a :
1K ·

(
x1
x2

)
=
(

1 · x1
1 · x2

)
=
(
x1
x2

)
.

3. On vérifie la propriété de distributivité par rapport à l’addition.



6 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

– Soient a, b ∈ K et w = (z1, z2) ∈ K2. On a :

(a+ b) · w = (a+ b) ·
(
z1
z2

)
=
(

(a+ b)z1
(a+ b)z2

)

Comme z1, z2 ∈ K, on a la distributivité du produit par rapport à l’addition

=
(
az1 + bz1
az2 + bz2

)
(1.5)

On a aussi

aw + bw = a

(
z1
z2

)
+ b

(
z1
z2

)
=
(
az1
az2

)
+
(
bz1
bz2

)
=
(
az1 + bz1
az2 + bz2

)
(1.6)

On obtient donc (1.5) = (1.6), c’est-à-dire (a+ b) · w = aw + bw.
– Soient a ∈ K, v = (y1, y2) et w = (z1, z2) deux vecteurs appartenant à K2.
On a, d’un côté :

a(v + w) = a

((
y1
y2

)
+
(
z1
z2

))
= a

(
y1 + z1
y2 + z2

)

=
(
a(y1 + z1)
a(y2 + z2)

)
=
(
ay1 + az1
ay2 + az2

)
(1.7)

et d’un autre côté :

av + aw = a

(
y1
y2

)
+ a

(
z1
z2

)
=
(
ay1
ay2

)
+
(
az1
az2

)
=
(
ay1 + az1
ay2 + az2

)
(1.8)

On obtient donc (1.7) = (1.8), c’est-à-dire a(v + w) = av + aw.

Exemples 1.10. Soit n ≥ 1 un entier.
1. (Rn,+, ·) est un R-espace vectoriel.
2. (Cn,+, ·) est un R-espace vectoriel.
3. (Cn,+, ·) est un C-espace vectoriel.

Définition 1.11 (Application, [7]). Soient E et F deux ensembles. Une application
f de E dans F est une loi qui associe tout élément x de E à un élément de F qui
est f(x). On notera :

f : E → F
x 7→ f(x) .

On note, F (E,F ) l’ensemble des applications de E dans F .
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On définit sur F (A,R) une addition :

+ : F (A,R)2 → F (A,R)
(f, g) 7→ f + g

tel que, pour tout x ∈ A,

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

et une multiplication par un scalaire :

· : K×F (A,R) → F (A,R)
(λ, f) 7→ λf

tel que, pour tout x ∈ A, (λf)(x) = λf(x).

Proposition 1.12. Si on munit F (A,R) des deux opérations définies précédem-
ment alors F (A,R) possède une structure de R-espace vectoriel. L’élément neutre
est la fonction nulle 0 (tel que, pour tout x ∈ A, 0(x) = 0).

Démonstration. En exercice.

Exemple 1.13. Si on prend A = N, F (N,R) correspond à l’espace des suites à
valeurs réelles. Si on munit cet espace des opérations usuelles, c’est-à-dire :

(un)n≥0 + (vn)n≥0 = (un + vn)n≥0

et
λ (un)n≥0 = (λun)n≥0

alors F (N,R) est un R-espace vectoriel d’élément neutre, la suite nulle qui à tout
n associe 0.

Définition 1.14 (Polynômes). Soit (an)n≥0 une suite d’éléments dans K. Un
polynôme est une application P de la forme suivante

P : K → K
X 7→ akX

k + · · ·+ a1X + a0

où k est un entier naturel. On note K[X] l’ensemble des polynômes sur K d’indé-
terminée X.

Définition 1.15 (Opérations sur les polynômes). Soit K[X] l’espace des polynômes
sur K d’indéterminée X. On définit une addition :

+ : K[X]2 → K[X]
(P1, P2) 7→ P1 + P2
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tel que si :

P1(X) = akX
k + · · ·+ a1X + a0

P2(X) = bkX
k + · · ·+ b1X + b0,

alors

(P1 + P2)(X) = P1(X) + P2(X) = (ak + bk)Xk + · · ·+ (a1 + b1)X + a0 + b0

et d’un produit externe :

· : K×K[X] → K[X]
(λ, P ) 7→ λ · P

tel que si :
P (X) = akX

k + · · ·+ a1X + a0

alors
(λP )(X) = λP (X) = λakX

k + · · ·+ λa1X + λa0.

Proposition 1.16. Si on munit K[X] de deux opérations données par la définition
1.15 alors K[X] a une structure de K-espace vectoriel.

Démonstration. En exercice.

L’exercice suivant peut se traiter directement en utilisant uniquement la notion
d’espace vectoriel ou après la lecture de la section 1.2 sur les sous-espaces vectoriels
(pour cela, il faudra dire si tel ensemble est un sous-espace vectoriel d’un autre
espace vectoriel à trouver).

1.1.4 Observations sur les opérations d’un espace vectoriel
Remarque 1.17. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. On a toujours les
relations suivantes :
(1) Pour tout v ∈ V , 0 · v = 0V où 0 est le scalaire nul et 0V est le vecteur nul

dans V .
(2) λ · 0V = 0v, pour tout λ ∈ K.
(3) (−1) · v = −v, pour tout v ∈ V .

Démonstration de la relation (1). On part de la relation dans K :

0 + 0 = 0⇒ (0 + 0)· = 0 · v ⇒ 0 · v + 0 · v = 0V
⇒ 0 · v + 0 · v − (0 · v) = 0 · v − 0 · v ⇒ 0 · v + 0V = 0v ⇒ 0 · v = 0V .
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Exemple 1.18. Dans R2,

0 ·
(
x1
x2

)
=
(

0x1
0x2

)
=
(

0
0

)
= 0R2 .

Démonstration de la relation (2) et (3). Elle s’obtiennent de la même manière que
la relation (1).

1.2 Sous-espaces vectoriels

1.2.1 Sous-espaces vectoriels
Définition 1.19 (Sous-espace vectoriel). Soient V un K-espace vectoriel et U une
partie de V . On dit que U forme un sous-espace vectoriel de V si U satisfait les
propriétés suivantes :

1. On a 0V ∈ U , c’est-à-dire que le vecteur nul de V appartient à U .
2. Si u1, u2 ∈ U alors u1 + u2 ∈ U , on dit que U est stable par addition.
3. Si λ ∈ K et u ∈ U alors λ ·u ∈ U , on dit que U est stable par produit externe.

Remarque 1.20. Soient (V,+, ·) un sous-espace vectoriel et U une partie de V .
Sous les hypothèses de la définition 1.19, U hérite de l’addition « + » et du produit
externe « · » de V qui satisfait les propriétés de la définition 1.3.

Proposition 1.21 (Conséquence de la remarque 1.20). Soient (V,+, ·) un K-
espace vectoriel et U un sous-espace vectoriel de V . D’après la remarque 1.20, U a
une structure de K-espace vectoriel.

Théorème 1.22 (Caractérisation d’un sous-espace vectoriel). Soient V un K-
espace vectoriel et U une partie de V . U est un sous-espace vectoriel si et seulement
si
(i) U 6= ∅ (on peut montrer que l’élément neutre de V est dans U) ;
(ii) Pour tout x, y ∈ U et λ, µ ∈ K, λ · x+ µ · y ∈ U .

Exemples 1.23. 1. Soit V = R2, on considère l’ensemble

D =
{

[x, y) ∈ R2, x+ y = 0
}
⊂ R2.

On montre que D forme un sous-espace vectoriel de R2.
(a) 0R2 = (0, 0) ∈ D car 0 + 0 = 0.
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(b) Soient u1 = (x1, y1) ∈ D et u2 = (x2, y2) ∈ D donc
x1 + y1 = 0, (1.9)
x2 + y2 = 0. (1.10)

On a alors u1 + u2 ∈ D car si on fait la somme de (1.9) avec (1.10), on
obtient :

(x1 + y1) + (x2 + y2) = 0⇔ (x1 + x2) + (y1 + y2) = 0.

(c) On se donne λ ∈ K et u = (x, y) ∈ D (ainsi x+ y = 0). On montre que
le vecteur λv = λ(x, y) vérifie λx+ λy = 0.

λx+ λy = λ(x+ y) = λ · 0 = 0.

Donc D est un sous-espace vectoriel de R2.
2. Soit V = R2 et on considère l’ensemble

Dλ =
{

(x, y) ∈ R2, x+ y = λ
}
⊂ R2.

On a montré que si λ = 0 alors Dλ est un sous-espace vectoriel de R2.
Montrons que si λ 6= 0, Dλ n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. Déjà,
elle ne vérifie pas la première propriété de la définition 1.19. Soit 0R2 = (0, 0),
on a : 0 + 0 = 0 6= λ, donc 0R2 /∈ Dλ. D’où Dλ n’est pas un sous-espace
vectoriel de R2 si λ 6= 0.

3. L’ensemble
F =

{
(x, y) ∈ R2, x2 = y2

}
=
{

(x, y) ∈ R2, x = y ou x = −y
}

ne forme pas un sous-espace vectoriel de R2.
– Le vecteur nul 0R2 = (0, 0) vérifie bien 02 = 02 donc appartient à F .
– Si λ ∈ K et u = (x, y) ∈ F (on a donc x2 = y2) alors λu = (λx, λy) vérifie

(λx)2 = (λy)2, on doit multiplier « x2 = y2 » par λ2 pour obtenir l’égalité.
– Mais la deuxième propriété de la défintion 1.19 n’est pas vérifié. Par exemple,
u1 = (1, 1) ∈ F et u2 = (1,−1) ∈ F . On a :

u1 + u2 =
(

1 + 1
1− 1

)
=
(

2
0

)
/∈ F.

Remarque 1.24. À propos de l’exemple 1.23-3, soient
F1 =

{
(x, y) ∈ R2, x = y

}
,

F2 =
{

(x, y) ∈ R2, x = −y
}
.

On peut montrer que F1 et F2 sont des sous-espaces vectoriels de R2 et que
F = F1 ∪ F2. On verra que la réunion de deux sous-espaces vectoriels ne forme pas
toujours un sous-espace vectoriel (voir proposition 1.28).
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1.2.2 Sous-espace engendré
Définition 1.25 (Combinaison linéaire). Soit V un K-espace vectoriel. On dit que
v est une combinaison linéaire des vecteurs v1, . . . , vn ∈ V si on a :

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn.

Définition 1.26 (Sous-espace défini par des équations). Soient V = Kn et U un
sous-ensemble de Kn constitué des vecteurs (x1, . . . , xn) ∈ Kn vérifiant le système
d’équations : 

a11x1 + · · ·+ a1jxj + · · ·+ a1nxn = 0
...

ai1x1 + · · ·+ aijxj + · · ·+ ainxn = 0
...

an1x1 + · · ·+ anjxj + · · ·+ annxn = 0

(1.11)

pour des coefficients aij ∈ K. Cet ensemble forme un sous-espace de Kn défni par
le système (1.11)

Définition 1.27 (Hyperplan). Un hyperplan de Kn est un sous-espace vectoriel
H de Kn défini par une seule équation, c’est-à-dire :

a1x1 + · · ·+ anxn = 0 (1.12)

pour des coefficients a1, . . . , an dans K. Autrement dit, l’hyperplan de Kn défini
par (1.12) est l’ensemble

H = {(x1, . . . , xn), a1x1 + · · ·+ anxn = 0} .

Proposition 1.28 (Intersection et union des sous-espaces vectoriels). Soient V
un espace vectoriel sur K et U1, U2 deux sous-espaces vectoriels de V . Alors
(i) U1 ∩ U2 est un sous-espace vectoriel de V .
(ii) U1 ∪ U2 est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si U1 ⊂ U2 et

U2 ⊂ U1.

Démonstration. En exercice.

Remarque 1.29. L’espace U défini par le système (1.11) s’identifie par l’intersec-
tion U = ⋂n

k=1 Hk où

Hk = {(x1, . . . , xn), ak1x1 + · · ·+ akjxj + · · ·+ aknxn}
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l’hyperplan défini par la ke équation du système. Par définition :

(x1, . . . , xn) ∈ U ⇔ (x1, . . . , xn) vérifie (1.11)

Si on note (I.11.i) la ie équation de (1.11)

⇔ (x1, . . . , xn) vérifie les équations (I.11.1), . . ., (I.11.n)
⇔ (x1, . . . , xn) ∈ H1 et (x1, . . . , xn) ∈ H2 et . . . et (x1, . . . , xn) ∈ Hn

⇔ (x1, . . . , xn) ∈
n⋂
k=0

Hk.

Exemple 1.30. Soient F = F (N,R) = {u : N→ R} l’ensemble des suites réelles
et F0 ⊂ F le sous-ensemble de F constitué des suites convergentes de limite nulle.
C’est un sous-espace vectoriel de F . On rappelle que :

1. Le vecteur nul de F est représenté par l’application constante nulle 0F (n) = 0,
pour tout n ∈ N. Cette suite vérifie limn 0F = 0. D’où 0F ∈ F0.

2. Soient u, v ∈ F0 deux suites convergentes de limite nulle. On sait que la suite
u+ v définie par u+ v(n) = u(n) + v(n) est également convergente. On a, de
plus,

lim
n→+∞

(u+ v)(n) = lim
n→+∞

u(n) + v(n)

= lim
n→+∞

u(n) + lim
n→+∞

v(n) = 0.

D’où si u, v ∈ F0 alors u+ v ∈ F0.
3. Soient λ ∈ K et v ∈ F0. On sait que la suite λu telle que (λu)(n) = λ · u(n)

est également convergente. On a, de plus,

lim
n→+∞

(λu)(n) = lim
n→+∞

λ · u(n)

= λ · lim
n→+∞

u(n) = 0.

D’où, pour tout λ ∈ K et u ∈ F0, on a λ · u ∈ F0.
Ceci montre bien que F0 est un sous-espace de F .

Définition 1.31 (Sous-espace engendré par des vecteurs). On se donne v1, . . . , vn ∈
V des vecteurs d’un espace V . On note 〈v1, . . . , vn〉 l’ensemble des combinaisons
linéaires de v1, . . . , vn. Explicitement,

〈v1, . . . , vn〉 = {v ∈ V, v = λ1v1 + · · ·+ λnvn, pour λi ∈ K} .

On dit aussi que 〈v1, . . . , vn〉 est le sous-espace engendré par les vecteurs v1, . . . , vn.
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Proposition 1.32. (i) L’ensemble 〈v1, . . . , vn〉 forme un sous-espace vectoriel
de V .

(ii) En fait, c’est le plus petit sous-espace (pour l’inclusion) qui contient v1, . . . , vn.

Démonstration. (i) On montre que l’ensemble

〈v1, . . . , vn〉 = {v, v = λ1v1 + · · ·+ λnvn avec λj ∈ K}

forme un sous-espace vectoriel de V .
1. On a : 0V = 0v1 + · · ·+ 0vn . D’où 0V ∈ 〈v1, . . . , vn〉.
2. Soient v, v′ ∈ 〈v1, . . . , vn〉. On a, par définition,

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn,

v′ = λ′1v1 + · · ·+ λ′nvn.

Alors

v + v′ = λ1v1 + · · ·+ λnvn + λ′1v1 + · · ·+ λ′nvn

= (λ1 + λ′1)v1 + · · ·+ (λn + λ′n)vn.

D’où, si v, v′ ∈ 〈v1, . . . , vn〉 alors v + v′ ∈ 〈v1, . . . , vn〉.
3. Soient λ ∈ K, v ∈ 〈v1, . . . , vn〉, c’est-à-dire que v s’écrit :

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn.

On a donc :

λv = λ(λ1v1 + · · ·+ λnvn)
= (λλ1)v1 + · · ·+ (λλn)vn.

Or les λλi appartiennent à K, pour tout 1 ≤ i ≤ n. D’où si v ∈
〈v1, . . . , vn〉 et λ ∈ K alors λv ∈ 〈v1, . . . , vn〉.

(ii) Si U est un sous-espace vectoriel de V et si v1, . . . , vn ∈ U alors on a :

λ1v1 + · · ·+ λnvn ∈ U, pour tout λ1, . . . , λn ∈ K.

Donc 〈v1, . . . , vn〉 ∈ U .

Exemple 1.33. Soit F = F (K,K) l’espace des applications f : K → K. On
considère

pn : K → K
x 7→ xn
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et Pk = 〈p0, . . . , pk〉. Si f ∈Pk alors

f = λ0p0 + · · ·+ λkpk = λ0 + λ1x+ · · ·+ λkx
k,

c’est-à-dire Pk est l’ensemble des applications polynomiales de degré ≤ k. On en
déduit que Pk est un sous-espace vectoriel de F .

Définition 1.34 (Combinaison linéaire en dimension infinie). Si on se donne
(vi)i∈N une collection infinie de vecteurs, on peut défnir l’espace engendré par les
(vi)i∈N par :

〈vi, i ∈ N〉 =
{
v ∈ V, v =

∑
i∈N

λivi

}
.

C’est l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs (vi)i∈N.

Exemple 1.35. On peut considérer alors :

P = 〈pn, n ∈ N〉 =
{
f ∈ F, f(x) = λ1X1 + · · ·+ λjx

j
}

qui est alors l’ensemble de toutes les fonctions polynômes.

1.2.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels
Pour débuter cette section, on revient sur la proposition 1.28.

Proposition 1.36. Soient V un espace vectoriel et U1, U2 deux sous-espaces vec-
toriels de V . L’intersection U1 ∩ U2 forme encore un sous-espace pour l’inclusion
contenu dans U1 et U2.

Démonstration. On peut vérifier sans peine que U1∩U2 est un sous-espace vectoriel
de U grâce à la caractérisation des sous-espaces vectoriels (théorème 1.22).

Remarque 1.37. On a vu que la réunion U1 ∪ U2 de deux sous-espaces vectoriels
ne forme pas toujours un sous-espace vectoriel Il faut ajouter la condition nécessaire
et suffisante que U1 ⊂ U2 ou U2 ⊂ U1.

Définition 1.38 (Somme de deux sous-espaces vectoriels). Soient V un espace
vectoriel et U1, U2 deux sous-espaces vectoriels de V . On définit U1 + U2 le sous-
ensemble de V consistué des vecteurs v ∈ V qui peuvent s’écrire comme v = u1 +u2
avecu1 ∈ U1 et u2 ∈ U2. Autrement dit,

U1 + U2 = {v ∈ V, v = u1 + u2 pour u1 ∈ U1 et u2 ∈ U2} .

Proposition 1.39. (i) L’ensemble U1 +U2 forme un sous-espace vectoriel de V .
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(ii) C’est le plus petit sous-espace vectoriel (pour l’inclusion) contenant U1 et U2.
Autrement dit, si U est un sous-espace vectoriel de U1, on a :

(U1 ⊆ U et U2 ⊆ U)⇒ (U1 + U2 ⊆ U).

Démonstration. (i) On montre que U1 + U2 forme un sous-espace vectoriel de
V .
1. Comme 0V ∈ U1 et 0V ∈ U2 (car U1 et U2 sont des sous-espaces vectoriels

de V ) et 0V = 0V + 0V , on a bien 0V ∈ U1 + U2.
2. Soient v, v′ ∈ U1 + U2, c’est-à-dire que

v := u1 + u2, avec u1 ∈ U1 et u2 ∈ U2,

v′ := u′1 + u′2 avec u′1 ∈ U1 et u′2 ∈ U2.

On a :
v + v′ = (u1 + u′1)︸ ︷︷ ︸

∈U1

+ (u2 + u′2)︸ ︷︷ ︸
∈U2

.

D’où, si v, v′ ∈ U1 + U2 alors v + v′ ∈ U1 + U2.
3. Soient λ ∈ K et v ∈ U1 + U2, c’est-à-dire v = u1 + u2 avec u1 ∈ U1 et
u2 ∈ U2. On a :

λv = λ(u1 + u2) = λu1︸︷︷︸
∈U1

+λu2︸︷︷︸
∈U2

.

D’où si v ∈ U1 + U2 alors, pour tout λ ∈ K, λv ∈ U1 + U2.
(ii) On utilise le fait que si u1 ∈ U et u2 ∈ U2 alors u1 + u2 ∈ U .

Définition 1.40 (Somme directe). Soient V un espace vectoriel et U1, U2 deux
sous-espaces vectoriels de V . On dit que U1 et U2 sont en somme directe (et on
note U1⊕U2) si, pour tout vecteur v ∈ U1 +U2, la décomposition v = u1 + u2 (avec
u1 ∈ U1 et u2 ∈ U2) est unique.

Définition 1.41 (Supplémentaires). On dit que U1 et U2 sont supplémentaires
de V si V = U1 ⊕ U2 ou si, pour tout v ∈ V , v possède une unique décomposition
d’éléments de U1 et de U2.

Proposition 1.42. Soient V un espace vectoriel et U1, U2 deux sous-espaces vec-
toriels. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) V = U1 ⊕ U2,
(ii) V = U1 + U2 et U1 ∩ U2 = {0V }.
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Démonstration. ((i)⇒ (ii)) Soit x ∈ U1 ∩ U2. On peut écrire x = x+ 0V avec
x ∈ U1 et 0V ∈ U2 ou encore que x = x+ 0V avec x ∈ U2 et 0V ∈ U1. Comme
U1 et U2 sont en somme direct, on a unicité de l’écrite, on en déduit donc
que x = 0. D’où U1 ∩ U2 = {0V }. Il est évident que si V = U1 ⊕ U2 alors
V = U1 + U2.

((ii)⇒ (i)) En exercice.

Remarques 1.43. 1. Soient deux systèmes d’équations :

a11x1 + · · ·+ a1jxj + · · ·+ a1nxn = 0
...

ai1x1 + · · ·+ aijxj + · · ·+ ainxn = 0
...

an1x1 + · · ·+ anjxj + · · ·+ annxn = 0

(1.13)

et 

a′11x1 + · · ·+ a′1jxj + · · ·+ a′1nxn = 0
...

a′i1x1 + · · ·+ a′ijxj + · · ·+ a′inxn = 0
...

a′n1x1 + · · ·+ a′njxj + · · ·+ a′nnxn = 0

(1.14)

On suppose que U1 (resp. U2) est défini par les systèmes d’équations (1.13)
(resp. (1.14)). Alors U1 ∩ U2 peut être également être défini par un système
d’équations en regroupant les équations de (1.13) et de (1.14).

2. On suppose que

U1 = 〈e1, . . . , en〉 = {v ∈ V, v = λ1e1 + · · ·+ λnen avec e1, . . . , en ∈ V , λ1, . . . , λn ∈ K} ,
U2 = 〈f1, . . . , fk〉 = {v ∈ V, v = µ1f1 + · · ·µkfk avec f1, . . . , fk ∈ V , λ1, . . . , λk ∈ K}

alors

U1 + U2 = 〈e1, . . . , en, f1, . . . , fn〉
= {v ∈ V, v = λ1e1 + · · ·+ λnen + µ1f1 + · · ·+ µkfk

avec e1, . . . , en, f1, . . . , fk ∈ V
et λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µk ∈ K}
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Exemple 1.44. On considère les ensembles
D1 =

{
(x, y) ∈ R2, x+ y = 0

}
,

D2 =
{

(x, y) ∈ R2, x− y = 0
}
.

On a vu que ces ensembles forment des sous-espaces vectoriels de R2. La figure
1.1 est une représentation géomtérique de D1 et D2 dans le plan R2. Ce sont des
droites de R2 (D1 et D2 sont des hyperplans de R2 compte tenu de la définition
1.27).

D2 : x− y = 0

D1 : x+ y = 0

D1 ∩D2 = {0R2}

D1 ⊕D2 = R2

Figure 1.1 – Représentation géométrique de D1, D2, D1 ∩D2 et D1 ⊕D2

1. On montre que D1 ∩D2 = {0R2}. On a :
(x, y) ∈ D1 ∩D2 ⇔ (x, y) ∈ D1 et (x, y) ∈ D2 ⇔ x+ y = 0 et x− y = 0.

Ce qui équivaut à résoudre le système d’équations suivant :{
x + y = 0 L1
x − y = 0 L2

.

On utilise la méthode du pivot de Gauss (méthode qui sera explicité dans le
chapitre 3. On définit la ligne L′1 := L1 et L′2 := L2 − L1 et on obtient :{

x + y = 0 L′1 := L1
− 2y = 0 L′2 := L2 − L1

et finalement {
x = 0
y = 0 .

On a donc bien D1 ∩D2 = {0R2}.
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2. On montre maintenant que D1 ⊕D2 = R2. On a :

v =
(
x
y

)
∈ D1 ⇔ x+ y = 0⇔

x = −y
y quelconque

.

Donc :
v ∈ D1 ⇔ v =

(
−y
y

)
⇔ v = y

(
−1
1

)
, pour y ∈ R.

D’où :
D1 = {v, v = λ1(−1, 1)} = 〈−1, 1〉 .

De même,

(x, y) ∈ D2 ⇔ x− y = 0⇔

x = y

y quelconque
.

Donc :
v ∈ D2 ⇔ v =

(
y
y

)
= y

(
1
1

)
.

D’où :
D2 = {v, v = λ2(1, 1)} = 〈1, 1〉 .

On a donc :

D1 +D2 = {v, v = λ1(−1, 1) + λ2(1, 1)} = 〈(−1, 1), (1, 1)〉 .

Il s’agit de déterminer l’ensemble des vecteurs v = (x, y) ∈ R2 tel que :(
x
y

)
= λ1

(
−1
1

)
+ λ2

(
1
1

)
(1.15)

a une solution λ1, λ2 ∈ R.

(1.15)⇔
(
x
y

)
=
(
−λ1 + λ2
λ1 + λ2

)
⇔
{
−λ1 + λ2 = x L1
λ1 + λ2 = y L2

⇔
{
−λ1 + λ2 = x L1 ← L1

2λ2 = x+ y L2 ← L2 + L1
.

On aura toujours une solution quelque soit x, y. Donc tout vecteur v =
(x, y) admet une décomposition (x, y) = λ1(−1, 1) + λ2(1, 1). C’est pourquoi
D1 ⊕D2 = R2.
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Exemple 1.45. Soit F = F (R,R) l’espace des fonctions f : R → R. On considère
les sous-ensembles :

Fi = {f : R → R, f(−x) = −f(x)} ,
Fp = {f : R → R, f(−x) = f(x)}

constitués respectivement des fonctions impaires et paires. L’exercice 1.2 a permis
d’établir que Fi et Fp forment des sous-espaces vectoriels de F . On veut montrer
que Fi et Fp sont supplémentaires dans F , c’est-à-dire qu’on a :

– Fi ∩ Fp = {0F},
– Fi ⊕ Fp = F .
1. On a :

f ∈ Fi ∩ Fp ⇔ f(−x) = f(x) et f(−x) = f(x), ∀x ∈ R
⇔ f(x) = −f(x), ∀x ∈ R
⇔ f(x) = 0, ∀x ∈ R

D’où Fi ∩ Fp = {0F}.
2. Soit f ∈ F . On considère les fonctions fi : R → R et fp : R → R telles que,

pour x ∈ R,

fi(x) = f(x)− f(−x)
2 et fp(x) = f(x) + f(−x)

2 .

On vérifie facilement que fi ∈ Fi et que fp ∈ Fp et on a, de plus,

fi(x) + fp(x) = f(x)− f(−x)
2 + f(x) + f(−x)

2

= f(x)− f(−x) + f(x) + f(−x)
2 = 2f(x)

2 = f(x), ∀x ∈ R.

D’où f = fi + fp.

1.3 Bases et dimension d’un espace vectoriel

1.3.1 Famille génératrice
Dans cette section, on rappelle les définitions de combinaisons linéaires et de

sous-espaces engendrés.

Définition 1.46 (Combinaison linéaire). Soit V un espace vectoriel. On considère
v1, . . . , vn des vecteurs de V . On appelle combinaison linéaire des vecteurs v1, . . . , vn
tout élément de la forme λ1x1 + · · ·+ λnxn où λ1, . . . , λn ∈ K.
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Définition 1.47 (Système générateur). Soient v1, . . . , vn des vecteurs d’un espace
vectoriel V . On dit que (v1, . . . , vn) est un système générateur (ou famille généra-
trice) de V ou que (v1, . . . , vn) engendre V si tout vecteur v de V s’écrit comme
combinaison linéaire de vecteurs v1, . . . , vn.

Exemple 1.48. On se place dans Rn et on considère les vecteurs :

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , en =


0
0
...
1

 .

Tout vecteur v = (v1, v2, . . . , vn) s’écrit :

x1


1
0
...
0

+ x2


0
1
...
0

+ · · ·+ xn


0
0
...
1

 = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen

donc (e1, . . . , en) est un système générateur de Rn.

1.3.2 Indépendance linéaire
Définition 1.49 (Famille libre). Soit V un espace vectoriel. On dit que la famille
de vecteurs (v1, . . . , vn) est libre ou que v1, . . . , vn sont linéairement indépendants
si la relation λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0 entraine que λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

Proposition 1.50. Soient x1, . . . , xn des vecteurs linéairement indépendants et U
le sous-espace vectoriel engendré par x1, . . . , xn. Si x /∈ F alors (x, x1, x2, . . . , xn)
est libre.

Démonstration. On considère λ, λ1, . . . , λn des scalaires tels que

λx+ λ1x1 + · · ·+ λnxn = 0. (1.16)

Il faut montrer que λ, λ1, · · · , λn sont tous non nuls. Par l’absurde, on suppose que
λ 6= 0. (1.16) devient :

λx = −λ1x1 − · · · − λnxn = 0 (1.17)

et comme λ 6= 0, dans (1.17), on peut diviser les deux membres de l’égalité par λ.

x = −λ1

λ
x1 − · · · −

λn
λ
xn = 0.
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Donc x est combinaison linéaire de x1, . . . , xn et appartient à F , ce qui contraire à
l’hypothèse faite sur x. Donc λ = 0, ce qui entraîne :

λ1x1 + · · ·+ λnxn = 0

et comme (x1, . . . , xn) est libre, cela entrane la nulité des λk, pour 1 ≤ k ≤ n et
donc les scalaires λ, λ1, · · · , λn sont tous nuls.

Exemple 1.51. On se place dans Rn et on considère les vecteurs :

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , en =


0
0
...
1

 .

On montre que (e1, . . . , en) est une famille libre. On part donc de l’égalité suivante :

λ1e1 + · · ·+ λnen = 0 (1.18)

Or (1.18) équivaut à résoudre le système suivant :

1 · λ1 + 0 · λ2 + · · ·+ 0 · λn = 0
0 · λ1 + 1 · λ2 + · · ·+ 0 · λn = 0
...

0 · λ1 + 0 · λ2 + · · ·+ 1 · λn = 0

,

ce qui implique : 

λ1 = 0
λ2 = 0
...

λn = 0

,

c’est-à-dire la nulité de tous les λi. D’où la famille (e1, . . . , en) est libre.

1.3.3 Base et dimension
Définition 1.52 (Base). Soient V un K-espace vectoriel et (v1, . . . , vn) ∈ V une
famille de vecteurs. On dit que (v1, . . . , vn) forme une base de V si (v1, . . . , vn) est
à la fois une famille génératrice et une famille libre de V .

Théorème 1.53 (Caractérisation). Soient V un K-espace vectoriel et (v1, . . . , vn) ∈
V une famille de vecteurs.
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1. On dit que (v1, . . . , vn) est une famille libre de V si, pour tout vecteur v ∈ V ,
l’équation

v = x1v1 + · · ·+ xnvn (1.19)
possède au plus une solution x1, . . . , xn ∈ K.

2. On dit que (v1, . . . , vn) est une famille génératrice de V , si, pour tout vecteur
v ∈ V , l’équation (1.19) possède au moins une solution x1, . . . , xn ∈ K.

3. On dit que (v1, . . . , vn) est une bas de V si, pour tout vecteur v ∈ V , l’équation
(1.19) possède exactement une solution x1, . . . , xn ∈ K.

Définition 1.54 (Coordonnées). Si V est uni d’une base fixée v1, . . . , vn, la donnée
d’un vecteur v équivaut à la donée d’un n-uplet de scalaires x1, . . . , xn tel que

v = x1v1 + · · ·+ xnvn.

Plus formellement, l’application

ϕ : (x1, . . . , xn) 7→ x1v1 + · · ·+ xnvn

définit une bijection de Kn dans V . Ces scalaires sont les coordonnées de V dans
la base v1, . . . , vn.

On associe un vecteur v ∈ V à un vecteur (x1, . . . , xn) ∈ Kn de ses coordonnées.
Le vecteur colonne des coordonées de v ∈ V pourra également être représenté par
la notation 2

V

x1
...
xi
...
xn


(v1,...,vi,...,vn)

rappelant que xi est la coordonnée selon vi de vecteurs dans la base (v1, . . . , vn).
Remarque 1.55. SI v = x1v1+· · ·+xnvn ∈ V a pour coordonneés (x1, . . . , xn)(v1,...,vn)
et w = y1v1 + · · · + ynvn a pour coordonnées (y1, . . . , yn)(v1,...,vn) alors v + w =
(x1 + y1)v1 + · · ·+ (xn + yn)vn a pour coordonnées le vecteur :


x1
...
xn


(v1,...,vn)

v

+


y1
...
yn


(v1,...,vn)

w

=


x1 + y1

...
xn + yn


(v1,...,vn)

v + w

2. on préferera souvent la notation en ligne (x1, . . . , xn)(v1,...,vn).
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et le vecteur λv = λ(x1v1 + · · ·+ xnvn) a pour coordonnées :

λ ·


x1
...
xn


(v1,...,vn)

v

=


λx1
...

λxn


(v1,...,vn)

λv

.

D’où, quand V est muni d’une base (v1, . . . , vn), si un vecteur de V est associé à
un vecteur colonne alors les opérations de V s’identifient aux opérations sur les
vecteurs colonnes.

Proposition 1.56. Soient V un K-espace vectoriel possédant (e1, . . . , en) comme
base et v1, . . . , vm une famille de m vecteurs de V .
(i) Si les vecteurs v1, . . . , vm forment une famille libre de V alors on a nécessai-

rement m ≤ n.
(ii) Si les vecteurs v1, . . . , vm forment une famille génératrice de V alors on a

nécessairement m ≥ n.
(iii) Si les vecteurs v1, . . . , vm forment une base de V alors on a nécessairement

m = n.
(iv) Si les vecteurs v1, . . . , vm forment une famille libre de V et que n = m alors

v1, . . . , vm forme une base de V (donc est aussi une famille génératrice).
(v) Si les vecteurs v1, . . . , vm forment une famille génératrice de V et que n = m

alors v1, . . . , vm forment une base de V (donc est aussi une famille libre).

Corollaire 1.57. Si V possède une base e1, . . . , en constituée d’un nombre fini de
vecteurs alors toutes les bases de V auraont n vecteurs. Ce nombre s’appelle la
dimension de V et on note dim V = n.

Exemple 1.58. On se place dans Rn et on considère les vecteurs :

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , en =


0
0
...
1

 .

On a vu, en exemple 1.48, que (e1, . . . , en) était une famille génératrice de Rn et
aussi une famille libre (exemple 1.51). Donc (e1, . . . , en) est une base de R2 et la
dimension de Rn étant le nombre de vecteurs dans la base, est de n.
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1.3.4 Sous-espace vectoriel et dimension
Théorème 1.59 (Théorème de la base extraite). Soient U un sous-espace vectoriel
de V et v1, . . . , vn une famille de vecteurs de V , génératrice de U . On forme une
sous-famille (vj1 , . . . , vjn) de (v1, . . . , vn) libre et maximale. Alors cette sous-famille
(vj1 , . . . , vjn) forment une base de U .

Définition 1.60 (Maximalité). Soit V un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille
(vj1 , . . . , vjn) est maximale si, dès qu’on ajoute un vecteur vk à cette famille alors
la famille obtenue (vj1 , . . . , vjn , vk) n’est plus libre, c’est-à-dire qu’on a une relation
non triviale :

λ1vj1 + · · ·+ λnvjn + λn+1vk = 0 (1.20)

liant ces vecteurs.

Démonstration. – Dans la relation (1.20) liant vj1 , . . . , vjk , vk, on a nécessaire-
ment λn+1 6= 0. SI on avait λn+1 = 0, l’équation se reduirait à une relation

λ1vj1 + · · ·+ λnvjn + 0vk = 0 (1.21)

liant (vj1 , . . . , vjn). Or ceci est exclu, les vecteurs (vj1 , . . . , vjn) forment une
famille libre. Maintenant,

vk =
(
− λ1

λn+1

)
vj1 + · · ·+

(
− λn
λn+1

)
vjn .

Si (vj1 , . . . , vjn) forment une sous-famille libre de (v1, . . . , vn), tous les vecteurs
vk de la famille peut s’écrire comme combinaison de (vj1 , . . . , vjn).

– On a supposé que (v1, . . . , vn) engendre U , tout vecteur v ∈ V peut s’écrire
comme combinaison linéaire de vj1 , . . . , vjn si on remplace les vk par leur
expression en fonction de vj1 , . . . , vjn . Alors (vj1 , . . . , vjn) est une famille
génératrice de U .

Donc (vj1 , . . . , vjn) forme une base de U .

Définition 1.61 (Rang). On donne une famille de vecteurs v1, . . . , vn dans un
espace vectoriel V . Le rang de (v1, . . . , vn) est la dimension de l’espace engendré
par (v1, . . . , vn) = U . C’est donc aussi le nombre d’éléments d’une sous-famille
maximale de v1, . . . , vn.

Proposition 1.62. Soient V un K-espace vectoriel de dimensiion finie et U un
sous-espace vectoriel de V (aussi de dimension finie). Alors dimU ≤ dim V .

Démonstration. On utilise le fait que si u1, . . . , un est une famille libre de vecteurs
de U alors les vecteurs u1, . . . , ur forment également une famille de vecteurs de V ,
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ce qui entraine que r ≤ dim V . Pour démontrer la proposition 1.62, on considèreu
ne famille libre de vecteurs u1, . . . , ur ∈ U avec un nombre d’éléments r qui soit
maximale. On a r < +∞ et r ≤ dim V . On montre que cette famille est également
génératrice de U et par conséquent forme une base de U . Soit u ∈ U , la famille
(u1, . . . , ur, u) est nécessairement lié par une relation :

λ1u1 + · · ·+ λrur + µu = 0

puisqu’elle contient plus d’éléments que le maximum r pour une famille de vecteurs
de U . Comme u1, . . . , ur est libre dans cette relation, on a nécessairement µ 6= 0
(sinon la relation se réduirait à une relation liant u1, . . . , ur or on suppose que
u1, . . . , ur est libre). Ceci entraine :

u =
(
−λ1

µ

)
u1 + · · ·+

(
−λr
µ

)
ur.

Donc, tout vecteur u ∈ U peut s’écrire comme combinaison linéaire de u1, . . . , ur.
On en conclut donc qu’une famille libre de vecteurs u1, . . . , ur de U avec un nombre
r d’éléments forment une base de U . On a alors dimU = r ≤ dim V .

Remarque 1.63. Si U est un sous-espace vectoriel de V tel que dimU = dim V
alors U = V . En effet, dans ce cas, une base (u1, . . . , un) de U définit une famille
libre de vecteurs de V et son nombre d’éléments est dimU = dim V . On a vu
que ceci entraine que cette famille est également génératrice de U , on a donc
U = 〈u1, . . . , un〉.

Exemples 1.64. 1. Une droite est un espace vectoriel D tel que dimD = 1.
Ses sous-espaces vérifient 0 ≤ dimU ≤ 1. On a donc deux possibilités :
– soit dimU = 0 auquel cas U = {0D},
– soit dimU = 1 auquel cas U est la droite toute entière.
D’où une droite D n’a pas de sous-espaces non-triviaux (autre que U = {0D}
ou U = D).

2. Un plan est un espace vectoriel P tel que dimP = 2. Un sous-espace U vérifie
0 ≤ dimU ≤ 2. Les sous-espaces triviaux sont U = {0P} (quand dimU = 0)
et U = P (quand dimU = 2). Les seuls sous-espaces non triviaux d’un plan
sont des droites (dimU = 1).

Théorème 1.65 (Théorème de la base incomplète). Soit (u1, . . . , ur) une famille
de vecteurs dans un espace vectoriel V de dimension finie. On peut alors compléter
cette famille par des vecteurs ur+1, . . . , un pour constituer une base de V .

Démonstration. On suppose que V est muni d’une base (e1, . . . , en). On complète
u1, . . . , ur par un nombre fini de vecteurs pour constituer une famille génératrice
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de V , par exemple les vecteurs e1, . . . , en. On considère donc la famille de vecteurs
(u1, . . . , ur, e1, . . . , en), c’est-à-dire qu’on rajoute tous les vecteurs de la base V . Cette
famille n’est plus libre mais elle engendre V . On extrait de cette famille de vecteurs,
une sous famille libre maximale contenant les vecteurs u1, . . . , ur, ej1 , . . . , ejn−1 .
Cette sous-famille libre maximale constitue une base de 〈u1, . . . , ur, e1, . . . , en〉 =
V .

On rappelle les définitions suivantes :

Définition 1.66 (Somme de deux sous-espaces vectoriels). Soient V un espace
vectoriel et U1, U2 deux sous-espaces vectoriels de V . On définit U1 + U2 le sous-
ensemble de V consistué des vecteurs v ∈ V qui peuvent s’écrire comme v = u1 +u2
avecu1 ∈ U1 et u2 ∈ U2. Autrement dit,

U1 + U2 = {v ∈ V, v = u1 + u2 pour u1 ∈ U1 et u2 ∈ U2} .

et

Définition 1.67 (Somme directe). Soient V un espace vectoriel et U1, U2 deux
sous-espaces vectoriels de V . On dit que U1 et U2 sont en somme directe (et on
note U1⊕U2) si, pour tout vecteur v ∈ U1 +U2, la décomposition v = u1 + u2 (avec
u1 ∈ U1 et u2 ∈ U2) est unique.

Remarque 1.68. On suppose que U1 et U2 sont munis d’une base (respective-
ment e1, . . . , em et f1, . . . , fn). U1 et U2 sont en somme direct si et seulement si
(e1, . . . , em, f1, . . . , fn) forme une famille libre et donc une base de U1 + U2. Si U et
V sont en somme directe alors tout vecteur w ∈ U1 + U2 s’écrit de façon unique
w = u+v avec u ∈ U1 et v ∈ U2. Mais u s’écrit de façon unique comme combinaison
linéaire de e1, . . . , em et v s’écrit de façon unique comme combinaison linéaire de
f1, . . . , fn. Donc w s’écrit de façon unique :

w = λ1e1 + · · ·+ λmem︸ ︷︷ ︸
u

+µ1f1 + · · ·+ µnfn︸ ︷︷ ︸
v

.

Conséquence 1.69. Soient V un K-espace vectoriel et U1, U2 deux sous-espaces
vectoriels de V . Alors U1 et U2 sont en somme directe si et seulement si dim(U1 +
U2) = dimU1 + dimU2 (en général on a dim(U1 + U2) ≤ dimU1 + dimU2).

On rappelle la définition de supplémentaire.

Définition 1.70 (Supplémentaires). On dit que U1 et U2 sont supplémentaires
de V si V = U1 ⊕ U2 ou si, pour tout v ∈ V , v possède une unique décomposition
d’éléments de U1 et de U2.
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Proposition 1.71. Soit V un K-espace vectoriel. Si V est de dimension finie alors
tout sous-espace vectoriels U1 et U2 possède un supplémentaire dans V .

Démonstration. On fixe une base e1, . . . , en de U1 (possible car on a vu que U1
est de dimension finie). Cette famille définit une famille libre de vecteurs dans
V . On la complète par des vecteurs f1, . . . , fn pour constituer une base de V :
(e1, . . . , em, f1, . . . , fn). On a alors

V = 〈e1, . . . , em〉 ⊕ 〈f1, . . . , fn〉

et on pose U1 = 〈e1, . . . , en〉 et U2 = 〈f1, . . . , fn〉.

Remarque 1.72. En général, on a la formule de la dimension :

dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2).

On retrouve le fait que U1 et U2 sont en somme directe si et seulement si

dim(U1 ∩ U2) = 0⇔ U1 ∩ U2 = {0V } .

1.3.5 Exemple en dimension infinie
Pour clore ce chapitre, on donne un exemple d’un espace vectoriel en dimension

infinie.

Exemple 1.73. Soient F = F (N,R) l’espace des suites n 7→ un et E le sous-
ensemble de F constitué des suites vérifiant la relation de recurrence

un = un−1 + un−2, pour tout n ≥ 2. (1.22)

On montre que le sous-ensemble E forme, en fait, un sous-espace vectoriel de F .
1. La suite constante nulle un = 0 vérifie clairement (1.22) donc appartient bien

à E.
2. E est stable par addition. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N vérifiant

un = un−2 + un−1 et vn = vn−1 + vn−2, pour tout n ≥ 2.

Alors

(un + vn) = (un + vn) = (un−1 + un−2) + (vn−1 + vn−2)
= (un−1 + un−2 + vn−1 + vn−2).

D’où (un + vn) ∈ E.
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3. E est stable par produit externe. Soient (un) ∈ E et λ ∈ R. Alors :

un ∈ E ⇔ un = un−1 + un−2

⇔ λ(un) = λ(un−1 + un−2)⇔ λun = λun−1 + λun−2.

D’où λun vérifie (1.22) et appartient à E.
On a donc montré que E est un sous-espace vectoriel de F . On démontre ensuite
que les suites (en)n∈N et (fn)n∈N défnies par :

e0 = 1
e1 = 0
en = en−1 + en−2, n ≥ 2

et


f0 = 0
f1 = 1
fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 2

forment uen base de E. Soit (un) une suite de E. On a un = λ(en) +µ(fn) pour des
scalaires λ = u0 et µ = u1 En effet, si on pose λ = u0 et µ = u1, on a, pour n = 0,

λe0 + µf0 = u0 × 1 + u1 × 0 = u0,

pour n = 1,
λe1 + µf1 = u0 × 0 + u1 × 1 = u1

et on a :

λen−2 + µfn−2 = un−2, pour n ≥ 2,
λen−1 + µfn−1 = un−1, pour n ≥ 1

alors on obtient :

λ (en−1 + en−2)︸ ︷︷ ︸
en

+µ (fn−1 + fn−2)︸ ︷︷ ︸
fn

= un−1 + un−2︸ ︷︷ ︸
un

,

c’est-à-dire λen + µfn = un. La relation est vérifée au rang n. Par principe de
recurrence, pour tout n ≥ 2,

un = λen + µfn.

Ceci monntre que les suites (en) et (fn) engendrent E. De plus, si λen + µfn = 0
alors λ = 0 et µ = 0. Pour n = 0,

λe0 + µf0 = λ× 1 + µ× 0 = 0⇒ λ = 0

et pour n = 1,

λe1 + µf1 = 0⇔ λ× 0 + µ× 1 = 0⇔ µ = 0.
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D’où λen +µfn = 0 implique que λ = µ = 0. Ceci montre que les suites (en) et (fn)
forment une famille libre de E. Conclusion : (en) et (fn) forment une base de E.
Toute suite (un) ∈ E telle que

un = un−1 + un−2

peut être décomposé en
un = λen + µfn

pour d’uniques scalaires λ, µ. Maintenant, soient α, β les racines de l’équation
x2 = x+ 1, c’est-à-dire :

α = 1 +
√

5
2 et β = 1−

√
5

2 .

On constate que
1. Les suites an = αn et bn = βn appartiennent à E. En effet, on a :

α2 = α + 1⇒ αn = αn−1 + αn−2 ⇒ an = an−1 + an−2.

D’où an ∈ E. On peut faire la même vérification pour la suite bn.
2. Les suites (an) et (bn) forment une famille libre de E et donc une base de E

puisqu’on a montré que E est de dimension 2. En effet, soient λ et µ ∈ R
tels que

λ(an) + µ(bn) = 0⇔ λαn + µβn = 0.
Pour n = 0, on a :

λ+ µ = 0⇒ λ = −µ (1.23)
et pour n = 1, on a :

λα + µβ = 0⇒ λ+ µ = 0 (1.24)

En faisant « (1.23)− β(1.24) », on obtient

(λα + µβ)− (λβ + µβ) = 0⇒ λ(α− β) = 0⇒ λ = 0

et (1.23) nous donne directement que µ = 0. D’où si λan + µbn = 0 alors
λ = µ = 0.

Conséquence de tout cela, toute suite (un) ∈ E possède aussi une décomposition
un = λan + µbn. En exercice, on pourra expliciter cette décomposition pour les
suites (en) et (fn).

Remarque 1.74. L’espace vectoriel F = F (N,R) des suites numériques réelles
est de dimension infinie.



30 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

1.4 Exercices
Exercice 1.1. Dire, en justifiant la réponse, si les objets suivants sont des espaces
vectoriels :

1. L’ensemble des fonctions réelles sur [0 , 1], continues et positives, pour l’addi-
tion de deux fonctions et le produit d’une fonction par un réel.

2. L’ensemble des fonctions réelles sur [0 , 1], vérifiant f(1) = 1.
3. L’ensemble ]0 ,+∞[ pour les opérations x⊕ y = xy et λ · y = xλ, (λ ∈ R).
4. L’ensemble des fonctions sur R qui s’annulent en 1 ou en 4.
5. L’ensemble des primitives de la fonction x 7→ xex sur R.
6. L’ensemble des nombres complexes d’arguments π

4 + kπ, k ∈ Z.

Exercice 1.2 ([3]). Soit E = F (X,R) (on rappelle que F (X,R) est l’ensemble
des applications de X dans R et que c’est un R-espace vectoriel) où X est une
partie de R telle que pour tout x ∈ X, −x ∈ X. Soit I (resp. P) le sous-ensemble
de E constitué des fonctions impaires 3 (resp. paires). Montrer que I et P sont
des sous-espaces vectoriels de E.

Exercice 1.3. Si E est un espace vectoriel et A une partie de E, on note Vect(A)
ou 〈A〉 le sous-espace vectoriel de E engendré par A. Dans R4, on considère les
vecteurs u = (1, 2, 3, 4) et v = (1,−2, 3,−4). Peut-on déterminer x et y pour que
(x, 1, y, 1) ∈ 〈{u, v}〉 ? Même question pour (x, 1, 1, y).

Exercice 1.4. Les familles suivantes sont-elles génératrices de E ?
1. (1, 1), (3, 1), E = R2 ;
2. (1, 0, 2), (1, 2, 1), E = R3.

Exercice 1.5. Dans R3, on considère les vecteurs v1 = (1, 1, 1), v2 = (1, 0, 1),
v3 = (2, 1, 1) et v4 = (5, 3, 4).

1. v1, v2, v3 sont-ils linéairement indépendants ?
2. v1, v2, v3, v4 sont-ils linéairement indépendants ?

Exercice 1.6. Soit E un R-espace vectoriel et (x, y, z, t) une famille libre 4 de E.
Les familles suivantes sont-elles libres ?

1. (x, 2y, z),
2. (x, z),

3. Pour ceux qui auraient oublié la définition de fonctions paires et impaires, voir [8, Chap.
III].

4. x, y, z et t sont quatre vecteurs de E.
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3. (x, 2x+ t, t),
4. (2x+ y, x− 3y, t, y − x).

Exercice 1.7. Dans R4, on considère les vecteurs a = (1, 2, 3, 4), b = (2, 2, 2, 6),
c = (0, 2, 4, 4), d = (0, 2, 4, 4) et e = (2, 3, 0, 1). Déterminer des bases des sous-
espaces vectoriels F ∩G et F +G où F = Vect({a, b, c}) et G = Vect({d, e}).
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Chapitre 2

Applications linéaires

Après avoir introduit la structure de base de l’algèbre linéaire, les espace
vectoriels, il nous faudrait définir une relation qui permet de relier les espaces entre
eux. Ce sera ce qu’on appelle les applications linéaires.

2.1 Premières définitions et propriétés
Définition 2.1 (Application linéaire, première définition). Soient V et W deux
espaces vectoriels. Une application K-linéaire (ou tout simplement application
linéaire) de V dans W est une application f : V → W telle que :

1. f(x+ y) = f(x) + f(y), pour tout x, y ∈ V ,
2. f(λx) = λf(x), pour tout x ∈ V et λ ∈ K.

On propose une autre définition d’application linéaire.

Définition 2.2 (Application linéaire, seconde définition). Soient V et W deux
espaces vectoriels. Une application K-linéaire (ou tout simplement application
linéaire) de V dans W est une application f : V → W telle que, pour tout x, y ∈ V
et λ, µ ∈ K,

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y).

La question qui vient tout de suite est « est-ce que les deux définitions sont
équivalentes ? » et la réponse immédiate est oui. . . On propose une démonstration
rapide :

Équivalence déf. 2.1 et 2.2. (Déf. 2.1 ⇒ Déf. 2.2) f est linéaire, d’où :
1. f(x+ y) = f(x) + f(y), pour tout x, y ∈ V ,
2. f(λx) = λf(x), pour tout x ∈ V et λ ∈ K.

33
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On cherche à calculer f(λx + µy) en fonction de f(x) et de f(y). Comme
λ ∈ K et x ∈ V alors λx ∈ V (de même, si µ ∈ K et y ∈ V alors µy ∈ V ).
D’où, d’après la première propriété :

f(λx+ µy) = f(λx) + f(µy). (2.1)

On applique ensuite la deuxième propriété aux deux termes de la somme
(2.1).

f(λx+ µy) = f(λx) + f(µy) = λf(x) + µf(y),
d’où la définition 2.2.

(Déf. 2.2 ⇒ Déf. 2.1) On suppose que f est une application telle que :

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y), pour tout x, y ∈ V , λ, µ ∈ K.

La première propriété de la définition 2.1 se démontre en prenant λ = 1 et
µ = 1, ce qui donne :

f(x+ y) = f(x) + f(y).
La seconde propriété se démontre en prenant λ ∈ K et µ = 0, c’est-à-dire :

f(λx) = λf(x),

d’où la définition 2.1.

Définition 2.3. On note L (V,W ) l’ensemble des applications linéaires de V dans
W .

Définition 2.4 (Forme linéaire). Si, dans les définitions 2.1 et 2.2, W = R, on
dit que f est une forme linéaire.

Remarque 2.5. On a : f(0) = 0.

Définition 2.6 (Application linéaire bijective). Soit f une application linéaire
d’un K-espace vectoriel V dans le K-espace vectoriel vectoriel W . Alors :

– Si V = W , f est un endomorphisme. L’ensemble des endomorphismes d’un
espace vectoriel V sera noté L (U).

– Si f est bijective, f est un isomorphisme.
– Si V = W et que f est bijective alors f est un automorphisme. L’ensemble
des automorphismes d’un espace vectoriel V est appelé le groupe linéaire de
V dans W et est noté GL(V ).

Définition 2.7 (Application identité). Soit V un K-espace vectoriel. L’application
qui à un vecteur x ∈ V assoie à lui-même est appelé identité de V . On la note idV
et on vérifie que c’est une application linéaire.
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Proposition 2.8. Soit f : V → W une application K-linéaire. On considère
λ1, . . . , λp ∈ R et x1, . . . , xp ∈ V . Alors :

f

( p∑
i=1

λixi

)
=

p∑
i=1

λif(xi).

Définition 2.9 (Addition et multiplication). Soient f et g deux applications
linéaire de V dans W et λ ∈ K. Alors :

1. f + g est une application linéaire de V dans W définie par (f + g)(x) =
f(x) + g(x).

2. λf est une application linéaire de V dans W défnie par (λf)(x) = λf(x).

Proposition 2.10. En vertu de la définition 2.9, l’ensemble L (V,W ) des appli-
cations linéaires de V dans W muni de ces deux opérations est un espace vectoriel
sur K.

Et comme c’est un espace vectoriel, il a une dimension.

Proposition 2.11. Si V (resp. W ) est un K-espace vectoriel de dimension finie
n (resp. p) alors L (V,W ) est de dimension finie np.

Avant d’attaquer la démonstration de la proposition 2.11, on a besoin de définir
le symbole de Kronecker.

Définition 2.12 (Symbole de Kronecker). Le symbole de Kronecker est la fonction :

δij =

0 si i 6= j,

1 si i = j
.

Démonstration. On considère B = (e1, . . . , en) une base de V et B′ = (f1, . . . , fp)
une base de W . Si x ∈ U alors x = ∑n

i=1 xiei et :

f(x) =
n∑
j=1

xjf(ej) =
n∑
j=1

p∑
i=1

xjaijfi

avec f(ej) = ∑p
i=1 aijfi. On définit pour 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ j ≤ n, ωij les application

linéaires de V dans W définies par :

ωij(ek) = δjkfi,

pour tout 1 ≤ k ≤ p. Alors, on a

f(x) =
n∑
j=1

p∑
i=1

aijωij(x)
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et f = ∑n
j=1

∑p
i=1 aijωij . D’où (ωij)1≤i≤p,1≤j≤n est un système générateur de L (V,W ).

Il reste à montrer que (ωij) forme uns système libre. Soient λij des scalaires tels
que

n∑
j=1

p∑
i=1

λijωij = 0.

Alors
0 =

n∑
j=1

p∑
i=1

λijωij(ek) =
p∑
i=1

λikfi.

Comme (f1, . . . , fp) est une base, il s’ensuit que tous les coefficients λik sont nuls
pour tout 1 ≤ i ≤ p et 1 ≤ k ≤ n. D’où (ωij) est une famille libre donc une base
(qui continent np éléments).

Proposition 2.13. Soient U, V et W trois K-espaces vectoriels et g : U → V ,
f : V → W deux applications linéaires. Alors l’application f ◦ g est une application
linéaire de U dans W .

Proposition 2.14. Soient U, V et W trois espaces vectoriels, f, g ∈ L (U, V ) et
h, k ∈ L (V,W ). Alors :
(i) h ◦ (f + g) = h ◦ f + h ◦ g,
(ii) (h+ k) ◦ f = h ◦ f + k ◦ f .

Remarque 2.15. Si U, V,W,W ′ sont quatre espaces vectoriels sur K et f : W →
W ′, g : V → W et h : U → V trois applications linéaires alors f ◦(g◦h) = (f ◦g)◦h.

2.2 Image et noyau d’une application linéaire

2.2.1 Image d’une application linéaire
Définition 2.16 (Image d’une application linéaire). Soit f : V → W une applica-
tion linéaire. On note l’ image de f , Im(f), l’ensemble :

Im(f) = {x ∈ V, f(x)} = f(V ).

Proposition 2.17. Soient U un sous-espace vectoriel de V et f : V → W une
application linéaire. Alors l’image f(U) de U par f est un sous-espace vectoriel de
W .

Démonstration. On rappelle que pour démontrer que f(U) est un sous-espace
vectoriel de W , il faut montrer que :
(i) 0W ∈ f(U),
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(ii) pour tout y1, y2 ∈ f(U) et λ, µ ∈ K, on ait λy1 + µy2 ∈ f(U).
Comme f(0) = 0 (remarque 2.5), on a bien f(0V ) = 0W , d’où 0W ∈ f(U). Ensuite,
si y1, y2 ∈ f(U), il existe x1, x2 ∈ U tels que y1 = f(x1) et y2 = f(x2) (définition
2.16). D’où, pour tous scalaires λ et µ, on a :

λy1 + µy2 = λf(x1) + µf(x2) = f(λx1 + µx2).

Donc λy1 + µy2 ∈ f(U). Ainsi, f(U) est un sous-espace vectoriel de W .

Proposition 2.18. Soit f : V → W une application linéaire. Si U = 〈u1, . . . , un〉
est un sous-espace vectoriel de V alors f(U) = 〈f(u1), . . . , f(un)〉.

2.2.2 Noyau d’une application linéaire
Définition 2.19 (Noyau d’une application linéaire). Soient V etW deux K-espaces
vectoriels et f : V → W une application linéaire de V dans W . Le sous-ensemble de
V des vecteurs annulant f est appelé noyau de f et est noté Ker(f). Explicitement,

Ker(f) = {x ∈ E, f(x) = 0} .

Proposition 2.20. Soit f : V → W une application linéaire. Tout comme l’image
de f , le noyau de f est un sous-espace vectoriel de V .

Démonstration. Si x, y ∈ Ker f et λ, µ ∈ K, on a :

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) = λ · 0 + µ · 0 = 0.

Donc λx+ µy ∈ Ker(f).

Proposition 2.21. Soit U un sous-espace vectoriel de W et f : V → W une
application linéaire. Alors l’image réciproque f−1(U) de U par f est un sous-espace
vectoriel de V .

On peut donner une reformulation de la définition 2.16 en terme d’image
réciproque.

Définition 2.22 (Noyau d’une application linéaire). Soit f : V → W une applica-
tion linéaire. On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel f−1({0}) de V . On
note Ker(f) = f−1({0}).

Proposition 2.23. Soit f : V → W une application linéaire.
1. L’application linéaire f est surjective si et seulement si Im(f) = W .
2. L’application linéaire f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Démonstration. En exercice !
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2.3 Rang d’une application linéaire

2.3.1 Rang d’une application linéaire
Définition 2.24 (Rang d’une application linéaire). Soient V et W deux K-espaces
vectoriels et f : V → W une application linéaire. Si Im(f) est de dimension finie
dans W alors on appelle rang de l’application linéaire f (qu’on note rg f) la
dimension de Im f .

Corollaire 2.25. On suppose que V est un K-espace vectoriel de dimension finie
et f : V → W une application linéaire. Alors f est de rang fini dans W .

2.3.2 Formule du rang
Théorème 2.26 (Formule du rang). Si V et W sont des K-espaces vectoriels (V
de dimension finie) et f une application linéaire de V dans W alors f vérifie :

dim Ker(f) + rg f = dimV.

Démonstration. Comme V est de dimension finie alors on peut trouver une base
de cardinal fini de Ker f . On pose n = dim V , p = dim Ker(f) et on considère
(e1, . . . , ep) une base de Ker f . Soit V ′ un sous-espace supplémentaire de Ker f .
D’après le théorème de la base incomplète (théorème 1.65), on peut compléter la
base de Ker f par des vecteurs de V ′. Cela donne (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en) est une
base de V . L’image de cette base par f est génératrice de Im f . Donc

Im(f) = 〈f(ep+1), . . . , f(en)〉 .

Cette famille est aussi libre car si λp+1, . . . , λn sont n− p scalaires de K tels que
n∑

i=p+1
λif(ei) = 0

alors

f

 n∑
i=p+1

λiei

 = 0.

Mais ceci implique que ∑λiei = 0 est élément de Ker(f). Cette somme est une
somme de vecteurs qui sont dans un sous-espaces supplémentaires V ′ de Ker(f).
La somme est donc éléments de V ′. Ainsi, ∑λiei est alors dans V ∩Ker f . La seule
possibilité est ∑n

i=p+1 λiei = 0. Mais cette famille libre est libre dans V donc λi = 0
pour p + 1 ≤ i ≤ n. Ces scalaires ayant été choisi de façon quelconque dans K,
la famille (f(ep+1), . . . , f(en)) est libre dans Im f . C’est donc une base de Im f et
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dim Im f = n− p. Or dim Im f = rg f , d’où l’égalité n = (n− p) + p équivaut donc
à

dim V = rg f + dim Ker f.

2.4 Isomorphismes
Définition 2.27 (Application linéaire bijective). Soit f une application linéaire
d’un K-espace vectoriel V dans le K-espace vectoriel vectoriel W . Alors :

– Si V = W , f est un endomorphisme. L’ensemble des endomorphismes d’un
espace vectoriel V sera noté L (U).

– Si f est bijective, f est un isomorphisme.
– Si V = W et que f est bijective alors f est un automorphisme. L’ensemble
des automorphismes d’un espace vectoriel V est appelé le groupe linéaire de
V dans W et est noté GL(V ).

Définition 2.28 (Espaces vectoriels isomorphes). On dit que deux espaces vectoriels
sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre ces deux espaces.

Proposition 2.29. « Être isomorphe à » est une relation d’équivalence sur l’en-
semble des K-espaces vectoriels.

Démonstration. En exercice.
Proposition 2.30. Soient V et W deux espaces vectoriels tels que V est de
dimension finie et W isomorphe à V . Alors W est de dimension finie et dim V =
dimW .

Démonstration. Comme V et W sont isomorphes alors il existe un isomorphisme
f : V → W . On a Im f = W car f est surjective. Mais Im f étant de dimension
finie, d’après la formule du rang, il en est de même pour W . Cette dimension est
égale à rg f . Mais comme f est aussi injective, Ker f = {0} et dim Ker f = 0. D’où
dim V = dim Im f = dimW : V et W ont la même dimension.
Proposition 2.31 (Réciproque de la proposition 2.30). Si V et W sont deux
K-espaces vectoriels de même dimension alors ils sont isomorphes.

Démonstration. Soit n < +∞ la dimension de V . On considère (e1, . . . , en) une
base de V et (f1, . . . , fn) une base de W . On choisit f telle que :

f(ei) = fi, pour tout 1 ≤ i ≤ n,

c’est-à-dire si x = ∑n
i=1 λiei alors f(x) = ∑n

i=1 λifi, f est donc linéaire et son noyau
est réduit à l’élément nul de V . Son rang est donc égal à n : f est donc surjective.
f est donc bine un isomorphisme de V dans W .
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Théorème 2.32. Tout espace vectoriel V de K de dimension finie n est isomorphe
à l’espace vectoriel Kn.

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une base de V . On considère :

f : V → K
x = ∑n

i=1 λiei 7→ (x1, . . . , xn) .

L’application f est bien définie puisque les coordonnées d’un vecteur dans une base
sont définies de manière unique. Il n’est pas difficile de voir que f est une application
linéaire injective et comme dimE = dim Kn = n, f est un isomorphisme.

Pour finir cette section, on va montrer que l’ensemble des automorphismes d’un
K-espace vectoriel forme un groupe. On sait déjà, d’après la proposition 2.10, que
L (V,W ) est un K-espace vectoriel. On a ensuite défini à la proposition 2.13 une
opération de composition d’applications linéaires. On peut alors affirmer le résultat
suivant :

Proposition 2.33. Soit V un K-espace vectoriel. (L (V ),+, ◦) est un anneau
unitaire (mais pas toujours commutatif) : l’unité est donnée par l’application
identité de V .

Démonstration. En exercice.

Proposition 2.34. L’ensemble des éléments inversibles L (V ) est un groupe pour
la loi de composition ◦ de L (V ). Ce groupe est le groupe linéaire de V : GL(V ).

Démonstration. On note Inv(V ) l’ensemble des applications inversibles de L (V ).
Si f ∈ Inv(V ) alors il existe g ∈ Inv(V ) tel que f ◦ g = g ◦ f , f est donc bijective.
Comme c’est une application linéaire, c’est aussi un isomorphisme et donc un
élément de GL(V ). Réciproquement, supposons que f est un élément de GL(V ).
Pour vérifier que f est un élément de Inv(V ), il suffit de vérifier que l’application
réciproque de f est linéaire : on désigne par g cette application réciproque et on
montre que g est linéaire. Si y et y′ sont élément de V , il existe des éléments de x
et x′ de V tels que y = f(x) et y′ = f(x′). Alors si λ, µ ∈ K,

g(λy + µy′) = g(λf(x) + µf(x′)) = g ◦ f(λx+ µx′).

Cette dernière égalité étant conséquence de la linéarité de f donc g ◦ f = idV . On
obtient alors :

g(λy + µy′) = λx+ µx′ = λg(y) + µg(y′).
Ceci prouve donc la linéarité de g. L’égalité entre les deux ensembles GL(V ) et
Inv(V ) est alors assurée. Comme Inv(V ) est un sous-groupe de L (V ) pour la loi
de composition, il en va de même pour GL(V ).

Ainsi, la proposition 2.34 justifie le nom donné à GL(V ) : groupe linéaire.
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2.5 Exemples d’applications linéaires

2.5.1 Homothéties
Définition 2.35 (Homothétie). Soit V un K-espace vectoriel et λ ∈ K. On appelle
homothétie de V par rapport à λ, l’application

h : V → V
x 7→ λx

.

Théorème 2.36. Une homothétie de V est un endomorphisme de V .

Démonstration. Soit λ ∈ K. On a :

hλ(αx+ βy) = λ(αx+ βy) = λαx+ λβy

= α(λx) + β(λy) = αhλ(x) + βhλ(y).

Remarque 2.37. En particulier, idV est une homothétie de V de rapport 1. C’est
donc une application linéaire.

2.5.2 Projecteurs
Proposition 2.38. Soient V un K-espace vectoriel et U,U ′ deux sous-espaces
supplémentaires de V . On considère p et p′ des endomorphismes de V définies par,
pour tout x ∈ E, x = p(x) + p′(x) tels que p(x) ∈ U et p(x′) ∈ U ′. Alors p et p′
sont linéaires et vérifient
(i) p2 = p,
(ii) (p′)2 = p′,
(iii) p ◦ p′ = p′ ◦ p = 0,
(iv) Ker p = Im p′,
(v) Ker p′ = Im p.

Démonstration. On montre que p et p′ sont bien définies. Soient x ∈ V , x1, x2 ∈ U
et x′1, x′2 ∈ U ′ tels que x = x1 + x′1 = x2 + x′2. Alors

x2 − x1︸ ︷︷ ︸
U

= x′1 − x′2︸ ︷︷ ︸
U ′

(2.2)

Donc, les deux membres de (2.2) sont à la fois éléments de U et de U ′. Ceci n’est
pas possible que si chacun des deux membres est nul. Donc x1 = x2 et x′1 = x′2. p
et p′ sont donc bien défnies.
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On vérifie facilement que ces deux applications sont linéaires. Si x est élément
de U alors p(x) = x, ce qui prouve que p2 = p. Idem pour p′. Les autres égalités
sont évidentes.

Définition 2.39 (Projecteur). Soient V un K-espace vectoriel et Π un endormor-
phisme de V tel que Π2 = Π (on dira que Π est idempotent). On dit que Π est un
projecteur de V .

v

Π(v)

U

U ′

R3

Figure 2.1 – Projection sur U parallèlement à U ′

Proposition 2.40. Soit p un projecteur défnie sur le K-espace vectoriel V et
p′ = idV −p. on note U = Im p et U ′ = Im p′. Alors U et U ′ sont supplémentaires
dans V et p est le projecteur sur U parallèlement à U ′.

Démonstration. Soit x ∈ V tel que x = p(x) + p′(x). On a donc U et U ′ qui
vérifient U + U ′ = V . On vérifie facilement que p′ est un projecteur ((p′)2 = p′).
Suppoosns que x est élément de U ∩ U ′. Alors il existe y ∈ U et y′ ∈ U ′ tels que
x = p(y)− x = y′ − p′(y). Appliquons p à ces égalités :

p(x) = p2(y)− x = p(y′)− p2(y) = p(y′)− p(y′) = 0.

Donc x = 0, ce qui prouve que la somme U + U ′ est direct et donc que U et U ′
sont supplémentaires dans V .

2.5.3 Symétries
Définition 2.41 (Symétrie). Soient V un K-espace vectoriel et U,U ′ deux supplé-
mentaires de V . On considère x ∈ V tel que x s’écrit x = u + u′ avec u ∈ U et
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u′ ∈ U ′. L’application :
s : V → V

x 7→ u− u′

est appelé symétrie par rapport à U parallèlement à U ′.

v

Π(v)

s(v)
U

U ′

R3

Figure 2.2 – Symétrie sur U parallèlement à U ′

Propriétés 2.42. Soient V un K-espace vectoriel et U,U ′ deux sous-espaces vecto-
riels supplémentaires de V . On considère s la symétrie par rapport à U parallèlement
à U ′.

1. s est un automorphisme de V et s2 = id (ou s−1 = s).
2. U = Ker(s− idV ) et U ′ = Ker(s+ idV ).

Théorème 2.43 (Caractérisation). Soient V un K-espace vectoriel et s : V → V
une application. s est une symétrie si et seulement si s est linéaire et s2 = idV . On
a alors Ker(s− idV ) et Ker(s− idV ) supplémentaires de V et s est le symétrie par
rapport à Ker(s− idV ) parallèlement à Ker(s− idV ).

Théorème 2.44 (Lien projecteur/symétrie). Soient V un K-espace vectoriel et
U,U ′ deux supplémentaires de V . On note p (resp. p′) la projection sur U (resp.
U ′) parallèlement à U ′ (resp. U) et s (resp. s′) la symétrie par rapport à U (resp.
U ′) parallèlement à U ′ (resp. U). Alors

1. p+ p′ = idV ,
2. p ◦ p′ = p′ ◦ p = 0,
3. s+ s′ = 0L (V ),
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4. s ◦ s′ = s′ ◦ s = − idV ,
5. s = 2p− idU ,
6. s′ = 2p′ − idU ′.

2.5.4 Affinité
Définition 2.45 (Affinité). Soient V un K-espace vectoriel et U,U ′ deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires de V . On note p la projection sur U parallèlement
à U ′. Pour tout λ ∈ K, on appelle affinité de base U , de direction U ′ et de rapport
λ, l’application :

aλ : V → V
x 7→ λx+ (1− λ)p(x) .

Si x = u+ u′ avec u ∈ U et u′ ∈ U ′ alors l’affinité de base U , de direction U ′ et de
rapport λ envoie x sur u+ λu′.

v = a1(v)

Π(v) = a0(v)

s(v) = a−1(v)

a−3/2(v)

U

U ′

R3

Figure 2.3 – Affinité de base U , de direction U ′ et de rapport λ

2.6 Annexe : Espaces vectoriels quotients
Définition 2.46 (Espace vectoriel quotient). Soient V un K-espace vectoriel et U
un sous-espace de V . On définit sur V la relation d’équivalence R suivante :

∀x, y ∈ E, xRy ⇔ x− y ∈ V.
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On note V/U l’ensemble V/R des classes d’équivalence de cette relation. V/U a
une structure de K-espace vectoriel.

Proposition 2.47. Soient V et W deux espaces vectoriels et ϕ : V → W une
application linéaire. On note N = Ker(ϕ) et I = Im(ϕ). On considère ϕ : V → V/N
la projection canonique et j : I → W l’injection canonique. Soit ϕ̃ : V/N → I tel
que ϕ = j ◦ ϕ̃ ◦ p :

V
ϕ //

p

��

W

j

��
V/N

ϕ̃
// I

Alors, l’application ϕ̃ est un isomorphisme d’espaces vectoriels de V/N sur I.

Démonstration. On sait que ϕ̃ est injective et surjective. Si λ, µ ∈ K, X, Y ∈ V/N ,
x ∈ X et y ∈ Y , on a :

ϕ̃(λX + µY ) = ϕ̃(λp(x) + µp(y)) = ϕ̃(p(λx+ µx)
= (ϕ̃ ◦ p)(λx+ µy) = ϕ(λx+ µy)
= λϕ(x) + µϕ(y) = λ(ϕ̃ ◦ p)(x) + µ(ϕ̃ ◦ p)(y) = λϕ̃(X) + µϕ̃(Y ).

Exemple 2.48. Soit ψ une application linéaire de Rn dans Rn, on suppose
d’application ψ de rang n − 1, ainsi rgψ = n − 1 et dim Kerψ = 1. L’ensemble
H = Imψ ' Rn/Kerψ est un hyperplan de Rn.

2.7 Exercices
Exercice 2.1. Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires.

1.
R → R
x 7→ 2x2 ,

2.
R → R
x 7→ 4x− 3 ,

3.
R2 → R2

(x, y) 7→ (y, x) ,



46 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINÉAIRES

4.
C 0([0 , 1]) → R

f 7→ f(3/4) ,

où C 0([0 , 1]) est l’ensemble des fonctions numériques continues sur [0 , 1].
5.

R2 → R
(x, y) 7→ 2x2 sin(3x+ 5y)

6.
R2 → R

(x, y) 7→ xy

7.
C 0([0 , 1]) → R

f 7→ maxt∈[0,1] f(t).
8.

C 1([0 , 1]) → C 0([0 , 1])
f 7→ f ′

où C 1([0 , 1]) est l’ensemble des fonctions numétriques ayant une dérivée
continue sur [0 , 1].

Exercice 2.2. Soient f et g des applications de C dans C, définie par f(z) = z
et g(z) = Re(z). Montrer que f et g sont linéaires sur C en tant que R-espace
vectoriel, et non-linéaires sur C en tant que C-espace vectoriel.

Exercice 2.3. Déterminer si les applications fi suivantes sont linéaires :

f1 : R2 → R2

(x, y) 7→ (2x+ y, x− y)

f2 : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (xy, x, y)

f3 : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (2x+ y − z, y − z, x+ y)

f4 : R[X] → R[X]
P 7→ P ′

f5 : R3[X] → R3[X]
P 7→ P ′

où R3[X] correspond à l’ensemble des polynômes de degré 3 à coefficients réels.

f6 : R3[X] → R3

P 7→ (P (−1), P (0), P (1))
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f7 : R[X) → R[X]
P 7→ P − (X − 2)P ′

Exercice 2.4. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de Rn, on défnit l’appli-
cation f : F ×G→ Rn par f(x1, x2) = x1 + x2.

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer le noyau et l’image de f .

Exercice 2.5. Soient E1 et E2 étant deux sous-espaces vectoriels de dimen-
sions finies d’un espace vectoriel E, on définit l’application f : E1 × E2 → E
par f(x1, x2) = x1 + x2.

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer le noyau et l’image de f .
3. Appliquer le théorème du rang.

Exercice 2.6. Montrer que V/U a une structure de K-espace vectoriel.



48 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINÉAIRES



Chapitre 3

Systèmes linéaires et matrices

3.1 Systèmes linéaires

3.1.1 Introduction
Le but de ce cours est de résoudre des équations vectorielles :

x1v1 + · · ·+ xnvn = w. (3.1)

d’inconnues x1, . . . , xn ∈ K.
Définition 3.1 (Système linéaire d’équations). Si, dans (3.1),

vj =


a1j
...
amj

 , pour 1 ≤ j ≤ n,

avec a1j, . . . , amj ∈ K et :

w =


y1
...
ym


avec y1, . . . , ym ∈ K alors on appelle système d’équations linéaires, l’équation
vectorielle :

x1v1 + · · ·+ xnvn = w ⇔ x1


a11
...
am1

+ · · ·+ xn


a1n
...

amn

 =


y1
...
ym



⇔


a11x1 + · · ·+ a1nxn = y1
... ...

am1x1 + · · ·+ amnxn = ym

(3.2)

49
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Remarque 3.2. L’écriture (3.2) est la plus commode pour représenter un système
d’équations linéaires. C’est celle que l’on va utiliser.

Définition 3.3 (Solutions du système). Soit le système d’équations linéaires (3.2).
on appelle solution du système (3.2), le vecteur (x1, . . . , xn) ∈ Kn qui vérifie les m
équations du système (3.2).

Définition 3.4 (Système homogène). Soit le système d’équations linéaires (3.2).
On dit que le système est homogène si le vecteur w est le vecteur nul.

Remarque 3.5. Dans un système homogène, le vecteur nul dans Kn est toujours
une solution du système qu’on appelle solution triviale.

Définition 3.6 (Systèmes équivalents). Soient les systèmes d’équations linéaires
(3.2) et : 

a′11x1 + · · ·+ a′1nx1 = y′1
... ...

a′p1x1 + · · ·+ a′pnxn = y′n

. (3.3)

On dit que les deux systèmes (3.2) et (3.3) sont équivalents s’ils ont le même
ensemble de solutions (x1, . . . , xn).

Dans ce cours, on veut déterminer les solutions d’un système linéaire de la
forme (3.2).

3.1.2 Méthode du pivot de Gauss
Système echelonné

Définition 3.7 (Système echelonné). Un système echelonné d’équations est un
système de la forme :

a1j1xj1 + · · ·+ a1j2xj2 + · · · · · ·+ a1jrxjr + · · ·+ a1mxm = y1 L1
a2j2xj2 + · · · · · ·+ a2jrxjr + · · ·+ a2mxm = y2 L2

. . . ... ... ... ...
arjrxjr + · · ·+ armxm = yr Lr

0 = yr+1 Lr+1
... ... ...
0 = ym Lm

(3.4)
Si on suppose que le premier terme non nul akjxj de la ligne Lk apparait à la
colonne Cj avec j = jk alors on doit avoir :

j1 < j2 < · · · < jk < · · · < jr.
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Les lignes Lr+1, . . . , Lm contiennent que des termes nuls dans le premier membre.
Les échelons du système sont les colonnes Cj1 , Cj2 , . . . , Cjk , . . . , Cjr . Les inconnues
d’échelons seront les inconnues correspondants. Le coefficient akjk (le premier
coefficient) non nul qui apparait à la ligne Lk sera le coefficient du pivot de la
colonne Cjk .

Exemples 3.8. 1. Soit le système d’équations linéaires suivant :
x1 − x2 + 2x4 − x5 = b1 L1

x3 − x4 + x5 = b2 L2

2x5 = b3 L3
0 = b4 L4

(3.5)

Le système (3.5) est echelonné. Ses échelons (encadrés dans (3.7)) se trouvent
aux colonnes C1, C3 et C5.

2. Soit le système d’équations linéaires suivant :
x1 − x2 + x3 − x4 = 0 L1
2x1 + x2 + x3 + x4 = 0 L2

x3 + x4 = 0 L3

(3.6)

Le système (3.6) n’est pas échelonné car le premier terme non nul dans les
lignes L1 et L2 sont dans la colonne C1.

Définition 3.9 (Solutions d’un système echelonné). On considère le système
échelonné (3.4), on note Ci la ie colonne et Lj la je ligne qui correspond à la je

équation.
– Si le vecteur donné w = (y1, . . . , ym) ne vérifie pas yr+1 = · · · = ym = 0
alors les équations Lr+1, . . . , Lm ne seront pas vérifiés, quelles que soient les
valeurs données aux inconnues x1, . . . , xn. Dans ce cas, le système n’a pas de
solution.

– Si on a yr+1 = · · · = ym = 0, les équations Lr+1, . . . , Lm seront trivialement
vérifiés quelles que soient les valeurs données aux inconnues x1, . . . , xn et
(3.4) se réduit aux seules équations L1, . . . , Lr.

Proposition 3.10. Pour tout système de valeurs attribués aux inconnues xj qui
ne correspondent pas à des échelons, on pourra donner d’uniques valeurs aux
inconnues d’échelons xj (qu’on appelera paramètre de sorte que (x1, . . . , xn) forme
une solution de (3.4).

Démonstration. On détermine la valeur des inconnues d’échelons en remontant les
équations L1, . . . , Lr.
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Exemple 3.11. On considère le système échelonné (3.5) de l’exemple 3.8-1 et on
note w = (b1, . . . , b4).

– Si b4 = 0, L4 est trivialement vérifiée et résoudre (3.5) équivaut à résoudre le
système linéaire suivant :

x1 − x2 + 2x4 − x5 = b1 L1
x3 − x4 + x5 = b2 L2

2x5 = b3 L3

(3.7)

– Si b4 6= 0 alors L4 est trivialement fausse et le système n’a pas de solution.
On utilise la proposition 3.10. On voit que x2 et x4 ne sont pas des echelons dans
(3.7) donc on peut poser x2 = u et x4 = v (où u et v sont quelconques dans K).
On pourra trouver d’uniques valeurs pour les variables d’échelons x1, x3, x5 telles
que (x1, . . . , x5) soit solution de (3.7). On déterminer les valeurs en remontant les
équations. La troisième ligne nous donne :

2x5 = b3 ⇔ x5 = b3

2 .

La deuxième ligne nous donne :

x3 − x4 + x5 = b2 ⇔ x3 − v + b3

2 = b2 ⇔ x3 = v + b2 −
b3

2 .

La première ligne nous donne :

x1 − x2 + 2x4 − x5 = b1 ⇔ x1 − u+ 2v − b3

2 = b1

⇔ x1 = u− 2v + b1 + b3

2 .

D’où les solutions du systèmes sont les quintuplets de la forme :

(x1, x2, x3, x4, x5) =
(
u− 2v + b1 + b3

2 , u, v + b2 −
b3

2 , v,
b3

2

)

pour u, v ∈ K quelconques.

Algorithme du pivot de Gauss

Dans cette section, on souhaite transformer un système d’quations linéaires en un
système écheloné équivalent. Pour cela, on fait une série d’opérations élémnetaires
sur les lignes qui ne changent pas les solutions du système.
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Définition 3.12 (Opérations élémentaies). Soit le système d’équations linéaires
(3.2). On note Li la ie ligne du système pour 1 ≤ i ≤ n. Les opérations suivantes
sont appelées opérations élémentaires sur les lignes.

– Transposition de ligne : la ligne L1 devient la ligne Lj et vice et versa.
– Homothétie : on multiplie la ligne Li par un scalaire non nul λ.
– Homothétie-transposition : on ajoute un multiple de la ligne Lj à la ligne Li.

Proposition 3.13. Le système (L′1, . . . , L′n) obtenu par une transformation élé-
mentaire (ou opération élémentaire sur les lignes) a le même ensemble de solutions
que (L1, . . . , Ln).

Démonstration. On peut retrouver (L1, . . . , Ln) à partir de (L′1, . . . , L′n) par une
transformation inverse élémentaire. Par exemple, si

L′1 = L1
...

L′i = Li + λLJ
...

L′n = L′n

alors 

L1 = L′1
...

Li = L′i + λL′j
...

Ln = L′n

Remarque 3.14. À propos de l’appelation « opération élémentaires sur les lignes »,
on pourrait se demnader si on peut faire la même chose sur les colonnes. Il n’en est
rien !

On utilise les opérations élémentaires pour transformer un système d’équations
linéaires en système échelonné équivalent. C’est ce qu’on appelle la méthode du
pivot de Gauss.

Remarque 3.15. Pour éviter d’avoir des « ’ » (prime) un peu partout, on notera
de la manière « informaticienne » la transformation sur les lignes par :

Li ← Li + λLj

(la ligne Li est transformé en faisant la somme de la ligne Li par λ fois Lj).
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Exemple 3.16. Soient

v1 =


−1
1
1
0

 , v2 =


1
0
1
1

 , v3 =


0
2
1
1

 , v4 =


−1
1
0
−1


et w = (y1, y2, y3, y4) ∈ K4 donné. On veut résoudre

x1v1 + x2v2 + x3v3 + x4v4 = w (3.8)

d’inconnus x1, x2, x3, x4.

(3.8)⇔ x1


1
−1
1
0

+ x2


1
0
1
1

+ x3


0
2
1
1

+ x4


−1
1
0
−1

 =


y1
y2
y3
y4



⇔


x1 + x2 − x4 = y1 L1

−x1 + 2x3 + x4 = y2 L2
x1 + x2 + x3 = y3 L3

x2 + x3 + x4 = y4 L4

(3.9)

où x1 est le terme pivot et −x1 , x1 sont les termes à annuler. On transforme
(3.9) en système echelonné équivalent par une suite d’opérations élémentaires.

(3.9)⇔


x1 + x2 − x4 = y1 L1 ← L1

x2 + 2x3 = y1 + y2 L2 ← L2 + L1
x3 + x4 = −y1 + y3 L3 ← L3 − L1

x2 + x3 − x4 = y4 L4 ← L4

⇔


x1 + x2 − x4 = y1 L1 ← L1

x2 + 2x3 = y1 + y2 L2 ← L2
x3 + x4 = −y1 + y3 L3 ← L3

−x3 − x4 = −(y1 + y2) + y4 L4 ← L4 − L2

⇔


x1 + x2 − x4 = y1 L1 ← L1

x2 + 2x3 = y1 + y2 L2 ← L2
x3 + x4 = −y1 + y3 L3 ← L3

0 = −2y1 − y2 + y3 + y4 L4 ← L4 − L3

Le système admet au moins une solution (x1, . . . , x4) si et seulement si w =
(y1, . . . , y4) donné vérifie :

0 = −2y1 − y2 + y3 + y4.
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On a :

〈v1, v2, v3, v4〉 = 〈(1,−1, 1, 0), (1, 0, 1, 1), (0, 2, 1, 1), (−1, 1, 0, 1)〉
= {w, w = x1v1 + x2v2 + x3v3 + x4v4}
= {w = (y1, y2, y3, y4), −2y1 − y2 + y3 + y4 = 0} .

Donc, pour tout x4 = u donné, on pourra trouver d’uniques valeurs pour x1, x2, x3
tel que (x1, x2, x3, x4) soit solution. L’ensemble des solutions peut être paramétré
par x4 = v. On peut par exemple prendre le système homogène suivant :

x1 + x2 − x4 = 0
x2 + 2x3 = 0

x3 + x4 = 0
0 = 0

⇔


x1 + x2 − x4 = 0

x2 + 2x3 = 0
x3 + x4 = 0

(3.10)
x4 = v quelconque, la troisième ligne nous donne x3 = −u. La deuxième ligne nous
donne

x2 + 2x3 = 0⇔ x2 − 2u = 0⇔ x2 = 2u.

La première ligne nous donne :

x1 + x2 − x3 = x1 + 2u− u = 0⇔ x1 = −u.

Conclusion : les solutions de (3.10) sont les quadruplets de la forme :

(x1, x2, x3, x4) = (−u, 2u,−u, u).

Remarque 3.17. Dans l’exemple 3.16, la famille de vecteurs (v1, v2, v3, v4) n’est
pas libre. On obtient la relation entre v1, v2, v3, v4 :

−1 · v1 + 2 · v2 − 1 · v3 + 1 · v4 = 0⇔ −v1 + 2v2 − v3 + v4 = 0
⇔ v4 = v1 − 2v2 + v3. (3.11)

On a alors :
〈v1, v2, v3, v4〉 = 〈v1, v2, v3〉 ,

c’est-à-dire que tout vecteur w combinaison linéaire de v1, v2, v3, v4 peut se réécrire
comme combinaison linéaire des seuls v1, v2, v3 en utilisant (3.11). Les vecteurs
v1, v2, v3 forment une famille libre.

x1v1 + x2v2 + x3v3 ⇔ x1v1 + x2v2 + x3v3 + 0 = 0
⇔ x1 = x2 = x3 = 0
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d’après la forme obtenue par les solutions de cette équation. On peut en dire plus
de la famille de vecteurs (v1, . . . , v4), c’est une base du sous-espace

〈v1, v2, v3〉 = {y = (y1, y2, y3, y4), y1 − 2y2 + y3 + y4 = 0} ⊆ K4.

Tout vecteur w = (y1, y2, y3, y4) tel que −y1 + 2y2 + y3 + y4 = 0 s’écrit de façon
unique :

x1v1 + x2v2 + x3v4 + 0v4 = w.

Applications de la méthode du pivot

Proposition 3.18 (Description de l’espace engendré par des vecteurs). On consi-
dère le système (3.2). On a alors :

〈v1, . . . , vn〉 = {w, w = x1v1 + · · ·+ xnvn pour x1, . . . , xn ∈ K}
= {w, (3.2) a une solution} .

À partir de la forme echelonée, on obtient
〈v1, . . . , vn〉 = {w = (y1, . . . , yn), yr+1 = · · · = yn = 0}

Ainsi, dans l’exemple 3.16, on obtient :
〈v1, . . . , vn〉 = {w = (y1, . . . , yn), −2y1 − y2 + y3 + y4 = 0} .

On rappelle trois définitions :
Définition 3.19 (Famille génératrice). Une famille de vecteurs v1, . . . , vm forment
une famille génératrice de Km si et seulement si 〈v1, . . . , vm〉 = Km. Ce qui équivaut
à, pour tout w ∈ Km, l’équation x1v1 + · · · + xmvm = w possède au moins une
solution.
Définition 3.20 (Famille libre). Une famille de vecteurs v1, . . . , vm est dite libre
si pour tout vecteur w ∈ Km l’équation x1v1 + · · ·+ xmvm = w admet au plus une
solution. La solution est la solution triviale (x1 = · · · = xm = 0).
Définition 3.21 (Base). Une famille de veecteurs v1, . . . , vm forme une base de
Km, si, pour tout vecteur w, l’équation x1v1 + · · ·+ xmvm = w admet exactement
une solution.
Proposition 3.22. (i) Des vecteurs v1, . . . , vm forment une famille génératrice

si et seulement si l’équation x1v1 + · · · + xmvm = w est équivalente à un
système echelonné de la forme suivante :

a1j1xj1 + · · ·+ a1j2xj2 + · · ·+ a1jmxjm = y1
a2j2xj2 + · · ·+ a2jmxjm = y2

. . . ...
anjmxjm = yn

où toutes les lignes prennent des inconnues. Ceci entraine n ≥ m.
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(ii) Des vecteurs v1, . . . , vm forment une famille libre de Kn si et seulement si
l’équation x1v1 + · · ·+ xmvm = w est équivalent à un système échelonné de la
forme suivante :

a1j1xj1 + · · ·+ a1j2xj2 + · · ·+ a1jmxjm = y1
a2j2xj2 + · · ·+ a2jmxjm = y2

. . . ...
anjmxjm = yn

0 = yn+1
... ...
0 = ym

où toutes les colonnes sont des échelons. Ceci suppose que n ≤ m.
(iii) Une famille de vecteurs (v1, . . . , vm) forme une base de Km si et seulement

si l’équation x1v1 + · · · + xmvm = w est équivalent à un système échelonné
complet : 

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1
a22x2 + · · · + a2nxn = y2

. . .
annxn = yn

Toutes les colonnes forment des échelons et toutes les lignes contiennent des
inconnues. Ce qui suppose que n = m.

Exemple 3.23. Considérons l’équation vectorielle (3.8).
(i) La famille considérée n’est pas génératrice.
(ii) Elle n’est pas une famille libre. On peut expliciter une relation non triviale

x1v1 + x2v2 + x3v3 + x4v4 = 0 liant ecs vecteurs en résolvant le système pour
une valeur attribuée à l’inconnu x4 = 1.

x1 + x2 − 1 = 0
x2 + 2x3 = 0

x3 + 1 = 0
0 = 0

⇔


x1 = −1
x2 = 2
x3 = −1
x4 = 1

On a ainsi la relation suivante :

−v1 + 2v2 − v3 + v4 = 0

(iii) Ce n’est ni une fammile génératrice, ni une famille libre donc ce n’est pas une
base.
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Proposition 3.24. (i) Si les vecteurs v1, . . . , vn forment une famille génératrice
de Km et n = m alors ils forment une base de Km.

(ii) Si les vecteurs v1, . . . , vn forment une famille libre de Km et n = m alors ils
forment une base de Km.

Exemple 3.25. Soient les vecteurs

v1 =

1
1
0

 , v2 =

1
0
1

 , v3 =

0
1
1

 .
On montre que (v1, v2, v3) forme une base de R3. On a :

x1v1 + x2v2 + x3v3 =

y1
y2
y3

⇔ x1

1
1
0

+ x2

1
0
1

+ x3

0
1
1

 =

y1
y2
y3



⇔


x1 + x2 = y1 L1
x1 + x3 = y2 L2

x2 + x3 = y3 L3

⇔


x1 + x2 = y1 L1 ← L1
− x2 + x3 = y2 − y1 L2 ← L2 − L1

x2 + x3 = y3 L3 ← L3

⇔


x1 + x2 = y1 L1 ← L1

−x2 + x3 = y2 − y1 L2 ← L2

2x3 = y3 + y2 L3 ← L3 + L2

.

Donc : (v1, v2, v3) forme une base de R3, d’après la proposition 3.22.

3.1.3 Applications
Sous-espaces supplémentaires

Exemple 3.26. On considère les hyperplans :

H1 =
{

(x, y, z) ∈ R3, x+ y + z = 0
}

H2 =
{

(x, y, z) ∈ R3, y + z = 0
}
.

1. On veut déterminer H1 ∩H2, c’est-à-dire

H1 ∩H2 =
{

(x, y, z) ∈ R3, (x, y, z) vérifie (3.12)
}
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avec {
x + y + z = 0 L1

y + z = 0 L2
(3.12)

Les solutions de ce système peuvent se décrire par un paramètre libre z ∈ R
et des variables x, y que l’on écrit en fonction de z en remontant les équations
L1 et L2. La deuxième ligne donne y = −z et la première :

x+ y + z = 0⇔ x = −y − z ⇔ x = z − z = 0.

On en déduit que v ∈ H1 ∩H2 si et seulement si v est de la forme :

v =

 0
−z
z

 = z

 0
−1
1

 .
D’où

H1 ∩H2 =
{
v ∈ R3, v = λ(0,−1,−1)

}
= 〈(0,−1, 1)〉 .

En particulier, H1 ∩H2 6= {0R3}.
2. On a xy

z

 ∈ H1 ⇔ x+ y + z = 0⇔ x = −y − z.

D’où v ∈ H1 si et seulement si v s’écrit :

v =

y − zy
z

 = y

−1
1
0

+ z

−1
0
1


avec y, z ∈ R quelconques. Donc :

H1 =
{
v ∈ R3, v = λ1(−1, 1, 0) + µ1(−1, 0, 1)

}
= 〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉 .

On a : xy
z

 ∈ H2 ⇔ y + z = 0⇔ y = −z

avec x, y ∈ R quelconques (x n’intervient pas dans l’équation). Donc v ∈ H2
si et seulement si v s’écrit :

v =

 x
−z
z

 = x

1
0
0

+ z

 0
−1
1





60 CHAPITRE 3. SYSTÈMES LINÉAIRES ET MATRICES

avec x, z ∈ R quelconques. Donc :

H2 =
{
v ∈ R3, v = λ2(1, 0, 0) + µ2(0,−1, 1)

}
= 〈(1, 0, 0), (0,−1, 1)〉 .

On a alors :

H1 +H2 =
{
v ∈ R3, v = λ1(−1, 1, 0) + µ1(−1, 0, 1) + λ2(1, 0, 0) + µ2(0,−1, 1)

}
= 〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1), (1, 0, 0), (0,−1, 1)〉

c’est-à-dire,xy
z

 ∈ H1 +H2 ⇔

xy
z

 = λ1

−1
1
0

+ µ1

−1
0
1

+ λ2

1
0
0

+ µ2

 0
−1
1



⇔

xy
z

 =

−λ1 − µ1 + λ2 + 0
−λ1 + 0 + 0 + µ2
0 + µ1 + 0 + µ2



⇔


−λ1 + µ1 + λ2 = x L1
−λ1 − µ2 = y L2

µ1 + µ2 = z L3

(3.13)

On cherche λ1, µ1, λ2, µ2 dans (3.13). Pour cela, on utilise la méthode du
pivot de Gauss 1.

(3.13)⇔


−λ1 + µ1 + λ2 = x L1 ← L1

−λ1 − µ2 = y L2 ← L2
µ1 + µ2 = z L3 ← L3

⇔


−λ1 + µ1 + λ2 = x L1 ← L1

−µ1 + λ2 − µ2 = x+ y L2 ← L2 + L1

µ1 + µ2 = z L3 ← L3

⇔


−λ1 − µ1 + λ2 = x L1 ← L1

−µ1 + λ2 −µ2 = y L2 ← L2

λ2 = z L3 ← L3 + L2

(3.14)

On a encadré en vert la variable libre (qui ne contribue pas à la partie
échelonné). (3.14) a des solutions quelque soit le vecteur v = (x, y, z) donné.
Pour obtenir une solution, il suffit d’attribuer une valeur quelconque à la

1. Encadré en noir, les pivots et en rouge, les termes à éliminer.
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variable libre µ2 et de remonter les équations pour déterminer λ1, µ1, λ2. En
conclusion de tout cela, tout vecteur v = (x, y, z) peut se décomposer en :

v = λ1

−1
1
0

+ µ1

−1
0
1

+ λ2

1
0
0

+ µ2

 0
−1
1


D’où H1 +H2 = R3 (mais ces espaces ne sont pas en somme directe et donc
pas supplémentaires).

Rang d’un système linéaire

Définition 3.27 (Rang d’un système linéaire). On considère le système linéaire
(3.2) et sa forme échelonné (3.4). On appelle rang du système linéaire, le nombre
de pivot qu’on trouve après triangularisation du système (système echelonné) par
la méthode du pivot de Gauss.

Exemple 3.28. Soit le système d’équations linéaires suivant :
x + 3y + 2z = 0 L1
x + y + z + t = 0 L2
x − t = 0 L3

(S )

On cherche le rang de (S ). Pour cela, on utilise la méthode du pivot de Gauss
pour trouver un système échelonné équivalent :


x + 3y + 2z = 0 L1 ← L1

−2y − z + t = 0 L2 ← L2 − L1

−t = 0 L3 ← L3 − L1

Il y a trois pivots donc rg (S ) = 3.

Recherche de l’image et du noyau d’une application linéaire

Exemple 3.29. Soit f la fonction définie par :

f : R4 → R3

(x, y, z, t) 7→ x+ 3y + 2z, x+ y + z + t, x− t .

On veut déterminer Im(f), c’est-à-dire :

Im(f) =
{
x ∈ R4, f(x)

}
.
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Il suffit de déterminer les images de la base canonique de R4 qui est :

e1 =


1
0
0
0

 , e2 =


0
1
0
0

 , e3 =


0
0
1
0

 , e4 =


0
0
0
1

 .
On a :

f(e1) = (1, 1, 1), f(e2) = (3, 1, 0), f(e3) = (2, 1, 0), f(e4) = (0, 1,−1).

D’où :

Im(f) =
{

(x, y, z, t) ∈ R4, x(1, 1, 1) + y(3, 1, 0) + z(2, 1, 0) + t(0, 1,−1)
}

= 〈f(e1), f(e2), f(e3), f(e4)〉 .

En ce qui concerne la détermination de Ker(f), il suffit de résoudre le système
suivant : 

x1 + 3x2 + 2x3 = 0
x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 − x4 = 0

(3.15)

car
Ker(f) =

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4, f(x, y, z, t) = (0, 0, 0, 0)

}
ou encore :

Ker(f) =
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4, x1 + 3x2 + 2x3 = 0

et x1 + x2 + x3 + x4 = 0 et x1 − x4 = 0
}
.

Après résolution (en exercice !) du système (3.15), on obtient :

Ker(f) = {(x4, 3x4,−5x4, x4), x4 ∈ R} = 〈u〉

où u = (1, 3,−5, 1).

Compléter une base

Pour traiter l’exemple qui va suivre, on a besoin de la définition d’une matrice.

Définition 3.30 (Matrice de la famille de vecteurs). Soient (e1, . . . , em) une base
de Kn et

v1 =


a11
...
an1

 , . . . , vm =


a1m
...

anm


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une famille de vecteurs dans Kn. On appelle matrice de la famille de vecteurs
v1, . . . , vm, dans la base (e1, . . . , en), un tableau de dimension n×m de la forme :

a11 · · · a1m
... ...
an1 · · · anm


(e1,...,en)

.

On rappelle le théorème de la base incomplète.
Théorème 3.31 (Théorème de la base incomplète). Soit (u1, . . . , ur) une famille
de vecteurs dans un espace vectoriel V de dimension finie. On peut alors compléter
cette famille par des vecteurs ur+1, . . . , un pour constituer une base de V .
Exemple 3.32. Soit la famille de vecteurs considérée à l’exemple 3.16 :

v1 =


−1
1
1
0

 , v2 =


1
0
1
1

 , v3 =


0
2
1
1

 , v4 =


−1
1
0
−1


et on note :

H = 〈v1, v2, v3, v4〉 =
{

(y1, y2, y3, y4) ∈ R4, −2y1 − y2 + y3 + y4 = 0
}
.

1. On extrait une famille libre maximale de v1, v2, v3, v4 pour former une base
de H. On forme la matrice de (v1, v2, v3, v4) dans la base canonique de R4.

1 1 0 −1
−1 0 2 1
1 1 1 0
0 1 1 −1


L1
L2
L3
L4

.

On échelonne cette matrice
1 1 0 −1
0 1 2 0
0 0 1 1
0 1 1 −1


L1 ← L1
L2 ← L2 + L1
L3 ← L3 − L1
L4 ← L4

1 1 0 −1
0 1 2 0
0 0 1 1
0 0 −1 −1


L1 ← L1
L2 ← L2
L3 ← L3
L4 ← L4 − L2

1 1 0 −1
0 1 2 0
0 0 1 1
0 0 0 0


L1 ← L1
L2 ← L2
L3 ← L3
L4 ← L4 + L3
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On a donc dimH = 3 car rg(v1, v2, v3, v4) = 3. On sélectionne les vecteurs
v1, v2, v3 qui forment une sous famille libre maximale de v1, . . . , v4 et donc
une base de H. On retrouve ainsi que H ( R4 puisque dimH < dim R4.

2. On veut compléter v1, v2, v3 pour avoir une base de R4. On ajoute les vecteurs
de la base canonique :

e1 =


1
0
0
0

 , e2 =


0
1
0
0

 , e3 =


0
0
1
0

 , e4 =


0
0
0
1

 .

On obtient ainsi une famille génératrice (〈v1, v2, v3, e1, e2, e3, e4〉) de R4. On
reprend l’échelonnement pour cette famille de vecteurs pour extraire une sous
famille libre maximale de cette famille de vecteurs :


1 1 0 1 0 0 0
−1 0 2 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 1


L1
L2
L3
L4

1 1 0 1 0 0 0
0 1 2 1 1 0 0
0 0 1 −1 0 1 0
0 1 1 0 0 0 1


L1 ← L1
L2 ← L2 + L1
L3 ← L3 − L1
L4 ← L4

1 1 0 1 0 0 0
0 1 2 1 1 0 0
0 0 1 −1 0 1 0
0 0 −1 −1 −1 0 1


L1 ← L1
L2 ← L2
L3 ← L3
L4 ← L4 − L2

1 1 0 1 0 0 0
0 1 2 1 1 0 0
0 0 1 −1 0 0 0
0 0 0 −2 −1 −1 1


L1 ← L1
L2 ← L2
L3 ← L3
L4 ← L4 − L3

Le résultat montre que v1, v2, v3, e1 forme une base de R4 (on a plusieurs
choix possibles pour compléter v1, v2, v3 de façon à consituer une base de R4).
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3.2 Matrices

3.2.1 Généralités sur les matrices
Définition 3.33 (Matrice). On appelle matrice tout tableau rectangulaire de la
forme

A =



a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · · · · · a2n
... . . . . . . ...
... . . . . . . ...
am1 am2 · · · · · · amn

 . (3.16)

Définition 3.34 (Ligne et colonne). Soit la matrice (3.16). On dit que la matrice a
m lignes et n colonnes. L’élément (ou coefficient) aij ∈ K se trouve à l’intersection
de la ie ligne et de la je colonne.

Définition 3.35 (Dimension). Soit la matrice (3.16). On dit que la matrice est
une matrice (m,n) ou m× n. Le couple (m,n) est appelé dimension de la matrice.

Définitions 3.36 (Matrice ligne, colonne). 1. On appelle matrice ligne, toute
matrice de dimension (1, n).

2. On appelle matrice colonne, toute matrice de dimension (m, 1).

Définition 3.37 (Ensemble des matrices). L’ensemble des matrices de dimension
(m,n) à coefficients dans K est noté Mm,n(K).

Exemple 3.38. Soit la matrice

A =
(

1 2 4
2 3 1

)
.

La matrice A a pour dimension (2, 3). On a a12 = 2 et a21 = 2.

3.2.2 Opérations matricielles
Addition matricielle

Définition 3.39. Soient deux matrices :

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...
am1 · · · amn

 et B =


b11 · · · b1n
... . . . ...
am1 · · · bmn


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de même dimension (m,n). L’addition matricielle consiste à additionner terme par
terme les deux matrices A et B, c’est-à-dire :

A+B =


a11 + b11 · · · a1n + b1n

... . . . ...
am1 + bm1 · · · amn + bmn


Exemple 3.40. Soient les matrices :

A =

3 2 1
4 1 0
0 3 2

 et B =

2 1 0
0 1 0
1 0 0

 .
Alors la matrice A+B est égale à :

A+B =

3 + 2 2 + 1 1 + 0
4 + 0 1 + 1 0 + 0
1 + 0 3 + 0 2 + 0

 =

5 3 1
4 2 0
1 3 2

 .
Définition 3.41 (Matrice opposée). Soit la matrice :

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...
am1 · · · amn


On note la matrice opposée de A :

−A =


−a11 · · · −a1n
... . . . ...

−am1 · · · −amn


Définition 3.42 (Matrice nulle). La matrice nulle est la matrice

O =


0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 0


Propriétés 3.43. Soient A,B,C trois matrices de dimension (m,n) et O la
matrice nulle de dimension (m,n). Alors,

1. + est associative, c’est-à-dire (A+B) + C = A+ (B + C),
2. + a un élément neutre, la matrice nulle telle que A+O = A,
3. Chaque matrice a un élément opposé pour l’addition, c’est-à-dire : A+(−A) =

0.
4. + est commutative, c’est-à-dire A+B = B + A.
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Multiplication d’une matrice par un scalaire

Définition 3.44 (Multiplication d’une matrice par un scalaire). Soit la matrice :

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...
am1 · · · amn


de dimension (m,n) et λ ∈ K. On note la matrice λ ·A, la matrice des coefficients
de A multipliés par λ, c’est-à-dire :

λ · A =


λ · a11 · · · λ · a1n

... . . . ...
λ · am1 · · · λ · amn


Remarques 3.45. 1. Si la matrice A a pour dimension (m,n) alors, pour tout

λ ∈ K, la matrice λ · A a pour dimension (m,n).

2. La matrice opposée à A est obtenue en multipliant −1 la matrice A, c’est-à-
dire −A = (−1) · A.

Exemple 3.46. Soit

A =
(

3 1 2
4 1 1

)

et λ = 3. Alors,

λ · A =
(

3× 3 1× 3 2× 3
4× 3 1× 3 1× 3

)
=
(

9 3 6
12 3 3

)
.

Propriétés 3.47. Soient A et B deux matrices de dimension (m,n) et λ, µ deux
réels. Alors,

(i) · est distributive à droite, c’est-à-dire λ · (A+B) = λ · A+ λ ·B.

(ii) · est distributive à gauche, c’est-à-dire (λ+ µ) · A = λ · A+ µ · A.

(iii) · est associative, c’est-à-dire (λ× µ) · A = λ · (µ · A).

(iv) on a : 1 ·A = A et 0 ·A = O (où O est la matrice nulle de dimension (m,n)).

Proposition 3.48. Muni des opérations + et ·, Mm,n(K) est un K-espace vectoriel.
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Multiplication matricielle

Définition 3.49. Soient

A =


a11 · · · a1p
... . . . ...
an1 · · · anp


une matrice de dimension (n,p) et

B =


b11 · · · b1q
... . . . ...
bp1 · · · bpq


une matrice de dimension (p, q). Le produit matriciel C = A×B a pour dimension
(n, q) et les coefficients cij se calcule :

cij =
p∑

k=1
aikbkj, pour tout 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ q.

Remarques 3.50. 1. Le produit AB n’est possible que si le nombre de colonnes
de A est égal au nombre de lignes de B (ici, p).

2. La multiplication de deux matrices n’est pas commutative.
3. La figure 3.1 propose un moyen mémotechnique pour multiplier des matrices

2× 2.

(
a11 a12
a21 a22

)

(
b11 b12
b21 b22

)
×
+×

=

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)

Figure 3.1 – Moyen mémotechnique pour multiplier deux matrices de dimension
(2, 2)

Exemple 3.51. Soient :

A =
(

2 1
1 4

)
et B =

(
−4 2
0 2

)

Le produit de A par B est :

A×B =
(

2 1
1 4

)
×
(
−4 2
0 2

)
=
(

2×−4 + 1× 0 2× 2 + 1× 2
1×−4 + 4× 0 1× 2 + 4× 2

)
=
(
−8 6
−4 10

)
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Propriétés 3.52. Soient quatres matrices :
– A de dimension (n, p),
– B de dimension (p, q),
– C de dimension (q, s),
– D de dimension (p, q),
– E de dimension (q, n).

Alors :
(i) × est associative, c’est-à-dire (AB)C = A(BC) (ABC est de dimension

(n, s)),
(ii) × est distributive à gauche, c’est-à-dire A(B +D) = AB + AD (les matrices

AB et AD ont pour dimension (n, q)),
(iii) × est distributive à droite, c’est-à-dire (B +D)E = BE +DE (les matrices

BE et DE ont pour dimension (p, n)).

Transposition de matrice

Définition 3.53. Soit la matrice

A =



a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · · · · · a2n
... . . . . . . ...
... . . . . . . ...
am1 am2 · · · · · · amn


On appelle matrice transposée de A (qu’on note AT ), la matrice :

AT =



a11 a21 · · · · · · am1
a12 a22 · · · · · · am2
... . . . . . . ...
... . . . . . . ...
a1n a2n · · · · · · amn

 .

Remarque 3.54. Si A a pour dimension (m,n) alors AT a pour dimension (n,m).
Exemple 3.55. Soit la matrice :

A =

2 3
4 2
1 0

 .
La matrice transposée de A est :

AT =
(

2 4 1
3 2 0

)
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Propriétés 3.56. Soient A,B deux matrices de dimension (n, p), C une matrice
de dimension (p, q) et λ ∈ R. Alors,
(i) (A+B)T = AT +BT ,
(ii) (AT )T = A,
(iii) (λ · A)T = λ · AT ,
(iv) (AC)T = CTAT .

3.2.3 Matrices particulières
Matrice carrée

Définition 3.57. On appelle matrice carrée, toute matrice ayant le même nombre
de lignes que de colonnes. On dit qu’elle est d’ordre n si elle est de dimension
(n, n).

Remarque 3.58. L’addition et la multiplication de deux matrices carrées d’ordre
n et la multiplication d’un scalaire par une matrice carrée d’ordre n donne des
matrices carrées d’ordre n.

Matrice diagonale

Définition 3.59 (Diagonale d’une matrice). Soit :

A =



a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · · · · · a2n
... . . . . . . ...
... . . . . . . ...
an1 an2 · · · · · · ann

 .

La diagonale de A est constituée des éléments a11, a22, . . . , ann.

Exemple 3.60. Soit la matrice

A =

1 2 1
0 3 1
0 1 1

 .
La diagonale de A est constituée des éléments (1, 3, 1).

Définition 3.61 (Matrice diagonale). Une matrice carrée D est dite diagonale si
tous ses éléments non diagonaux sont nuls.
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Exemple 3.62. Les matrices suivantes sont diagonales :

D1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 2

 , D2 =
(

2 0
0 −2

)
et D3 =


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

 .

Matrice identité

Définition 3.63 (Matrice identité, unité). On appelle matrice identité (ou unité
d’ordre n, une matrice diagonale de dimension (n, n) qui ne comporte que des 1 en
sa diagonale.

Exemple 3.64.

I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


est la matrice identité (ou unité) d’ordre 3.

Propriété 3.65. Soit une matrice A de dimension (n, p). Alors :

AIp = InA = A.

Définition 3.66 (Matrice scalaire). On appelle matrice λ-scalaire, toute matrice
diagonale dont les élément diagonaux sont tous égaux à λ.

Exemple 3.67.

3I3 =

3 0 0
0 3 0
0 0 3


Matrice inversible

Définition 3.68 (Matrice inversible). Une matrice carré A d’ordre n est dite
inversible s’il existe une matrice B carrée d’ordre n telle que :

AB = BA = In.

Proposition 3.69. La matrice B dans la définition précédente est unique.

Définition 3.70 (Inverse d’une matrice). Soit A une matrice inversible d’ordre n.
On appelle matrice inverse de A (noté A−1) la matrice telle que :

AA−1 = A−1A = In.

On donne une méthode pour calculer la matrice inverse de A à la page 77.
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Matrice symétrique

Définition 3.71 (Matrice symétrique). Soit A une matrice carrée d’ordre n. On
dit qu’elle est symétrique si AT = A.

Exemple 3.72. La matrice suivante est symétrique :

A =

1 0 2
0 1 0
2 0 1

 .
Matrice triangulaire

Définition 3.73 (Matrice triangulaire). On appelle matrice triangulaire inférieure
(resp. supérieure) si tous les élements au dessus (resp. en dessous) de la diagonale
principale sont tous nuls.

Exemples 3.74. 1. La matrice suivante est une matrice triangulaire supérieure :

T1 =

1 2 0
0 2 2
0 0 4

 .
2. La matrice suivante est une matrice triangulaire inférieure :

T2 =

1 0 0
0 1 0
3 1 2

 .
3.2.4 Changement de coordonnées

On se donne une famille de vecteurs (v1, . . . , vn) de coordonnées dans une base
(e1, . . . , em) de Km. On donne une autre base (f1, . . . , fm) de Kn et on veut trouver
un moyen d’exprimer les coordonnées de (v1, . . . , vn) dans la base (f1, . . . , fm).

Définition 3.75 (Matrice d’une famille de vecteurs). Soit V un K-espace vectoriel
muni d’une base (e1, . . . , em) constituée de m vecteurs. La matrice d’une famille de
vecteurs v1, . . . , vn de V est une matrice m× n noté :

M(e1,...,em)(v1, . . . , vn) =



a11 · · · a1j · · · a1n
... ... ...
ai1 · · · aij · · · ain
... ... ...
am1 · · · amj · · · amn


(e1,...,em)

(3.17)
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dont la je colonne est le vecteur :

vj
a1j
...
amj


(e1,...,em)

,

ce sont les coordonnées de vj dans la base (e1, . . . , em).

Exemple 3.76. On se donne deux bases dans R3,

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1


et

f1 =

1
1
0

 , f2 =

1
0
1

 , f3 =

0
1
1


La matrice de (f1, f2, f3) dans la base (e1, e2, e3) est :

M(e1,e2,e3)(f1, f2, f3) =

1 1 0
1 0 1
0 1 1

 .
Définition 3.77 (Multiplication d’un vecteur par une matrice). Soit la matrice
(3.17) de taille (m,n) et un vecteur à n lignes :

v =


b1
...
bn

 .
On a alors :

A · v =



a11 · · · a1j · · · a1n
... ... ...
ai1 · · · aij · · · ain
... ... ...
am1 · · · amj · · · amn

 ·


b1
...
bj
· · ·
bn

 =



a11b1 + · · ·+ a1jbj + · · ·+ a1nbn
...

ai1b1 + · · ·+ aijbj + · · ·+ ainbn
...

am1b1 + · · ·+ amjbj + · · ·+ amnbn

 .

On multiplie le coefficient de la ligne i avec les coefficients du vecteur colonne. Le
résultat de l’opération est un vecteur à n lignes.
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Exemple 3.78. On considère les deux bases définies à l’exemple 3.76. on rappelle
que

M(e1,e2,e3)(f1, f2, f3) =

1 1 0
1 0 1
0 1 1

 .
1. Soit

v = f1 = 1× f1 + 0× f2 + 0× f3 =

1
0
0


(f1,f2,f3)

un vecteur dont les coordonnées sont exprimés selon la base (f1, f2, f3). Pour
avoir v dans les coordonnées de la base (e1, e2, e3), on fait le calcul :

M(e1,e2,e3)(f1, f2, f3) ·

1
0
0

 ,
cela donne,1 1 0

1 0 1
0 1 1

 ·
1

0
0

 =

1× 1 + 1× 0 + 0× 0
1× 1 + 0× 0 + 1× 0
0× 1 + 0× 1 + 1× 0

 =

1
1
0

 .
2. Soit w = f1 − 2× f2 + f3 ou encore :

w =

 1
−2
1


(f1,f2,f3)

dans la base (f1, f2, f3). On cherche les coordonnées du vecteur w dans la
base canonique. À calculer :

M(e1,e2,e3)(f1, f2, f3)·

 1
−2
1

 =

1 1 0
1 0 1
0 1 1

·
 1
−2
1

 =


1× 1 +−2× 1 + 0
1× 1 +−2× 0 + 1

0 +−2× 1
1

 =

−1
2
−1



Définition 3.79 (Matrice de changement de base). Soit V un K-espace vectoriel
munie de deux bases B = (e1, . . . , en) et B′ = (f1, . . . , fn). On appelle matrice de
changement de base, la matrice M(e1,e2,e3)(f1, f2, f3).

Cette matrice permet d’effectuer le changement de coordonnées.
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D2 : x− y = 0

D1 : x+ y = 0

D1 ∩D2 = {0R2}

D1 ⊕D2 = R2

On voudrait une méthode pour calculer Q = M(f1,f2,f3)(e1, e2, e3) de coordonnées
de l’ancienne base à la nouvelle qui permet d’effectuer cette opération. Une mathode
consiste à résoudre les équations :

ei = y1f1 + · · ·+ ynfn

pour déterminer les coordonnées de chaque vecteur ei dans la base (f1, . . . , fn).
Exemple 3.80. On reprend les données de l’exemple 3.78. On a :

e1 = y1f1 + y2f2 + y3f3 ⇔

1
0
0

 = y1

1
1
0

+ y2

1
0
1

+ y3

0
1
1



⇔


y1 + y2 = 1
y1 + y3 = 0

y2 + y3 = 0
. (3.18)

Après résolution de (3.18), on obtient

e1 = 1
2f1 + 1

2 −
1
2f3.

On peut faire de même pour e2 et e3 :

e2 = 1
2f1 −

1
2f2 + 1

2f3,

e3 = −1
2f1 + 1

2f2 + 1
2f3.

D’où

Q =

 1/2 1/2 −1/2
1/2 −1/2 1/2
−1/2 1/2 1/2


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Remarque 3.81. La matrice M(f1,f2,f3)(e1, e2, e3) est la matrice inverse de la
matrice M(e1,e2,e3)(f1, f2, f3).

On va donner une méthode équivalente en donnant une nouvelle interprétation
sur les lignes du système. On fera les opérations qui interviennent dans la méthode
du pivot directement sur les lignes de la matrice des vecteurs M(e1,...,en)(f1, . . . , fn).

Proposition 3.82. Soit un vecteur colonne v = (x1, . . . , xn)(e1,...,en) représentant
les coordonnées du vecteur v dans la base (e1, . . . , en). On décrit les opéreations
élémentaires et les changements effectués sur la base.

1. Transposition de lignes :


x1
...
xi
...
xj
...
xn


(e1,...,ei,...,ej ,...,en)

Li↔Lj−−−−→



x1
...
xj
...
xi
...
xn


(e′1,...,e′i,...,e

′
j ,...,e

′
n)

.

2. Homothétie : 

x1
...
xi
...
xn


(e1,...,ei,...,en)

Li←λLi−−−−→



x1
...
λxi
...
xn


(e′1,...,e′i,...,e′n)

.

3. Transposition-Homothétie :

x1
...
xi
...
xj
...
xn


(e1,...,ei,...,ej ,...,en)

Li↔Lj−−−−→



x1
...
xi
...

xj + λxi
...
xn


(e′1,...,e′i,...,e

′
j ,...,e

′
n)

.
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Démonstration. Explicitons la troisième opération. Le résultat représente aussi les
coordonnées de v dans une nouvelle base (e′1, . . . , e′n) de V qui est déterminée par
(e1, . . . , en) par les relations :ei = e′i + λe′j

ek = ek pour k 6= i.

En effet,

v = x1e1 + · · ·+ xiei + · · ·+ xjej + · · ·+ xnvn

= x1e
′
1 + · · ·+ xi(e′i + λe′j) + · · ·+ xje

′
j + · · ·+ xne

′
n

= x1e
′
1 + · · ·+ xie

′
i + · · ·+ (xj + λxi)e′j + · · ·+ xnen.

On pourra expliciter de la même façon les opérations de transposition et d’homo-
thétie.

On explicite la méthode du pivot de Gauss pour la recherche de la matrice
inverse.
Exemple 3.83. On reprend les données de l’exemple 3.78. On a :

M(e1,e2,e3)(f1, f2, f3) =

1 1 0
1 0 1
0 1 1

 .
Le but de la manœuvre est de mettre face à face la matrice identité (coordonnées
de (e1, e2, e3) dans (e1, e2, e3)) et M(e1,e2,e3)(f1, f2, f3), de transformer la dernière
matrice en la matrice identité (coordonnés de (f1, f2, f3) dans (f1, f2, f3)) par des
transformations élémentaires sur les lignes et la matrice obtenue en dernière étape
est M(f1,f2,f3)(e1, e2, e3). 1 1 0

1 0 1
0 1 1


1 0 1

0 1 0
0 0 1

 L1
L2
L31 1 0

0 −1 1
0 1 1


 1 0 0
−1 1 0
0 0 1

 L1
L2 ← L2 − L1
L31 0 1

0 −1 1
0 0 2


 0 1 0
−1 1 0
−1 1 1

 L1 ← L1 + L2
L2
L3 ← L3 + L21 0 1

0 1 −1
0 0 1


 0 1 0

1 −1 0
−1/2 1/2 1/2

 L1
L2
L3 ← 1

2L3
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1 0 0
0 1 0
0 0 1


 1/2 1/2 −1/2

1/2 −1/2 1/2
−1/2 1/2 1/2


︸ ︷︷ ︸

M(f1,f2,f3)(e1,e2,e3)

L1 ← L1 − L3
L2 + L3
L3

3.2.5 Matrice d’une application linéaire
Définition 3.84 (Matrice d’une application linéaire). Soient V et W deux espaces
vectoriels munis respectivement d’une base B = (e1, . . . , eq), B′ = (e′1, . . . , e′p) et
f : V → W une application linéaire. On appelle matrice de l’application linéaire f
dans les bases B et B′ (notée M(B,B′)(f), la matrice A de taille (p, q) à coefficients
dans K dont les coefficients de la je colonne sont les coordonnées de f(ej) sand la
base B′.

Remarques 3.85. 1. Si V = W et B = B′, on dira que A est la matrice de f
dans la base B.

2. Une application linéaire f est nulle si et seulement si M(B,B′)(f) = 0.

Exemple 3.86. Soit l’application f définie de la manière suivante :

f : R2 → R3

(x, y) 7→ (x+ y, x− y, x) .

On note (e1, e2) (resp. (e′1, e′2, e′3) la base canonique de R2 (resp. R3) On définit
u1 = (1, 1) et u2 = (1,−1) des vecteurs de R2 et v1 = (1, 1, 0), v2 = (1,−1, 1) et
v3 = (0, 1, 1) des vecteurs de R3.

1. On montre que (u1, u2) (resp. (v1, v2, v3)) est une base de R2 (resp. R3). On
établit :

M(e1,e2)(u1, u2) =
(

1 1
1 −1

)
et M(e′1,e′2,e′3)(v1, v2, v3) =

1 1 0
1 −1 1
0 1 1


et on trigonalise les deux matrices par le procédé du pivot de Gauss :(

1 1
1 −1

)
L1
L2(

1 1
0 −2

)
L1
L2 ← L2 − L11 1 0

1 −1 1
0 1 1

 L1
L2
L3
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1 1 0
0 −2 1
0 1 1

 L1 ← L1
L2 ← L2 − L1
L3 ← L3 1 1 0

0 −2 1
0 0 3

 L1 ← L1
L2 ← L2
L3 ← 2L3 + L2

Dans les deux cas, dans chaque ligne et chaque colonne, on trouve un pivot
donc (u1, u2) forme une base de R2 et (v1, v2, v3) forme une base de R3.

2. On cherche :
(a) la matrice de f dans les bases (e1, e2) et (e′1, e′2, e′3). Pour cela, on calcule :

f(e1) = f(1, 0) = (1, 1, 1) = 1e′1 + 1e′2 + 1e′3
f(e2) = f(0, 1) = (1,−1, 0) = 1e′1 − 1e′2 + 0e2.

D’où :

M((e1,e2))((e′1, e′2, e′3)) =

1 1
1 −1
1 0

 .
(b) la matrice de f dans les bases (e1, e2) et (v1, v2, v3).

f(1, 0) = (1, 1, 1) = x(1, 1, 0) + y(1,−1, 1) + z(0, 1, 1) (3.19)
f(0, 1) = (1,−1, 0) = x(1, 1, 0) + y(1,−1, 1) + z(0, 1, 1). (3.20)

Pour trouver les inconnues x, y, z dans (3.19), on résout :
x + y = 1
x − y + z = 1

y + z = 1
(3.21)

de solutions : 
x = 2/3
y = 1/3
z = 2/3

.

Pour trouver les inconnues x, y, z dans (3.20), on résout :
x + y = 1
x − y + z = −1

y + z = 0
(3.22)
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de solutions : 
x = 1/3
y = 2/3
z = −2/3

.

D’où :

M(e1,e2)(v1, v2, v3) =

2/3 1/3
1/3 2/3
2/3 −2/3

 .
Soit le système d’équations linéaires :

a11x1 + · · ·+ a1nxn = y1
... ...

am1x1 + · · ·+ amnxn = ym

. (3.23)

Définition 3.87 (Matrice d’un système linéaire). On note

A =


a11 · · · a1n
... ...
am1 · · · amn


la matrice des coefficients de (3.23),

X =


x1
...
xn


est le vecteur des inconnues et

Y =


y1
...
ym


est le vecteur colonne des constante. On a ainsi AX = B.

Définition 3.88 (Rang d’une matrice). On appelle rang d’une matrice A le nombre
de vecteurs colonnes K-linéairement indépendants.

Proposition 3.89. Compte-tenu de la correspondance matrice-système linéaire et
la définition 3.27, le rang de la matrice A est le nombre de pivots obtenus par la
méthode de Gauss (triangularisation de la matrice).
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Exemple 3.90. On veut calculer le rang de A.

A =

1 0 1
1 −1 0
1 −2 1


Pour cela, on « triangularise » la matrice en utilisant la méthode du pivot de Gauss.1 0 1

1 −1 0
1 −2 1

 L1
L2
L3

1 0 1
0 −1 −1
0 −2 0

 L1 ← L1
L2 ← L2 − L1
L3 ← L3 − L1 1 0 1

0 −1 −1
0 0 −2

 L1 ← L1
L2 ← L2 − L1
L3 ← L3 − 2× L2

On obtient trois pivots d’où rg(A) = 3.

Proposition 3.91. Soit A une matrice de taille (n, n). La matrice est inversible
si et seulement si rg(A) = n.

Exemple 3.92. Reprenons les données de l’exemple 3.90. On a obtenu après
algorithme :  1 0 1

0 −1 −1
0 0 −2


et on a déduit que rg(A) = 3. On obtient donc, d’après la proposition 3.91, que la
matrice A est inversible.

3.3 Exercices
Exercice 3.1. Résoudre les systèmes suivants :

3x − y + 2z = a
−x + 2y − 3z = b
x + 2y + z = c


x + y + 2z = 5
x − y − z = 1
x + z = 3
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Exercice 3.2. Discuter et résoudre suivant les valeurs des réels λ et a :

3x + 2y − z + t = λ
2x + y − z = λ− 1
5x + 4y − 2z = 2λ

(λ+ 2)x + (λ+ 2)y − z = 3λ+ a
3x − z + 3t = −λ2

(S)

Exercice 3.3. Résoudre et discuter suivant les valeurs de b1, b2, b3 et b4 :
x + 3y + 4z + 7t = b1
x + 3y + 4z + 5t = b2
x + 3y + 3z + 2t = b3
x + y + z + t = b4

(S1)


x + 3y + 5z + 3t = b1
x + 4y + 7z + 3t = b2

y + 2z = b3
x + 2y + 3z + 2t = b4

(S2)


x + y + 2z − t = b1
−x + 3y + t = b2
2x − 2y + 2z − 2t = b3

2y + z = b4

(S3)


x + 2y + z + 2t = b1
−2x − 4y − 2z + 4t = b2
−x − 2y − z − 2t = b3
3x + 6y + 3z + 6t = b4

(S4)

Exercice 3.4. Donner une base de l’ensemble des solutions de :
3x + 2z = 0

3y + z + 3t = 0
x + y +z +t = 0
2x − y + z − t = 0

.

Exercice 3.5. Résoudre, suivant les valeurs de m :{
x + (m+ 1)y = m+ 2
mx + (m+ 4)y = 3 (S1){

mx + (m− 1)y = m+ 2
(m+ 1)x − my = 5m+ 3 (S2)

Quel est le rang des systèmes linéaires précédents (suivant les valeurs de m) ?
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Exercice 3.6. Quel est le rang du système linéaire suivant (discuter selont les
valeurs λ, a, b, c, d) ?

(1 + λ)x + y + z + t = a
x + (1 + λ)y + z + t = b
x + y + (1 + λ)z + t = c
x + y + z + (1 + λ)t = d

Exercice 3.7. Soit l’application

f : R3 → R4

(x, y, z) 7→ (2x+ y − z, x− y + 2z, 4x+ 5y − 7z, 3y − 5z) .

Déterminer Im(f) et Ker(f).

Exercice 3.8. Soit f la fonction définie par :

f : R4 → R3

(x, y, z, t) 7→ x+ 3y + 2z, x+ y + z + t, x− t .

1. En vous servant des résultats de l’exemple 3.29, déterminer une base de
Ker(f) et une base de Im(f). En déduire la dimension de chacun d’eux.

2. Compléter la bse de Ker(f) en une base de R4 et celle de Im(f) en une base
de R3.

Exercice 3.9. Donner une base de Mm,n(K). Quelle est la dimension de Mm,n(K) ?

Exercice 3.10. Effectuer le produit des matrices :

(
2 1
3 2

)
×
(

1 −1
1 1

)
,

(
1 2 0
3 1 4

)
×

−1 −1 0
1 4 −1
2 1 2


Exercice 3.11. On considère les trois matrices suivantes :

A =

2 −3 1 0
5 4 1 3
6 −2 −1 7

 , B =


7 2
−5 2
3 1
6 0

 et C =
(
−1 2 6
3 5 7

)

1. Calculer AB puis (AB)C.
2. Calculer BC puis A(BC).
3. Que remarque-t-on ?
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Exercice 3.12. On considère la matrice suivante :

M =


0 a b c
0 0 d e
0 0 0 f
0 0 0 0

 .

Calculer M2, M3, M4, M5.

Exercice 3.13. Écrire la matrice transposée des matrices suivantes :

A =

2 −3 1 0
5 4 1 3
6 −2 −1 7

 , B =


7 2
−5 2
3 1
6 0

 et C =
(
−1 2 6
3 5 7

)
.

Exercice 3.14. Soient les matrices

A =

2 3
4 2
1 0

 et C =
(

1 −1 0
2 0 3

)
.

Vérifier que (AC)T = CTAT .

Exercice 3.15. Soit la matrice :

Tn =



1 0 · · · · · · 0
0 2 · · · · · · 0
... ... . . . . . . ...
... ... . . . . . . ...
0 0 · · · · · · n

 .

Donner une relation des coefficients aij (pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n) de la matrice
Tn en fonction de i et j.

Exercice 3.16. Soient

A =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 et B = A− I3.

1. Calculer B.
2. Calculer B2, B3. En déduire une formule de récurrence que l’on démontrera

pour Bn, pour tout entier n.
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3. Développer (B + I3)n par la formule de binôme et simplifier. (Indication : La
formule du binôme pour les matrices est :

(A+B)n =
n∑
i=1

AiBn−i

).
4. En déduire An pour tout entier n.

Exercice 3.17. Soit :

A =

1 0 2
0 −1 1
1 −2 0

 .
Calculer A3 − A et en déduire que A est inversible. Calculer A−1.
Exercice 3.18. Soit E = R3. On définit la famille de vecteurs :

v1 =

1
1
1

 , v2 =

1
1
2

 , v3 =

1
2
3

 .
1. Montrer que (v1, v2, v3) forme une base R3.
2. Calculer les coordonnées de v = (5, 7, 12) dans cette base.

Exercice 3.19. On suppose que les matrices suivantes sont inversibles, calculer
leur matrice inverses :

A =

 0 1 −1
−1 −4 5
1 −5 5

 , B =

−1 −1 3
1 2 0
0 0 1



C =

−1 −1 −2
1 2 3
1 0 1

 , Da =


1 1 0 1
2 2 −1 3
a 3 −2 0
−1 0 −4 3

 , a ∈ R, a 6= −20.

Exercice 3.20. Avec les données de l’exemple 3.86, calculer :
M(u1,u2)(e′1, e′2, e′3) et M(u1,u2)(v1, v2, v3).

Exercice 3.21. Dans l’exercice 3.19, on a supposé que les matrices

A =

 0 1 −1
−1 −4 5
1 −5 5

 , B =

−1 −1 3
1 2 0
0 0 1



C =

−1 −1 −2
1 2 3
1 0 1

 , Da =


1 1 0 1
2 2 −1 3
a 3 −2 0
−1 0 −4 3

 , a ∈ R, a 6= −20.
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sont inversibles. Montrer, donc, qu’elles sont tous inversibles.



Chapitre 4

Déterminants

Dans ce chapitre, on va étudier un autre moyen de déterminer si une matrice
est inversible ou non. Les déterminants permettent aussi de calculer la matrice
inverse et déterminer si les vecteurs qui la constitue sont linéairement indépendants
ou non.

4.1 Formes n-linéaires alternées
Proposition 4.1. Le produit cartésien de n K-espace vectoriel, V (qu’on note
généralement V n) est un K-espace vectoriel.

Définition 4.2 (Application n-linéaire). Soit V un K-espace vectoriel. On dit que
f : V n → W est une application multialternée (ou n-linéaire si elle est linéaire par
rapoort à chacune de ses variables, c’est-à-dire si xi = ui + vi :

f(x1, . . . , ui + vi, . . . , xn) = f(x1, . . . , ui, . . . , xn) + f(x1, . . . , vi, . . . , xn)

et pour λ ∈ K,

f(x1, . . . , λxi, . . . , xn) = λf(x1, . . . , xi, . . . , xn).

Définition 4.3 (Forme n-linéaire). Dans la définition 4.2, si W = R alors on dit
que f est une forme n-linéaire.

Définition 4.4 (Applicaton multilinéaire alternée). Soit V un K-espace vectoriel
et f : V n → R une forme n-linéaire. On dit que f est alternée si

f(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = 0 dès que xi = xj pour i 6= j.

87
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4.2 Déterminant d’une matrice carrée

4.2.1 Premières définitions
Théorème 4.5. Soit V un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base
B = (e1, . . . , en). Alors, il existe une unique forme n-linéaire et alternée f : V n → R
tel que f(e1, . . . , ei, . . . , en) = 1.

Définition 4.6 (Déterminant). On appelle déterminant l’unique forme n-linéaire
et alternée qui vérifie les conditions du théorème 4.5

Soient

v1 =


a11
a21
...
an1

 , v2 =


a12
a22
...
an2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...
ann


des vectuers de V dont les coordonnés sont dans la base B. On note :

det
B

(v1, v2, . . . , vn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · · · · · a2n
... ... . . . . . . ...
... ... . . . . . . ...
an1 an2 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Définition 4.7 (Déterminant d’une matrice carrée). Soit A une matrice carrée
de dimension (n, n) et à coefficients dans K. On appelle déterminant de A le
déterminant des vecteurs colonnes.

4.2.2 Propriétés des déterminants
Propriétés 4.8. Soit A une matrice carrée de dimension (n, n).

1. (a) Si A a une ligne (ou une colonne) de zéros alors det(A) = 0.
(b) Si A a deux lignes (ou deux colonnes) identiques alors det(A) = 0.

2. Si on échange deux lignes (deux colonnes) d’un déterminant alors on change
le signe de ce déterminant.

3. On ne modifie pas un déterminant si on ajoute une ligne (resp. une colonne)
une combinaison linéaire des autres lignes (resp. des autres colonnes).

4. Si on multiplie une ligne (resp. une colonne) d’un déterminant par un scalaire
λ, alors le déterminant est lui-même multiplié par λ.



4.2. DÉTERMINANT D’UNE MATRICE CARRÉE 89

5. Si A est une matrice triangulaire d’ordre n alors det(A) correspond au produit
des termes diagonaux.

6. det(AB) = det(A) det(B).
7. det(AT ) = det(A).
8. det(A−1) = 1

det(A) .
9. det(λA) = λn det(A).

Remarques 4.9. Compte tenu des propriétés 4.8,
1. det(An) = det(A)n.
2. det(In) = 1.

4.2.3 Calcul pratique de déterminants
Matrice carrée d’ordre 2

Définition 4.10. Soit A un matrice carrée d’ordre 2 telle que :

A =
(
a b
c d

)
.

Le déterminant de la matrice A est :

det(A) =
∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ = a× d− c× b.

C’est la différence des produis des termes diagonaux.

Exemple 4.11. Soit

A =
(

2 5
1 2

)
.

Alors le déterminant de A est :

det(A) =
∣∣∣∣∣2 5
1 2

∣∣∣∣∣ = 2× 2− 1× 5 = −1.

Matrice carrée d’ordre 3

Définition 4.12. Soit A une matrice carrée d’ordre 3 telle que :

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


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La formule suivante (appelée règle de Sarrus) permet de calculer le déterminant de
A :

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33+a21a32a13+a31a12a23−a31a22a13−a11a32a23−a21a12a33.

Exemple 4.13. Soit la matrice M suivante

M =

1 0 1
2 1 1
1 1 0

 .
Alors, d’après la règle de Sarrus,

det(M) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
2 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
= 1× 1× 0 + 2× 1× 1 + 1× 0× 1− 1× 1× 1 + 2× 0× 0 + 1× 1× 1
= 0 + 2 + 0− 1− 0− 1 = 0.

Remarque 4.14. La règle de Sarrus n’est valable que pour les matrices carrées
d’ordre 3 et n’est absolument pas généralisable.

Calcul d’un déterminant d’ordre n

Définition 4.15 (Mineur d’un coefficient). Soit A une matrice carrée d’ordre n
telle que : 

a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · · · · · a2n
... ... . . . . . . ...
... ... . . . . . . ...
an1 an2 · · · · · · ann


et on considère :

∆ = det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · · · · · a2n
... ... . . . . . . ...
... ... . . . . . . ...
an1 an2 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On appelle mineur du coefficient aij (noté ∆ij), le déterminant d’ordre n− 1 extrait
de det(A) en enlevant la ie ligne et la je colonne.
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Définition 4.16 (Cofacteur d’un coefficient). Soient A et ∆ de la définition 4.15.
On appelle cofacteur du coefficient aij,

Xij = (−1)ij∆ij.

Proposition 4.17 (Développement selon une ligne). Soit :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · · · · · a2n
... ... . . . . . . ...
... ... . . . . . . ...
an1 an2 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Alors :
∆ =

n∑
j=1

aijXij (4.1)

est le développement de ∆ par rapport à la ie ligne.

Proposition 4.18 (Développement selon une colonne). Soit :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · · · · a1n
a21 a22 · · · · · · a2n
... ... . . . . . . ...
... ... . . . . . . ...
an1 an2 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Alors :
∆ =

n∑
i=1

aijXij (4.2)

est le développement de ∆ par rapport à la je colonne.

Théorème 4.19. Les égalités (4.1) et (4.2) sont valables pour tout 1 ≤ i ≤ n
(pour (4.1)) et 1 ≤ j ≤ n (pour (4.2)).

Exemple 4.20. Pour calculer la matrice ci-dessous :

A =

7 3 3
3 1 2
3 2 1

 ,
nous pourrions calculer le déterminant grâce à la règle de Sarrus (développée à la
section précédente). Nous allons utiliser la méthode des cofacteurs pour calculer
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le déterminant de A. On remarque que si nous faisons L1 ← L1 − (L2 + L3), on
obtient :

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
7 3 3
3 2 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
3 2 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ .
Le déterminant n’est pas changé (voir les propriétés 4.8). Il suffit maintenant de
développer selon la première ligne :

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
3 2 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣∣ = 1 · (4− 1) = 3.

4.3 Applications

4.3.1 Interprétation géométrique
Proposition 4.21 (Déterminant et volume). Soient v1, . . . , vn des vecteurs de Rn.
On considère S le parallélépipède déterminé par :

S = {α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnun, αi ∈ [0 , 1] pour 1 ≤ i ≤ n} .

Si V (S) est le volume de S (ou surface si n = 2) alors :

V (S) = |det(v1, . . . , vn)| .

| det(v1, v2)|

v1

v2

Figure 4.1 – Déterminant et aire d’un parrallélogramme

4.3.2 Indépendance linéaire
Proposition 4.22 (Déterminant et indépendance linéaire). Soit V un K-espace
vectoriel de dimension n muni d’une base (e1, e2, . . . , en). On considère (v1, . . . , vn)
une famille de n vecteurs dans V . (v1, . . . , vn) sont linéairement indépendants si et
seulement si det(v1, . . . , vn) 6= 0.
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Remarque 4.23. On considère les données de la proposition 4.22. D’après la
proposition 3.24-(ii), on a aussi « (v1, . . . , vn) est une base si et seulement si
det(v1, . . . , vn) 6= 0 ».

Exemple 4.24. On souhait étudier l’indépendance linéaire des vecteurs de R4 :

v1 =


1
0
0
1

 , v2 =


2
−2
4
0

 , v3 =


3
6
0
3

 , v4 =


0
4
2
0

 .

Pour cela, on compose la matrice M(e1,e2,e3,e4)(v1, v2, v3, v4) telle que (e1, e2, e3, e4)
est la base canonique de R4

A = M(e1,e2,e3,e4)(v1, v2, v3, v4) =


1 2 3 0
0 −2 6 4
0 4 0 2
1 0 3 0

 .

On calcule maintenant le déterminant de A. Pour cela, on remarque que si on fait
L4 ← L4−L1, on obtient à la première colonne, une colonne avec un 1 en première
ligne et que des 0 ensuite :

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 0
0 −2 6 4
0 4 0 2
1 0 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 0
0 −2 6 4
0 4 0 2
0 −2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·

−2 6 4
4 0 2
−2 0 0



On peut ensuite développer selon la dernière ligne du dernier déterminant :

det(A) =

−2 6 4
4 0 2
−2 0 0

 = −2
(

6 4
0 2

)
= −2(6× 2− 0× 4) = −24.

D’où (v1, v2, v3, v4) sont linéairement indépendants.

4.3.3 Déterminant et inverse d’une matrice
Théorème 4.25 (Critère d’inversibilité). Soient V etW deux K-espace vectoriel de
dimension n munis respectivement de la base B = (e1, . . . , en) et B′ = (e′1, . . . , e′n).
On considère f : V → W une application linéaire et M = M(B,B′)(f). f est un
isomorphisme (ce qui est équivalent à dire que M est inversible) si et seulement si
det(M) 6= 0.
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Définition 4.26 (Matrice adjointe, co-matrice). Soit A une matrice carrée d’ordre
n. On appelle matrice adjointee A (ou co-matrice de A) la matrice des cofacteurs
Xij des éléments aij de A (qu’on noté adj(A) ou com(A)).
Exemple 4.27. Soit

A =

1 0 2
0 1 1
0 2 1

 .
La matrice adjointe de A est :

adj(A) =

−1 0 0
−4 1 2
−2 2 1


Théorème 4.28. Soit A une matrice carrée d’ordre n et inversible (donc det(A) 6=
0)). On a alors :

A−1 = 1
det(A)(adj(A))T .

Exemple 4.29 (Cas d’une matrice carrée d’ordre 2). Si

A =
(
a b
c d

)
alors

adj(A) =
(
c −d
−b a

)
.

D’où :
A−1 = 1

det(A)

(
c −b
−d a

)
= 1

(ac− bd)

(
c −b
−d a

)
.

4.3.4 Système de Cramer
Soit le système d’équation linéaires carré suivant :

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1
...

an1x1 + · · ·+ annxn = bn

(4.3)

où les coefficients aij ∈ K et bi ∈ K pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n. On rappelle que
si :

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann

 , X =


x1
...
xn

 , et B =


b1
...
bn

 ,
(4.3) se réécrit AX = B.
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Proposition 4.30. On considère le système d’équations linéaires (4.3). (4.3) admet
une unique solution si et seulement si det(A) = 0.
Définition 4.31 (Système de Cramer). On dit que le système d’équations linéaires
carré (4.3) est de Cramer si det(A) 6= 0.
Proposition 4.32. Pour 1 ≤ i ≤ n, on définit Ai la matrice obtenue en remplaçant
dans A, la ie colonne par le vecteur B. Les solutions d’un système de Cramer
s’écrivent alors :

xi = det(Mi)
det(M) , pour 1 ≤ i ≤ n.

Exemple 4.33. On veut résoudre :
2x − 3y + z = 1
x + y − z = 0
3x + y + z = 1

(4.4)

On obtient alors :

A =

2 −3 1
1 1 −1
3 1 1

 , X =

xy
z

 et B =

1
0
1

 .
On peut vérifier que det(A) = 14 6= 0 donc A est inversible et (4.4) est de Cramer.
Les solutions sont donc :

x =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 1
0 1 −1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 1 −1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 4

14 = 2
7 ,

y =

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 0 −1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 1 −1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
= − 1

14 ,

z =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 1 0
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 1 −1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 3

7 .
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4.4 Exercices
Exercice 4.1. On dit qu’une matrice A est nilpotente s’il existe m ∈ N tel que
Am = 0. Calculer le déterminant d’une matrice A nilpotente.

Exercice 4.2. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

A =
(

1 0
2 1

)
, B =

(
2 1
3 1

)
, C =

(
4 1
12 3

)
, D =

(
10 2
1 4

)
.

Exercice 4.3. Calculer, grâce à la règle de Sarrus, le déterminant des matrices
suivantes :

A =

2 0 0
1 1 1
0 0 1

 , B =

0 0 0
1 2 2
2 1 1

 , C =

−1 −1 −2
1 2 3
1 0 1

 .
Exercice 4.4. Calculer le déterminant des matrices suivantes :

B =


26 13 6 6
13 7 3 3
6 3 2 1
6 3 1 2

 , C =


102 51 26 12 12
51 26 13 6 6
26 13 7 3 3
12 6 3 2 1
12 6 3 1 2


et comparer le résultat avec A de l’exemple précédent.

Exercice 4.5. Calculer les déterminants suivants :

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 1
3 −3 2
−6 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a −a a
b 0 −b
2 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣ , a, b ∈ R

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 1 −3
−3 3 2 3
−1 2 0 0
3 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
−1 0 1 · · · 1
−1 −1 0 · · · 1
... ... ... . . . ...
−1 −1 −1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Exercice 4.6. Étudier l’indépendancce linéaire des familles de vecteurs :
1. {(1, 7, 3), (4, 9, 2), (6, 8, 1)},
2. {(2, 3,−3, 1), (−1, 4,−1, 0), (1,−6,−3, 2), (1, 1, 3, 2)}.
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Exercice 4.7. Calculer la matrice adjointes des matrices suivantes :

A =

 1 0 2
3 2 −1
−1 0 1

 , B =

−2 −1 1
0 1 1
1 −2 1

 , C =

0 1 −1
2 3 1
3 2 1


Exercice 4.8. 1. Dire si les deux matrices suivantes sont inversibles ou non :

A =

1 0 1
0 1 2
1 2 3

 et B =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .
2. Si oui, calculer la matrice inverse.
3. Déterminer le rang de A et de B.

Exercice 4.9. Vérifier si les systèmes suivants sont des systèmes de Cramer et les
résoudre, par la méthode de Cramer :

x + 2y + 3z = 4
x − y + z = 5
x + y − 2z = 6

(S1)


λx + y + z = λ
x + λy + z = λ+ 1
x + y + λz = 3

. (S2)
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