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Chapitre 1

Suites et séries de fonctions

1.1 Convergence simple et convergence uniforme

1.1.1 Convergence simple

Définition 1.1.1. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions numériques toute défnie sur un méme
ensemble X. On dit que (f,,) converge simplement sur X si pour tout € X, la suite numérique

(fnu(2))n>0 converge.

Définition 1.1.2. La limite simple de (f,,)n>0 est alors la fonction f définie sur X par f(x) =
lim fn(x). On dit alors que (f,,)n>0 convrege simplement sur X vers f.

Définition 1.1.3 (Traduction de la Définition 1.1.1. et Définition 1.1.2.). (f,,),>0 converge
simplement sur X vers f si et seulement si on a :
(¥ € X)(¥e > 0)(@N (e, ) € N¥n)(n > N(e,a)) = (|fule) — (z)] < o)

Exemple 1.1.1. X =R et f,(z) = |cos(x)|™. Soit = € R, la suite (| cosz|"),>0 est une suite
géométrique de raison | cos x|.

o Six & nZ alors |cosx| < 1 et lim, .o fu(x) =0.

e Siz e nZona f,(r) =1 pour tout n, en particulier lim,_, o, f,(z) = 1.
Conclusion : (f,)n>0 converge simplement sur R verrs la fonction f définie par :

f<x>:{Osix¢7rZ

l1six € nZ

Remarque. Les fonctions f,, sont toutes continues sur R mais ici la limite simple f ne l’est pas.
La convergence simple n’est pas une bonne notion de convergence (des propriétés élémen-
taires comme la continuité ne sont généralement pas respectés par passage a la limite simple).

Exemple 1.1.2. X = [0,+o00[ et f,(z) = n*ze ™. Soit z € [0,+o0], on étudie la suite
numérique (f,(x)).
e Siz =0 f,(0) =0 pour tout n € N en particulier, lir+n fn(0) =0
e Six >0, fu(r) = xzn?a" avec a = e~* € [0, 1]. Par le théoréme des croissances comparées,
on a lirf fo(x) =0.

Conclusion : (f,)n>0 converge simpelement sur [0 4 oo[ vers la fonction nulle.
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1.1.2 Convergence uniforme

Définition 1.1.4. On reprend les mémes notations que la Défintion 1.1.1.. On dit que (f,,)n>0
converge vers f uniformément sur X si on a la propriété suivante :

(Ve > 0)(3N(e) € N)(Vn)(n > N(e)) = (Vo € X, [fu(z) — f(2)] <€)
Comparaison avec la convergence simple On rappelle la définition de la convergence
simple

(Vz € X)(Ve > 0)(IN(g,2) € N)(Vn)(n > Ni(e,2)) = (|fulz) — f(2)] <¢)

Ce qui est important : dans la Définition 1.1.3. l'eniter N(¢) ne dépend pas d’un point z
particulier. Dés que n > N(¢), la majoration |f,(z) — f(z)| < € est valable en tout point de z
de X.

Géométriquement,

24 £

\

A partir du rang N (e), le graphe de f,, est entierement contenue dans une bande de largeur 2¢
centré sur le graphe de f.

5 10

Remarque. Si (fn)n—o converge vers f uniformement sur X alors (f,),>¢ converge aussi vers f
simplement sur X.

En pratique, on peut donc utiliser la convergence simple pour trouver la limite eventuelle
d’une suite de fonctions et ensuite on regarde si la convergence est uniforme sur X.

Exemple 1.1.3. X = [0, +00], fu(z) = ;7. Pour tout € X, on a lirf f_ =0, (fu)n>0
n—+too T 4+ n =

converge simplement vers la fonction nulle sur X. Soit :

f X — R

r +— 0

1
§5<:>x§€x+n5©(1—5)x§n5@n2(—1):5
€

[ful2) = fl)] <& &

Pour que la propriété |f,(x) — f(z)| < € soit vérifiée en tout point = de X, il faut et il suffit :

r+n

1
‘v’xGX(—l)xgn
€
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Pour 0 < ¢ < 1, ceci est impossible pcar :
1
( — 1> sup X = +o0
€

La convergence n’est pas uniforme sur X.

Remarque. La définition de la convergence simple est vérifiée avec Ni(g,x) qui est égale au plus
petit entier supérieur ou égal & (2 — 1)z,

Géométriquement :

2_

_2_

lim f,,(x) = 1 pour x — +o00 donc I'f,, ne peut étre dans la bande {(z,y), —e <y < e} (pour
e <1).

1.1.3 Criteére de Cauchy uniforme
Critére pratique

Soit (fn)n>o suite de fonctions numériques définies sur X et soit f définie sur X. On pose
M,, = sup |f.(z) — f(z)] € R. On a la proposition suivante :
rzeX

Proposition 1.1.1. La suite (fy,)nz0 converge vers f uniformement sur X si et seulement si
ona lim M, =0.

n—-+o0o

Remarque. La condition lim M, = 0 implique en particulier que la quantité M, soit finie a

n—-+00

partir d'un certain rang.

Démonstration. C’est une reformulation de la Définition 1.1.3.

(Ve > 0)(IN(e) € N)(VYn)(n > N(e)) = (Vx € X|fu(x) — f(z)| < ¢)

(Ve € X|fule) = f(a)] < o) © (sup Fule) - @) < ) o (M, <o)

zeX
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Exemple 1.1.4. X = [0, +o00][, f,(z) = n®ze™™*. On a vu dans 'Exemple 1.1.2.; que (f,)n>0
converge simplement sur X vers :

f X = R
r +— 0

On cherche alors M,

z |0 % +00
fllx)] + 0 =
M,
f / N\
0 0
1 2.
n n e
Or lirf M,, = 400 donc la convergence n’est pas uniforme sur [0, +-o00|.
Soit un réel a > 0, on considére X, = [a, +oo[. Comme % — 00, ON a % < a a partir d'un

certain rang n(a) (= B} +1). pour n > n(a), on a donc sup |f,(z) — f(x)| = n*ae ™™ = f.(a).

TEXq

Si on pose M® = sup | fu(z) — f(x)], on voit ainsi que liril M@ =0, par conséquent (f,,)n>0
x€X, n—-roo

converge vers la fonction nulle uniformément sur [a, +oo[ (et ceci pour tout a > 0, bien qu'il
n’y ait pas convergence uniforme sur [0, +00.

Attention :. La notion de convergence uniforme n’a de sens si ’on précise sur quel ensemble.

Géométriquement :
1.4
12
10
0,2
0,6
0,4
0,2
o _ \k T . T .
0 2 4 8 3 10

La convergence absolue sur RT coince & cause de cette bosse : ¢’est une boose glissante (ici,
elle est d’hauteur 2 au point d’abscisse 1). Pour a > 0, la bosse est a I'extérieur de la [a, +o00]

a partir d'un certain rang et le probléme disparait. D’ou la convergence uniforme sur [a, +00].
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Critere de Cauchy uniforme

Theoréme 1.1.2. Avec les mémes notations du paragraphe précédent, les propriétés suivantes
sont équivalentes.

A/ La suite (fn)n>0 converge vers f, uniformément sur X.

B/
(Ve > 0)(3N(e) € N)(vp)(Yg)(p,q = N(¢)) = (Vo € X|fp(2) — fo(z)] <€)

Démonstration. (A = B) D’apres la définition de la convergence uniforme sur X :

(Ve > 0)[3N'(e) € N)(¥n)(n > N'(c) = (Vz € X|fulz) — f(z)| < &)

12 N(o) = (Vo € X, 1,(2) - f()] < )
Or |fp(x) = fo(2)| < [fp(x) — f(2)] 4+ | f(z) = fy(x)| et donc :

(p= N(e) et ¢ > N(e)) = (Vo € X[fp(x) = fy()] <

On pose N(g) = N’ (%) :

P2 NE) = (Yo e X, Ifya) - (o) <

NI Do M

—i—%zs)

DN ™

(B = A) Premiere étape : B = pour tout z de X, la suite numérique (f,(x))n>0 est de
Cauchy dans R et C. Ainsi B = Vz € X, (f.(z))n>0 converge dans R ou dans C. Cela
veut dire que (f,)n>0 a une limite simple f sur X.

Deuxieme étape : On reprend B, on fixe un entier p > N(g). On a alors Vo € X, Vq €
N(e), |fo(z) — fy(x)] < e. En faisant tendre g vers +oo, Vo € X, |f,(x) — f(z)| < e.
On a montré :

(p = N(e) = (Vo € X, [fp(z) = f(z)] <€)

O

1.2 Convergence uniforme et commutation de la limite

1.2.1 Théoréme de la continuité

Theoréme 1.2.1. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions numériques sur un intervalle I sur R.
Soit xg € 1. Si les f, sont toutes continues en xq et si la suite (f,) converge uniformément sur
1 vers [ alors f est continue en xy.

Remarque. (i) En particulier, si les f,, sont continues sur I et si (f,),>0 converge vers f
uniformément sur [ alors f est continue sur /.

(ii) Le résultat n’est plus vrai si on remplace I'hypothese de convergence uniforme par la
convergence simple.

Démonstration. On sait que :
(Ve > 0)(Fd(e,n) > 0)(Vx € I)([x — zo] < d(e,n)) = (|fu(x) — fulzo)] <€) (%)
(%) est la continuité de f, au point .

(Ve > 0)(3N(e) eN)(n = N(e)) = (Vo € [, | fulz) — f(x)| <) (%)
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(x%) est la convergence uniforme de (f,,) sur I.
[f (@) = f(xo)| = |f(x) = ful2) + ful2)) = ful@o) + fulwo) — f(20)|
< [J(@) = fu(@)| + [fal@) = fal@o)| + [ fnl2o) — f(20)]

A B c
On fixe un indice n > N(e), par exemple n = N(g) (on a donc A < e et C' < ¢). On pose alors
d'(e) = (e, N(¢)) Posons |z — zy| < §'(g), on aura B < e. On a démontré :

(Ve > 0)(30'(e) > 0)(Vz € I)(|x — zo| < 6'(e)) = (|f(z) — f(=o)] < 3¢)

C’est la continuité de f en x. O]

1.2.2 Commutation des limites
Définition 1.2.1. La continuité de f,, s’écrit : gchrg fn(x) = fulzo).
—X0
La continuité de f en xy s’écrit lim f(z) = f(xg).
T—x0

Remarque. La conclusion du Théoréme 1.2.1. peut donc s’écrire

lim (lim fn(:c)) = lim (hm fn(x)>

Tr—x9 \N—00 n—-+4oo \r—xo

f(@) fn(z)

C’est la convergence uniforme sur I qui a permis de permuter le passage a la limite. On peut
généraliser ce résultat.
Theoréme 1.2.2 (Théoreme de commutation ou de la double limite). Soit (f,).>0 suite de
fonctions définies sur I = [a,b] avec b € RU {4+00}. On suppose que :

1. Pour tout n, la fonction f, a une limite l,, dans R (ou dans C) au point b.

2. La suite (fn)n>0 converge vers une fonction f uniformément sur I.
Alors :

1. la suite numérique (l,)n>0 a une limite I dans R (ou dans C).

2. hr% f(z) existe et vaut [.
Sous forme condensée 2. s’écrit :

lim lim f,(z) = lim lim f,(x)

r—bn—oo n—-+oo r—b

Démonstration. D’apres le critere de Cauchy uniforme :
(Ve > 0)(3N(e) e N)(Vp)(Yg)(p = N(e) et ¢ = N(e)) = (V& € L [fp(z) — fy(x)] <€)
Soient p > N(¢) et ¢ > N(¢). On a :
Vo € [a,b], [fp(x) = fy(x)] < e

On fait tendre x vers b, on ovtient :
= lg| < e
La suite (I,,)n>0 est donc de Cauchy dans R (ou dans C), par conséquent, elle converge vers une
limite [ € R (ou C).
De la, on écrit :
|f(2) =1 < f(z) = ful@)| + | ful@) = Tn| + [l =]
——

A B

On majore A et C' par ¢ pour un certain N(¢) assez grand en utilisant :
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* la convergence uniforme de (f,) vers f par A.
* la convergence de (1,,) vers [ par C'.
L’entier n = N(e) étant fixé, on majore B par € en utilisant I'hypothese lirri folz)=1,. O

1.3 Intégration et dérivation

1.3.1 Théoreme d’intégration

Theoréme 1.3.1. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions continues sur un intervalle fermé borné
la,b]. On impose que (f,)n>0 converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f. Alors :

b b
tim [ fu() = [ foar
Démonstration. La fonction f est continue sur [a,b] comme limite uniforme d'une suite de
fonctions continues, en particulier, elle est intégrable sur [a, b] et :

b b
|ty = [ pwa| =

[t = sena] < [ 15,0 - seolar

On utilise 'hypothéese de la convergence uniforme :

(Ve > 0)(3N(e) € N)(Vn)(n = N(e) = (VL € [a,0][fu(t) — F()| <3=0)

b—a

On a alors :

(n2N(€)z><

/abfn(t)dt—/abf(t)dtD S/abbiadt: (b_a>bia _ .

d’ou le résultat. N

Remarque. (i) Le théoreme reste vrai si on remplace “continues sur [a,b]” par “Riemann-
intégrable sur [a,b]” (f est alors Riemann-intégrable).

(ii) C’est un théoreme e commutation de limites. La conclusion s’écrit :

b b
Jm [Cr@d= [ m f0d ()

et l'intégrable de a a b définie par passage a la limite des sommes de Riemann (ou de
Darboux).

(%) est généralement fausse lorsqu’il n’y a pas convergence uniforme sur [a, b].

Exemple 1.3.1. Pour n > 1, on consideére f, définie sur [0,1] comme fonction définie par
IMOrCceaux.
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Convergence simple : A partir d’un certain rang, on a + < x et f,(x) = 0. En particulier
lim =0.Siz=0, f,(0) = 0 pour tout n.

n——+00
La suite (f,)n>0 converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

1 1
/ fu(t)dt = 5 (aire du triangle hachurée)
0

donc lim / fu(t) —. En revanche,

n—oo

1 1
/ lim fo( )dt:/ 0dt = 0
0 n—+too 0

La convergence de (f)n>0 vers f n’est donc pas uniforme sur [0, 1] (ce la impliquerait 1'égalité :

Jim [ e = [ (o
Remarque. Ici, M, = sup |f.(x) — f(x)] =n.

z—[0,1]

Attention :. La convergence uniforme n’est qu'une condition suffisante de commutation. Il

b b
peut arriver que lirf / fa(t)dt = / lirf fn(t)dt sans convregence uniforme.

1.3.2 Dérivation

La convergence uniforme d’une suite de fonctions dérivables sur un intervalle de R ne suffit
pas, en général, pour obtenir la dérivabilité de la limite.

Exemple 1.3.2. Pour n > 1, on regarde :
fn o R — R

T = xQ—i—%

Les f,, sont indéfiniment dérivables sur R (composées d'un polynoéme a valeurs > 0 et de la
fonction racine). Pour tout x € R, on a : lirJP fn(z) = V2?2 = |z|. La suite (f,,)n>1 converge
n—-+0oo -

simplement sur R vers :
f R —- R

z = |zl

qui n’est pas dérivable en 0. Pourtant la convergence est uniforme sur R. En effet, Vax € R,

1 (Va2 + L= va?) (a2 + L - Va?)
) = (Ja24+ = — Va2 =
f(z)] +— \/m+\/ﬁ

2 1 2
= — 1 1
_ x+n x 1 <

11
NS N e S AR N e

1
donc M, = sup |f.(x) — f(z)] < — (en fait M, = —, il est atteint en x = 0). On a
z€[0,1] n vn

hﬁl M,, = 0 et la convergence est donc uniforme sur R.
n—-roo

|fn(x) -

—_

%\H

Theoréme 1.3.2. Soit (f,)n>0 suite de fonctions de classe C' sur un intervalle I de R. On
suppose que :
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1. (fa)n>0 converge simplement vers une fonction f sur I.

2. La suite des dérivées (f))n>0 converge uniformément vers une fonction f sur I. Alors f
est de classe C* sur I et f' = g.

/
Remarque. f' = ¢ peut s’écrire ( lim fn> = lim f/. On a commuté de la limite avec
n—-—+00 n—-+00

Iopérateur de dérivabilité.

Démonstration. Soit xy € I. Puisque chaque f, est de classe C! sur I, on a :
Vo € I, folw) = fuleo) + [ fubydt  (+)
o

Les f/ sont continues sur U'intervalle fermé borné [z, z] (ou [z, zo]) et (f})n>o converge unifor-
mément sur cet intervalle vers g. D’apres le théoreme d’intégration, on a donc :

T

im [ (t)dt = / g(t)dt

n—-+0o0 J 0

On a aussi lirjp fulz) = f(x) et ligl fu(xg) = f(z0). En faisant tendre n — oo dans (%) on
obtient :

Ve eI, f(z) = flxo) +/x:g(t)dt

f est donc une primitive sur I de la fonction continue A. D’otu le résultat. O]

Complément

(i) Dans les hypotheéses du Théoréme 1.3.2.; la convergence de (f,)n>0 vers f est alors
automatiquement uniforme sur les sous-intervalles bornés de 1.

(ii) On peut remplacer partout “C'” par “dérivable” mais la preuve est alors différente (la
relation (%) n’est plus vraie).

1.4 Séries de fonctions

1.4.1 Définitions, généralités

Définition 1.4.1. On appelle série de fonctions de terme général f,, la donnée d’'un couple
((fn)n>0, (Fr)n>0) de suites de fonctions définies sur un méme ensemble X et liés par la condi-
tion.

Ve € X,Vn >0, F,(x) = fo(x) + ... + fu(z)

On note Y f,, la série de fonctions de terme général f,,.

Définition 1.4.2. On dit que la série converge simplement (respectivement uniformément)
sur X lorsque les suites de sommes partielles (F),),>o converge simplement (respectivement
uniformément) sur X. La limite (simple ou uniforme) F' de (F},) est appelée somme de la série

et on note :
(o)
F=> fa
n=0

Le N-ieme reste de la série est la fonction F' — Fy = Z fn-

n=0
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Définition 1.4.3. L’étude de la convergence simple de Z fn se ramene a 1’étude pour tout
n>0
x de X, de la convergence de la série numérique Z fn(x) lorsqu’il y a convergence et on a :

Fla) = 5 fulo). "

Remarque. Les théoremes obtenus sur les suites de fonctions peuvent s’adapter immédiatement
aux séries de fonctions.

Theoréme 1.4.1 (Théoreme de continuité). Soit Z fn série de fonctions sur un intervalle I

n>0
de R et soit xog € I. Si les f, sont toutes continues au points xy et si la série Z fn converge
n>0
o0
uniformement sur I, alors la somme F = Z fn de la série et continue en xg.
n=0

Démonstration. Soit la suite des sommes partielles :

L’hypothese de convergence uniforme dit que la suite (F},),>o converge uniformement sur I vers
F.

L’hypothese de continutié des f,, implique que les F,, sont continues en xzy. D’apres le
Théoréme 1.2.1., la fonction F' est continue en xg. O]

Remarque. En particulier, siles f,, sont toutes continues sur [ et si Z fn converge uniformément
n>0
sur [ alors F' est continue sur /.

Theoréme 1.4.2 (Théoréme de commutation ou de "la double limite"). Soit »_ f,, série de
n>0
fonctions sur un intervalle [a,b[, b € RU {+0c0}. On suppose que :
x Pour tout n >0, la fonction f, a une limite u, dans R (ou C) en b.
x La série de fonctions converge uniformément sur [a, b|.
Alors :

x la série numérique Z Uy CONVETgE.
n>0

* Si on appelle F(z) =Y fu(x), la fonction F a une limite et on a :
n>0

r—b

lim F(z) = iun (%)

Remarque. La relation (%) s’interpréte comme une relation de permulation de limite. En effet,
(%) s’écrit aussi :

li 3 fu() = 3 lim £ (2)

Theoréme 1.4.3 (Théoréme d’intégration). Soit Z fn série de fonctions continues sur un
n>0

intervalle fermé, borné |a,b]. On suppose que la série converge uniformément sur [a,b]. On
(o]

appelle F' sa somme. Alors la série numérique Z fn(t)dt converge et on a :
n>0"%

/abF(t)dt — g/b faOdt (+%)
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Remarque. (%) s’écrit encore :

Kﬁﬁmazéfhwu

Theoréme 1.4.4 (Théoréme de dérivation). Soit Y f, série de fonctions de classe C* sur un
n>0
intervalle I de R. On suppose que :
x la série Z fn converge simplement sur I.
n>0

x la série des dérivées Z f1 converge uniformément sur I.

n>0
00

Alors : la somme F = Z fn est de classe Ct sur I et on a :

n=0
F'=> 1
n=0

Probléme. Obtenir des conditions nécessaires, suffisantes, ou nécessaire et suffisante de conver-
gence uniforme d’une série de fonctions a partir du terme général.

1.4.2 Une condition nécessaire pour la convergence uniforme
Proposition 1.4.5. Si Z fn converge uniformément sur X alors la suite (f,)n>0 converge
n>0

uniformément vers la fonction nulle.

Démonstration. Soit F,, = fo+ f1 + ... + f.. L’hypotese de convergence uniforme de Z fn sur

n>0
X se traduit par :
(Ve > 0)(IN(e) e N)(VYn)(n > N(¢)) = (Vx € X, |F,(z) — F(z) < ¢)
ou F désigne la somme de la série.
On remarque que f,, = F,, — F,_1. Pour n > N (%) +1,ona:
F,_ —F <E
vo e x, B — P < 5
|Fa(z) = F(2)] < 5
d’ou : .-
|Fa(2) = Far(2)] < [Fa(2) = F(2)| + [Fa(z) = Faa(z)| < 5 + 5 <€
On a montré :
N>N(§)+1=VreX, |fu(z)| <e
C’est la convergence de (fy,)n>0 sur X vers la fonction nulle. O

1.4.3 Une condition nécessaire et suffisante pour la convergence ab-
solue : condition de Cauchy
Theoreme 1.4.6. Soit Z fn une série de fonctions définies sur un ensemble X . Les propriétés

n>0
sutvantes sont équivalentes :



Chapitre 1. Suites et séries de fonctions 15

A/ La série Z fn converge sur uniformément sur X.
n>0

B/ (Ve > 0)(AN(e) e N)(Vn)(n > N(e)) = (Vk e N*, Ve € X, |fr1(x) + ... + fran(z)| < €

Démonstration. C’est une reformulation du critere de Cauchy pour les suites convergentes. En

effet, d’apres cette condition n converge uniformément sur X si et seulement si :
) )
n>0

(Ve > 0)(3N(e) € N)(vp)(Vg)(p = N(e) et ¢ = N(e)) = (Vz € X, [Fy(x) — Fy(x)| <€)

p et q jouant des roles symétriques, on peut supposer que p > ¢. La condition p > ¢ > N(¢)
peut s’écrire ¢ = n avec n > N(e), p = n+ k avec k > 1. On a alors F,(x) — F,(z) =
Foix(x) — Fo(z) = fon1(z) + ... + frnik(x) et on est ramené a B)/. O

On va maintenant donner deux conditions suffisantes de convergence uniforme de la condi-
tion de Cauchy.

1.4.4 Convergence normale

Définition 1.4.4. On dit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur X si la
n>0
quantité :
My, = sup | fu(2)|

rzeX

est finie a partir d’un certain rang ng et si la série numérique Z M,, converge.
n>ng

Theoreme 1.4.7. Si Z fn convrege normalment sur X alors elle converge uniformément sur
n>0

X.
Démonstration. Pour tout = de X, on a :
’fnJrl(x) +. fnJrk(x)’ < ’fnJrl(x)’ +..t ’fnJrk(x)‘ < Mn+1 Tt Mn+k (*)

L’hypothese de convergence de Z M,, implique que cette suite vérifie la condition de Cauchy
n>ng
pour les séries numériques :

(Ve > 0)(3N(e) e N)(Vn)(n > N(¢)) = (Vk € N*), [Mpp1+ ...+ Mypy| < ¢
Compte tenu de la majoration (x) :
B> N(e) = (W € N Vo € X, [fara(2) + o+ fask(@)] < 2)

Z fn vérifie la condition de Cauchy pour les séries de fonctions, donc convergence uniformément
n>0

sur X. =
Remarque (A propos de M,). M, = sup|f,(x)|. On a vu que si » _ f, converge uniformement
reX n>0
sur X alors (f,)n>0 converge vers la fonction nulle uniformément sur X, c’est-a-dire hI_P M,,.
- n—-+0oo

L’hypothese de convergence normale est beaucoup plus forte (convergence de > M,,).
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Définition 1.4.5 (Reformulation de la Définition 1.4.3.). La série »  f, converge nor-
n>0

malment sur X si et seulement si il existe une suite numérique Z a, telle que :
n>0

(i) A partir d'un certain rang ng : Vn > ng, Vo € X, |f.(2)] < ay,.

(ii) ) a, converge.
n>0

Démonstration. On démontre que la Définition 1.4.3. et Définition 1.4.4. sont équivalentes.

1) La convergence normale implique la propriété : il suffit de prendre a,, = M,, pour n > ny.

2) Réciproquement, la propriété (i) de la Défintion 1.4.4., M, < a, pour n > ngy. Notons
aussi que M,, > 0 donc a,, > 0. On conclut que le théoreme de comparaison des séries a
termes positives : la convergence de Z a, implique la convergence Z M,.

n>0 n>ng
O
Exemple 1.4.1. Pour n > 0, soit :
fo ¢+ 0,400 — R
sin(n?z)e "*
T S )R
1+ n?

(i) Vn >0, Va € [0, 4o00[, | fu(2)] < 152

1 1
.. 1 1 s . . s s
(ii) 155z ~ 7z et la série de Riemann ) | — converge donc ) T est une série numérique
n>1
convergente. Conclusion Z fn converge normalement, donc uniformement, sur [0, 4o00.
n>0

Exemple 1.4.2. Pour tout n > 1, on considere :

fo 0,400 — ]lf
x — .
1) Montrer que la série Z fn converge simplement sur [0, +00[, on note F' sa somme.
n>1
2) Montrer que F' est cor:tinue sur [0, +o00].
2

3) En admettant que Z R (Voir Séries de Fourier), montrer que l'intégrale générali-
n

n=1
see :

/ F(t)dt
0

converge et donner sa valeur.
Réponse :
1) Vn>1,Vz € [0, +o0[ :

1
|f(x)] < g car nt 4+ 22 > n?
1
La série de Riemann Z —; converge. La série de fonctions Z fn converge normalment

n>1 n>1
(donc uniformément, donc simplement) sur [0, +0o0.
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2) La série n > 1f, converge uniformément sur [0,4o00[. Les f, sont toutes continues sur
o0

[0, +oc[. D’apres le théoréme de continuit, la somme F' = Y f, est continue sur [0, +oc0|.
n=1
3) Le théoréeme de commuation entre [ et > ne s’applique pas sur l'intégrale généralisée.

On commence par ce qu’on sait faire. Soit x > 0. La série Z fn est une série de fonctions
n>1
continues sur [0, z| et converge uniformément sur [0, z]. Le théoréme d’intégration s’applique

sur [0,z], on a :
| Pty = i/ fu(t)dt
0 =10

gn(@)
(z) /x dt [ 1 ‘ t r 1 tan >
nw(*) = | ———— = | arctan — | = — arctan —;
g o nt+1t? n? n?lo n? n?
T > 1
Pour z > 0, / F(t)dt = Z — arctan — Z gn(z
0 = n?
Existence de lirll F(t)dt? On est ramené a un probléme de commutation entre 111_{1
r—+o00 Jo T—+00
et >
1 T
Vn > 1, Vo € [0, +00], |gn(2)] < = X5
L—’

an

La série numérique Z a, converge donc il y a convergence normale de la série Z gn().
n>1 n>1
7r
Donc » g, converge uniformément sur [0, +oo[. Pour tout n > 1, hI_{l () = o2 Donc :
et n—-+oo n
on peut appliquer le théoreme de la double limite. Il dit que :

(i) lim Z gn(z) existe (autrement dit que / F(t)dt converge).
0

T——+00 ne1
(ii) lim Z = i lim g,(z) = i S i 1T _ 13 (autrement dit
im0 gn(@) = 2 i onl@) = 2. 55 =5 205 = 556 T 1

3

/Ooo F(t)dt = %).

1.4.5 Théoréme d’Abel-Dirichlet

Il peut arriver que la convergence normale ne fonctionne avec des séries alternées (par
exemple). On a un autre outil :

Theoréme 1.4.8 (Abel-Dirichlet). Soit Z fn série de fonctions sur un ensemble X. On sup-
n>0
pose que f, = e,v, ou les suites de fonctions (£,)n>0 €t (Vn)n>0 ont les propriétés suivantes :

(1) Pour tout x de X, on a : 0 < epq1(z) < en(x).
(2) La suite de fonctions (€,)n>0 converge uniformément vers la fonction nulle (en décroissant).
(3) (3A > 0)(Vn > 0)(Vx € X)(Jvo(x) + ... + vp(x)] < A)

Alors la suite Z fn converge uniformément sur X.
n>0



18 Chapitre 1. Suites et séries de fonctions

Démonstration. On va montrer que (1), (2) et (3) impliquent la condition de Cauchy. On étudie :

for1() + o+ fagr() (*)
pourn>0k>1letze X :

(*) = &nt1 ($)Un+1<x) +o Tt 5n+k(x)vn+k(x>

On pose, pour tout p > 0 :
Vo=1vo+ ...+,

Alors :

(*) = 5n+1(x)(vn+1( ) Vo (x)) + 5n+2(x>(vn+2($) - n+1< )) + ot 5n+k(x)(vn+k($) - Vn+k—1(x>>
= —Va(@)ent1(x) + Va1 () (Ens1(2) — Enpa(®)) + Vira (@) (Ensa(z) — Enss(z))

Fooe + Vigk1(2) (Enti-1(2) — €nin(2)) + Enpr (@) Vigr ()

transformée d’Abel

La transformée d’Abel est un analogue de I'intégration par parties.

[fri1(@) + o+ forw (@) < lenar(@)][Va(@)] 4 lensa (@) — enga (@) [V (2)] + ..

Hlentkh-1(2) + Ensr(@) | Vark-1] + |entr-1(2)]|Vasn(2)| |

Allen+1(@)] + lens1(2) = ensa(@)| + . + [Enta—1(2) — Ensn(@)] + [Ensk(@
[(5n+1( )2 'g Ent1(T) = Enta(®) + oo + Enpk1() — Enik(T) + Enpr(T)]
28n-i—l

Soit € > 0. D’apres I'hypothese (2), il existe un rang N(g) € N tel que :

IA A

(n>N(e) = (Ve € X, |epi(x)] < ﬂ)
= (%) <e, Vke N VreX
La condition de Cauchy est vérifiée : Z fn converge uniformément sur X. O]
n>0
Exemple 1.4.3.
fn R — R
(—=1)" pour n > 1
x
2 +n
fn(z) = en(x)vp(x) avec e,(x) = m2+n et v,(z) = (—1)". La propriété (1) est vraie. De plus,
1
sup |e,(z)| = = ——— 0 ((2) est vérifiée). On a enfin :
z€R n n—+oo
{O si n pair
en() = . .
—1 si n impair

Donc : la propriété (3) est vérifiée. Donc on peut appliquer le théoreme d’Abel-Dirichlet pour
la convergence uniforme de cette série de fonctions.

. 1 N

Remarque. Soit z € X, on a |f,(z)| ~ . Ainsi : > fu(z) ne converge absolument pour aucune
n>1

valeur de n. Elle ne converge pas normalement sur aucun des sous-ensembles et non vide de R

(la convergence normale sur X impliquerait la convergence absolue en tout z € X).
Remarque. Dans le cas général des séries alternées, f,(z) = (—1)"e,(x) ol (g,)n>0 vérifie (1)
et (2), on peut aussi justifier la convergence uniforme en utilisant la majoration du reste des
séries alternées : |F(z) — F,(2)| < ep11(2).
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1.5 Interprétation : espaces normés

1.5.1 Norme sur un espace vectoriel

Définition 1.5.1. Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C). On appelle norme sur E tout
espace N : £ — [0, +oo[ vérifiant :

(N1) N(z) =0« x = 0p (séparation)

(N2) Vx € E,Vk € K, N(Az) = |A\|N(z) (homogénéité)

(N3) Ve € E,Vy € E,N(z+y) < N(x)+ N(y) (inégalité triangulaire)

Exemple 1.5.1 (Exemples de normes). 1. E =R, N = |.| (valeur absolue)

1
n 3
2. E=R", N = |2, l|lzll2 = <§ :ﬁ)
i=1

3. E = C([0,1])r (ensemble des fonctions continues sur U'intervalle [0, 1] a valeurs dans R).
Pour f € E, on pose N(f) = sup |f(x)]. On a bien N : E — [0, 4o0[ car la fonction

z€[0,1]
| f| est postive et bornée sur [0,1] en tant que fonction continue sur un intervalle fermé
borné.
(N1) sup[f(z)| =0 Vo € [0,1],[f(z)| =04 f =0

(N2) Soient A € R f € C([0,1]), Vx € [0, 1]
(AN @)] = IXf (@) = [AlLf ()]

Donc :
N(Af) = Sup ((Af)(@)] = |>\|x8é1[lopl] [f(z)| = AN(f)
(N3) Soient f et g dans C([0,1]) :
N(f+g) = sup [(f +9)(x)| < sup [f(z)+g(x)] < N(f)+ N(9)

z€]0,1] z€[0,1]

N est une norme sur C([0, 1]). On 'appelle la norme de la convergence uniforme sur [0, 1]
et on la note souvent ||. |-

Définition 1.5.2. Un K-espace vectoriel £ muni d’une norme /N est un espace vectoriel normé.
On la note (E, N).

1.5.2 Convergence de suites dans un espace normé

Définition 1.5.3. Soit (x,),>0 suite d’éléments d'un espace vectoriel normé (E, N). On dit
que cette suite converge vers 1’élément = de E si :

lim N(z,—2)=0

n—-+o0o
Exemple 1.5.2. 1) E =R, N =|.| : c’est la notion de convergence habituelle dans R
2) E=C([0,1]), N = ||.]|sc- Soit (fn)n>0 suite d’éléments de C([0, 1]], soit f € C([0, 1]).

[ fn = flloo = S | ful) — f2)] = M,

Donc :
nl_l)I_Poo [fn = fllc =0 < nl_lgloo M, =0

C’est une convergence uniforme.
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1.5.3 Complétude

Définition 1.5.4. Une suite (z,),>0 est de Cauchy dans 'espace normé (E, N) si elle vérifie
la propriété suivante :

(Ve > 0)(3P(e) € N)(vp)(Vg)(p = P(e),q = P(e)) = (N(zp — z) <€)
Exemple 1.5.3. (R, |.|) : on retrouve la définition habituelle de Cauchy dans R.

Exemple 1.5.4. (C([0,1]), ||-]lcc), (fn)n>0 est de Cauchy si elle vérifie la condition de Cauchy
pour les suites de fonctions.

Définition 1.5.5. Un espace normé (E, N) est dit complet (ou de Banach) si toute suite de
Cauchy dans (E, N) converge dans (E, N).

Exemple 1.5.5. (R,|.|) est complet.

Exemple 1.5.6. Une suite de Cauchy dans (C([0,1]), ||.||«) converge uniformément sur [0, 1]
(car elle vérifie la condition de Cauchy) et sa limite est continue comme limite uniforme d’une
suite de fonctions continues.

Conséquence. (C([0,1]), |.||c) est complet.

1.5.4 Interprétation de la convergence normale

Définition 1.5.6. Soit (F, N) un espace normé complet. Une série Z x,, est dite absolument
n>0

convergente dans (E, N) si la série numérique »  N(z,) converge.
n>0

Exemple 1.5.7. (R,|.|) : c’est la notion habituelle de convergence absolue.
Exemple 1.5.8. (C([0,1]), ||-llc) : I falloo = s%pl} | fn(z)|. Alors :
xe|0,
> ||/l converge < > converge normalement sur [0, 1]
n>0 n>0

La convergence normale sur [0, 1] est la convergence absolue dans (C([0, 1]), |.|/c0)-
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Séries entieres

2.1 Généralités - Premieres propriétés

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1. On appelle série entiere, toute série de fonctions Z fnou f, est un monéme
n>0
complexe :

fn o C - C

Par abus, cette série sera notée Z a,2".
n>0

Exemple 2.1.1. La série géométrique »  z" est une série entiére. Elle converge si on a |z| < 1

n>0
> 1
et on a alors Z 2" = .
S0 1—2z
Probleme. 1. Qu’est ce qu’on peut dire de la convergence des séries entiéres ?

2. Quels sont les propriétéde la somme ¢

2.1.2 Point de départ : Lemme d’Abel

Lemme 2.1.1. Soit Z a2 une série entiére et soit zg € C, 2y # 0. Si la série converge au
n>0
point z alors elle converge absolument en tout point du disque ouvert D(O, |z]).

n
. Puisque ) a,2" converge, son
n>0
terme général converge vers 0 et en particulier (a,z"),>0 est une suite bornée, IM > 0 tel que :

Démonstration. Soit z € D(O, |z|) alors |a,2"| = |a,z]|

£
20

Vn, |ayz)| < M

n
On a donc : |a,z"| < M (%) . La série géométrique de terme général % converge (car

2| < |20|). D’apres le théoréme de comparaison des séries & termes postives : » _ |a,2"| converge

aussi. Au point z, il y a convergence absolue pour la série Z an,z". n
n>0

21
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2.1.3 Notion de rayon de convergence

Définition 2.1.2. Soit a,z" une série entiere. On considere :

A= {7“ >0, Z anr"” converge}

n>0

A peut étre vide : dans ce cas, Z a,z" converge qu’en z = (0. On appelle rayon de convergence
n>0

de Z a,z" la quantité R définie par :
n>0
{R =0siA=10

R = sup A sinon
On a: R =|0,00], en effet A n’est pas nécessairement borné.

Compte tenu du Lemme 2.1.1., la série » _ a,z" converge absolument pour |z| < R. On
n>0
va voir qu’elle diverge grossierement (c’est-a-dire que a,z" # 0 lorsque |z| > R). Si on aurait
a,z" — 0 alors AM tel que Vn > 0, |a,2"| < M. Soit r tel que R < r < |z|. On a alors;

n n
la,r"| = |a,z"| (r) <M <T>
2] 2]

avec |Z—‘ <let Z a,r" converge, ce qui contredit la définition de R.
n>0

Caractérisation du rayon de convergence Le rayon de convergence de Z a,z" est 'unique
n>0
élément R de [0, +00] tel que :

1. la série converge absolument par |z| < R

2. la série diverge grossierement par |z| > R
Définition 2.1.3. On appelle disque de convergence de la série, le disque ouvert
D(O,R)={z€C, |z| < R}
avec la convention D(O, R) = C si R = +o0.

Remarque. Au bord du disque de convergence, c’est-a-dire sur le cercle {z, |z| = R}, le com-
portement (convregence ou divergence) dépend de la série.
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2.1.4 Exemples

On considére les séries entiéres suivantes :

(1)

(i)

27"

n>0

n>0
n)
n>0 "

Z a,z" ou a, est défini par :
n>1

1sin=3p
a,=0sin=3p+1
(1+%)p2 sin=3p+2

Calcul des rayons de convergence

On utilise la caractérisation de R.

(i)

(iii)

Suite géométrique de raison z. Elle converge absolument pour |z| < 1.

Pour |z| > 1, son terme général ne tend pas vers 0. Elle diverge grossierement. On a donc
R=1.
De plus la suite diverge en tout point du cercle C'(O, 1).

2"

n

|z

n

"]

n . 7 7 . . .\
Pou |z| > 1, on a % o > (croissances comparées). La série diverge grossierement.
n—-roo

‘zln

Pour |z] < 1, on a: Z- < [z et > |z|" converge. Par le théoréme de comparaison

n
n>0
n n

- N . z z

des séries a termes positifs, Z |— converge. Donc Z — converge absolument quand
n>1 n>1

|z| < 1.

On adonc R=1.

Dans cet exemple, le cercle C'(0,1) contient des points ou la série converge (ex : z = —1,
en fait, pour tout point z = e avec 6 # 0[27]) et un point ot la série diverge (z = 1).

2: z

—.
n>1 T

n

Pour || > 1, il y a divergence grossicre (25

“y — +00).

ZTL
< # Comme Z e converge, Z —, converge.
n>1 n>1
On a donc que R = 1 et dans cet exemple, il y a convergence en tout point du cercle
C(O,R).

Pour |z] <1, on a

2"
2
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(iv)

2 s BN . 2 2
> €™ 2" On utilise le critére de la racine. On pose u, = [e¢" 2"| = €™ |z|™. On a alors :
n>0
S, = e|z|™.
Pour z # 0, on a lir+n u, = 400 et la série diverge grossierement d’apres le critere de
n—-+00

la racine.
La série diverge en tout point z # 0, on a donc R = 0.

Z’Vl
Z —. On utilise le critere de D’Alembert. On pose :

n>0
Zn |ZV1
uTL = | —| = —-
n! n!
Pour 2 # 0, on a :
R T
u,  (nA+Dzlm n+1 notoo

D’apres le critere de D’Alembert, en tout point z, la série converge.
Donc : on a R = +oc.
Z anz" avec :
n>1

1sin=3p

a, =10sin=3p+1

(1+%)p2 sin=3p+2

Pour n = 3p, on a : a,2" = z°". Z 2% est géométrique de raison 2.
p>1

— Pour |z| < 1, elle converge absolument.
— Pour |z| > 1, elle diverge grossiérement.
Pour n = 3p+2,ona (1+ ]%)pzz?’er2 = ap2". Soit u, = (1+ %)pQ |2|2PT2. On utilise le critére
de la racine :

v = (14 2) 1 o
On a que :
ez <1e 2| < L
Je
D’apres le crietre de la racine :

2 converge absolument pour |z| < 3%/5
S 1+ ! 2P+2

p>1 p . BN 1
diverge grossiérement pour |z| > -

On s’interesse maintenant a la somme des deux séries.
— Pour |z| < -2, les séries > aspz™, > azp12”t, Y agp02™? convergent absolument.
p=1 p=1 p=1
La série Z a,z" est donc absolument convergente.
n>0
— Pour [z] > 4=, on a agy22 ™ - 0. Donc Y agp422°"* diverge grossierement, »  a,2"
n>1 n>0
diverge aussi grossierement.

On a donc R = %
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2.1.5 Addition et multiplication des séries entieres

Soient Z a,z" et Z b,z" de rayons de convergence R, et R,. On suppose R,, Rp.

n>0 n>0

Définition 2.1.4. On définit la somme et le produit :

(z ) + (z b) Sy

n>0 n>0 n>0

avec ¢, = a, + b, et :

n>0 n>0

(Z anz"> (Z bnz"> = Z d,z"

ol dn = Z akbn_k = Z aibj.
k=0

i+j=n

Définition 2.1.5. On note R,,; (respectivement R,;) les rayons de convergence respectifs de
ces deux réels.

Pour |z| < min(R,, Ry) les deux séries > a,z" et Y b,2" sont absolument convergentes et
n>0 n>0

d’apres les résultats usuels sur ’addition et le produit de séries numériques, on sait que Z Cn 2"
n>0
et Z d,z" sont aussi absolument convergentes.
n>0
On en déduit que Ryyp > min(R,, Rp) et Ry > min(R,, Ry).

Proposition 2.1.2. On peut donc un peu plus sur l'addition : si R, # Ry alors R,., =
min(R,, Rp).

Démonstration. En effet, supposons par exemple R, < Rp. On sait déja que Z cp 2" converge
n>0
absolument pour |z| < R,.

Soit ensuite z tel que R, < |z| < R,.
2" = apz" + b, 2"
Comme Z b,z" converge, on a b,z — 0 mais comme |z| > R,, on a: a,z" - 0. Donc ¢, z, - 0.
n>0
Z a,z" diverge grossierement. On a donc :

n>0

R,y = R, = min(R,, Ry)

Remarque. Si R, = Ry, on peut avoir R, , > min(R,, Ry)

Ezemple 2.1.2. On prend Z b,z = Z —a,z" alors Z cp2" est la série nulle et donc R, =
n>0 n>0 n>0

+00.

On ne peut rien dire de plus pour le produit, voir I'Exemple 2.1.3. (R,, R} et Ry, distincts).
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Exemple 2.1.3. On prend :

1 (__1)n+1
= g + gnri POUT R >0

bgp=—2,b,=—-5x2"1pourn>1

Qn

1 n 1 n
Z a,z" s’obtient par addition des Séries.g Z (;) et —3 Z <—;) )

n>0 n>0 n>0

) . 1 Z\"
La série géométrique — Z (3) a pour rayon de convergence 3, sa somme vaut :
n>0

1 1
= pour |z| <3
—z

1 2\ "

La série géométrique —— —— a pour rayon de convergence 2, sa somme vaut :

2 b
n>0

1 ,
37 (_22) =~ 5 bowr 2| <

On en tire que R, =2 et on a :

1 1 _2+z—3+z 2z —1

;ﬂ”zn:s—z_zﬂ_ B-2(2-2 (B-202—2)

On a de méme : b
Z b,z" = —2 — B 2(2,2)”

n>0 n>1

Il s’agit encore d’une série géométrique. On a R, = % et :

b & b 2
Shpet = 223 (22)" = -2 2 x ——
- 2 27 1—22 1
n=0 n>1 pour |z| < =
—2(1—-2z)—5z —-2—2z z+2 2
1—2z C1-22z 2241

On étudie la série produit (Z anz"> (Z bnz”) = Z d,z". On sait que Ry, > %, de plus

n>0 n>0 n>0
pour |z| < 2 = min(R,, Ry), on a :

[ee] o0 o0
Z d,z" = Z anz" X Z b, 2"
n=0 n=0 n=0
(propriétés du produit des séries numériques). Ici pour |z| < 1, on a :

idz”— 2z -1 Xz—|—2_ 1
= 3-2)(242) 22—-1 3-—=z

On a 1 1 1 1
> (5) =X
= - s==> (5) =D 7 pour |z| <3
3—2 31-:2 3n:0(3 2 3ot
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Soit :
f(z) = Z d,z" pour |z| < Ry
n=0
[o¢] Zn
g(z) = Z:Ow pour |z| < 3

On a montré que f(z) = g(z) pour |z| < 3. On en tire que d, = g pour tout n > 0 (unicité
du développement en série entiere').

Conséquence. R, = 2, Ry = %, R, = 3.

2.2 Propriétés de la somme d’une série entiere

2.2.1 Continuité

Lemme 2.2.1. Soit Zanz" série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors la série
n>0
converge normalment sur tout disque D(O,1) avec r < R.

Démonstration. Pour tout n > 0, on a :
Vz € D(O,r), |a,z"| < |anr"|

or Z a,r" converge absolument car r < R, d’ou le résultat. [
n>0

Attention :. En général, il n’y a pas de convergence normale (ni méme uniforme) sur D(O, R).

Contre-Exemple 2.2.1. La série géométrique »  f,(2) avec f,(z) = 2". On sait que R = 1.
n>0
S’il y avait convergence uniforme sur D(O, 1), alors la suite (f,),>0 convergerait uniformé-
ment vers la fonction nulle sur D(O, 1). Or :

Y. @)= " =1—20

2€D(0,1) |z|<1 oo
Ce n’est donc pas le cas ici.

Conséquence. La somme f d’une série entiere Z a,z" de rayon de convergence R # 0 est
n>0
continue sur D(O, R).

Démonstration. Soit r < R. La série de fonctions convergent normalement, donc uniformement
sur D(O, ). Les fonctions z — a,2" sont continues sur D(O, R).
Donc : f est continue sur D(O,r). Elle est donc continue sur :

DO,R)= |J D(O,r)

0<r<R

n
Lon a evité le calcul de d,, = Z arbp_1 qui est pénible
k=0
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2.2.2 Dérivation

Lemme 2.2.2. Une série entiere Z a,z" et sa série derivée Z nanz""' ont toujours le méme
n>0 n>1
rayon de convergence.

Démonstration. Soit R le rayon de convergence Z a,z" et R'le rayon de convergence Z na,z" .

n>0 n>0
1) Soit z avec |z| < R : on choisit r avec |z| <7 < R. Pour z # 0, on a :
1

= —lapr"|n

E

n

na, 2" z

n—1| —

Ina,z
z

n

z

On a |Z2] < 1 donc 11111 n|—| = 0 (croissance comparée). En particulier, il existe M > 0
n—-+00 r

tel que Vn > 0, n %ngM.

On a donc : Vn > 0, |a,z""!] < %]anrﬂ. Comme on a choisi 7 < R, la série Y _ |a,r"|
n>0

~! converge absolument. On a montré que si |z| < R = la série

converge. Donc : Z nanz”
n>1

derivée converge absolument.
Par conséquent R’ > R.

2) Soit z tel que |z| < R on a :

Vn >0, |a,z"| = B\nanz"_1| < |z||nanz" "1
n

Comme Z na,z""! converge, il s’ensuit que Z a,z" converge absolument.

n>1 n>0
Donc R’ < R.
Donc R = R. O

Définition 2.2.1 (C-dérivabilité). Soit z; € C. On dit qu'une fonction f définie au voisinage

de zg dans C est C-dérivable en zp si lim M
Z—Z0 zZ— 20

La valeur de cette limite est alors appelée derivée de f en zy et noté f'(zp).

existe dans C.

Comparaison avec la notion usuelle de derivée Soit z5 € R. Soit f définie sur un disque
D(zg,7). Soit I = D(zp,7)NR =|zg —1, zo+7[. Alors f est C-dérivable en zy = f|; est dérivable

en 2.
En effet, 'existence de lim M implique celle de  lim M

(et les deux
220 Z— 2 z—z0,2€1 Z— 2

limites coincident).
La réciproque n’est pas vraie : il existe des fonctions f : C — C dont la restriction a R est
dérivable mais qui ne sont pas C-dérivable.

Exemple 2.2.1.
f  C

—
A

vl )

f|r est Iidentité de R ; en particulier elle est dérivable. Pourtant, f n’est pas C-dérivable aux
points de R : soit zp € R, on a :

Z#Zozf<z)_f<zo):§_70:2’—zo

Z— 20 Z — 20 AR
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Pour z =2y +it, t € R, on a: -
z—2zy ot

Z— 2 1t
Pour z =2y +t,t € R, on a: ~

z—zo_ézl

Z— 2 t

La C-dérivabilité est donc une notion (beaucoup) plus forte que la dérivabilité de fonctions
d’une variable réelle.

Theoreme 2.2.3. La somme f d’une série entiére Zanz" de rayon de convergence R est
n>0

C-dérivable en tout point du disque D(O, R) et on a :
Vz e D(O,R), Z Nna,2"

Démonstration. Soit z, quelconque dans D(O, R). On regarde :

f(z) = f(20) _ (Z a, 2" — Z%ﬂg)

Z— 20

n=0
1 oo
_ " n_ _n *
PO NG IO

Or 2" — 20 = (2 — 20) (2" P+ 202" 2+ .+ 20 22+ 20 ) pourn >1 (n=0:2" -2 =0). On
montre pour z € D(O, 1), z # 2 :

o)

= a, (" 22" T+ 2 P 2T

On choisit un réel r avec |zp| < r < R. Pour |z] <r, on a:

un(2)] < Janl (|27 + [20l]2[" 72 + .+ 20" 71)
|an|(r"t + "t 4

<
< nla|r™?

"=l a pour rayon de convergence R et r < R.

La série Y nla,|r"~" converge car »_ na,z
n>1 n>1
La série de fonctions »  wu, converge normalement donc uniformement sur D(O,r). Les w,
n>1

sont continues sur D(O,r) (polyndmes), par conséquent, » u, est continue sur D(O,r), en
n=1
particulier au point 2zy. On a :

oo o
. 1
zh—>Hzlo n§:1 up(z) = 7;:1 un(20) = E a2y~

d’ou lim L Z nanzy - O

z—20 Z— 2y

Remarque. En particulier, f est dérivable au sens usuel sur | — R, R[ et :

Vr €] — R, R|, Znan !
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2.2.3 Conséquences sur la dérivation des séries entiéres

Conséquence. 1) Si f(x Z a,z" pour |z| < R, on a f'(z Z na,z" ! pour |z| < R. On
n=0
peut répéter 'opération : f’ est C-dérivable sur D(O, R) et on a :

o0

f(z) =Y n(n—1)a,2z"? pour |z| < R

n=2

En itérant, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.2.4. La somme f d’une série entiére est indéfiniment C-dérivable sur D(O, R)
ou R est le rayon de convergence, on a :

[e.9]

Vk € N,Vz € D(O,R), Z n(n—1)..(n — k)a,z"*

Remarque. En particulier, f est de classe C* sur U'intervalle | — R, R[ et pour = €] — R, R],
la dérivée kieme f*)(x) est donnée par I'expression ci-dessus.

2) Pour z = 0 dans I'expression de f*)(z), on trouve :
F8(0) = klag

On a la relation :

*) (0
ak:f k'( ) pour tout £ > 0

On en tire alors le principe d’unicité du développement en série entiere.

Proposition 2.2.5. Soient Zanzn et Z b,2" deux séries entiéres et soitent f et g leurs
n>0 n>0
sommes respectives. Si f et g coincident au voisinage de 0, alors a,, = b, pour tout n > 0.

En particulier, si la somme d’une série entiere est identiquement nulle au voisinage de 0,
alors la série est nuelle.

Démonstration.

An = = = b,, pour tout n >0

2.2.4 Primitives

Proposition 2.2.6. Soit f la somme d’une série entiére Zanz" de rayon de convergence
n>0
a, 2"t

R. Alors la série entiére Z 1

n>0

primitive de f dans D(O, R).

a pour rayon de convergence R et sa somme F' est une

n+1
Démonstration. La série obtenue en dérivant Z a,—— terme a terme est Z a,z". On sait
n>0 n>0
qu’elles ont alors le méme rayon de convergence. La théoreme de dérivation dit alors que F' est

C-dérivable dans le disque D(O, R) et que ' = f. m
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2.2.5 Exemples importants

Exemple 2.2.2. On part de la série géométrique :

1 o0
= ngoz" pour z € D(0O, 1)
Dérivation : Soit £ € N, on dérive k fois :
k! in(n—l)...(n—k—l—l) ek
- = z
(1—z)ktt = k!
Onposep=n—=FL:
1 :i(p+/€)(l7+k—1)...(p+ i (p+k)!
(1 — 2)k+1 =0 k! = Dlk!
Primitives : d’apres le Proposition 2.2.6., si on pose :
00 Zn—i—l
F(z) =
() RXZZO n+1

1
alors on a : F'(z) = T, bour 2 € D(0,1). On recherche F. Pour z €] — 1,1], on a :
—z

1
F'(z) = T donc F(z) = In(l —z) +c. F(0) =0etIn(l —0) =0, donc:c=0.0n a
-z

démontré que :
00 n+1

In(l—z)=-> ’

n=0
La fonction F' donne un sens a In(1 — z) pour z € C, |z| < 1. Par exemple :

,L' o) Z'n—l—l
-1 (1 - ) L
T2 nz::O 20+ 1(n + 1)

In(l+z)=> (- 1)p+1x pour z €] — 1,1]
p+1 p

n—+1

De méme :

2.3 Développement en séries entieres

2.3.1 Position du probleme

Soit f une fonction définie au voisinage de 0 dans R. On dit que f est développable en série
entiere dans l'intervalle | — a,a] (a > 0) si f coincident sur cet intervalle avec la somme d’une
série entiere de rayon de convergence R > a.

Il y a des conditions nécessaires pour qu'un tel développement existe :

1) f doit étre de classe C* sur | — a, af.

2) le développement f(x) = Z a,x" pour x €| — a,al impose :
n=0

F(0)

a, = [ pour n >0
n!

F0)

2" Si le développement existe, il
n!

On appelle série de Taylor de f, la série entiere Z
n>0
est donné par la série de Taylor.
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On peut alors rencontrer deux problemes :
1) La série de Taylor de f peut avoir une somme différente de f.
Exemple 2.3.1 (Exemple de Cauchy). Soit :

f: R — R
e~ Y7 pour z # 0
€T —
0 pour x =0

f est de classe C*> sur R\{0} et on a pour z # 0 :

flx) = ﬁe_l/x

En O :
fl@) = f0) 1 e

= —e

— 0 (croissance comparée)
T T

Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. On montre par réccurence que pour tout n > 0, f™
est dérivable en Oet f("+1(0) = 0.
Finalement f est de classe C* et :

Ve e N, fM(0)=0

(on dit que f est une fonction plate en 0). La série de Taylor de f est la série nulle, sa somme
sur R est la fonction nulle : elle ne coincide avec f sur aucun voisinage de 0 (car f(x) > 0
pour x # 0). f ne peut pas étre développé en série entiere.

2) La série de Taylor de f en 0 peut avoir un rayon de convergence nul.

Exemple 2.3.2 (Weirestrass). On considére une série de fonctions » _ f, ou :
p>1

h R — C

x = e VPer
Vp>1,Vz €R, |fy(z)] =e VP

lirjp ple VP = plim (v/p) " *eV? = 0 (croissance comparée)
p——400 — 00

D’apreés la régle de Riemann (n®u,) : la série numérique » e V7 converge. Ainsi »  f,
p=1 p=>1
converge normalement sur R, soit f sa somme.

La fonction f est continue sur R (somme d’une série uniformément convergente de fonctions
continues).

On voit que f est de classe C* sur R et que pour tout n > 0, on a :
f(n) — Z f(n)
p=1 :

On démontre que f est de classe C™, Vn. Pour n = 0, continuité. Soit la propriété établie au
rang n, on considere :

f(n) — Z fé”)
p=1
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On regarde la série derivée de terme générale :

f]:()n—&—l) Cr—s (,L'p)n-l—le—\/ﬁeipac

Vp>1,Vz R, [f")(z)] =p"TeVP. Ona:

- 20, n+l,—B\ _
Jim pP(p" V) = 0

D’ou la convergence Z p" e VP et d’ot la convergence normale Z fZS"H) sur R.
p>1

e les f{") sont de classe C* sur R.

o la série > f;m converge simplement.

o la série ) fénﬂ) converge uniformement sur R.

On peut appliquer le théoréme de dérivation : f est de classe C"*! et :

[e.e]

f(n) — Z f(n+1)
p=1 .
On va étudier la série de Taylor :
Z f(k)(o) zk
k>0 k!

On a alors : N

F00) =" £M(0)

n=1

f(k) _ (Z‘n)ke—\/ﬁeinw
Donc :

fi(0) = ifntemv
et : -

f®0) = i > nke=vn
n=1
On a donc : .
RO = Yafevt > (k?)re
n=1 N——
terme d’indice k2 de la somme
somme a termes positifs
On a:
|fP(0)] = ke

On en tire :

(k) k,Qk —k

On peut ainsi majorer k! :

El=1x2x .. xk<kxkx..xk=Fk"
—_— —————
k fois

2% —k k
5 ke yz\k:<k|z|>

done :

Zk

kk e

’f(’“)(O)
k!
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Par conséquence, si z # 0, on aura :

‘f(’“)(O) K

7l A —+00

k—+o00

car :

k
(Wg__ﬁ+w

e k——+o0

En particulier, pour z # 0, la série de Taylor diverge car son terme général ne tend pas vers
0. Le rayon de convergence de cette série est nul.

2.3.2 Conditions suffisantes de développement en série

Theoréme 2.3.1. Soit f une fonction de classe C* sur | — a,a[ (a > 0). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(A) [ est développable en série entiére sur | — a,al.
(B) ¥r €R, 0 <r <a, 3IM, >0, ¥n >0, Vte|—rr:

|
FO )] < M, x —
,rn

Remarque. La partie (A) = (B) devrait étre vu dans le module M 305 - Variables complexes.
On 'admet. Elle ne sera pas utilsiée par la suite.

Démonstration. (B) = (A) : On utilise la formule de Taylor avec reste lagrangien. Soit = €
] — a,al. On choisir r tel que 0 < |z| < r < a. Poru tout entier n > 0 :

ﬂ@=2fﬁm
k=0 ’

"+ R, (z)

avec ’ | 1
"
Rn < (n+1) 0
Rula)] < 1" s 700

D’apres (B), on a :

n+1
lz[" (n+1)! 2| \""
[ Fn()] < (n+ 1)1 ot =00 “\ 7

n+1
Ona: @ < 1 donc (@) — 0 quand n — o0, ce qui entraine que R,(z) — 0 qaund n — +oo0.
On a donc :

lim Xn: f(k)(o)xk = f®(2)

n—-00 3]

k=0
*®) (0
/ k:'< )xk converge et a pour somme f(z). O

Ce qui revient a dire que Z
n>0

Corollaire. Soit f une fonction de classe C* sur|—a,a[ (a > 0). On suppose IK > 0 tel que
Vn >0, Vt €] —a,a[, |f™(t)] < K. Une telle fonction est developpable en séries enticres sur
| —a,al.
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Démonstration. On montre que I'hypotheése implique la propriété (B) du théoreme précédent.
Soit r €]0, a[. Il suffit de trouver une constante M, > 0 tel que Vn >0 :

n!
K< M,—
TTL

On part du fait que %T,L tend vers 0 quand n — oo (on peut le voir comme conséquence de la
1 .

r n ’ . . n
converge de Z —). La suite (T—,) est donc bornée, il existe C. > 0 tel que Vn > 0, &5 < C,.
230 n[ n! n>0 n!

Onadoncl< CT% et K < KC’T%. Il suffit donc de prendre M, = KC,. O

2.3.3 Quelques exemples classiques

Exemple 2.3.3 (Exponentielle et fonctions trigonométriques). On applique le Corollaire
précédent & f(z) = e sur | — a,a[ (a > 0 quelconque). On a f™(t) = e* pour tout ¢ donc
Vn > 0, Vt € —a,a], on a : |f™(t)] < e Le Corollaire s’applique avec K = e Comme
f™(0) = 1, pour tout n, on trouve :

e’ = Z%, V] — a,al

e’ = Z o Ve e R
n=0
Comme : L
cosh(x) = ‘ —'—26
et : . .
sinh(z) = %
On en tire que :
00 x2p
cosh(z) =) o)l
p=0 )
Vr e R
i x2p+1
sinh(z) =) ————
o (2p + 1)!

Pour les fonctions circulaires cos et sin, on peut appliquer le Corollaire avec K = 1. On
trouve :

cos(x) = ;}(—1)”@]0)'
sin(x) = ;::0(— )p7(2p Y

Remarque. Toutes ces séries ont un rayon de convergence infini. Elles permettent de définir
e*, cosh(z), sinh(z), cos(z), sin(z), pour tout z € C. Par exemple :

oo n

z
ez = 7'
n=0 n:
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De cette définition, on peut déduire toutes les propriétés de I’exponentielle comme par exemple
ert? = eze?

oo n
e‘z — i

= n! Ces séries convergent absolument

puisque la série entiere

o0 m . .
o Z z a un rayon de convergence infini
e” = —

n!
n=0

Le produit de Cauchy des deux séries est donc absolument convergent et il aura pour somme

'
e?e*. On a donc :

“— n! o p!
|

= S Ly — e
n=0 """

On peut ainsi vérifier (calcul direct) que :

eiz + efiz .
CO82 =~ = cosh(iz)

_ e +e %  sinh(iz)
sin z = , = ,
21 ?
Exemple 2.3.4 (Série géoémétrique). On a vu que : Vo €] — 1,1] :

1 Sl
1—x—7;]x
0o l_n+1
ln(l—x)*—zn_i_l
n=0
1 o0
=S (-
I+z =
[e%¢) xn+1
In(1 = "
n(1+2) = (1)
1 o
— —1)" 2n
1+ 22 T;)< )"
[e) m?n—&—l
t = "
arctan(z) nz:%( )2n+1

2.3.4 Développements en série entiere et équations différentielles

Dans certaines situations, on peut :
1) expliciter la somme d’une série entiere ou developper une fonction en série entiére a l'aide
d’une équation différentielle.

2) on peut résoudre des équations différentielles avec des développements en séries entieres.
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Application a la premiére technique

On va développer en série (1 + x). Soit a € R, et soit :

fo + ]-11 — R
x — (14 2)”

On suppose que R\Z, f, est de classe C* sur | — 1, 1[. Est-elle développable en série entiére au
voisinage de 07
Vo €] - 1L1[, fo(z) = a(l+2)*" = afa-i(2)

Par réccurence immédiate :
fé")(a:) =ala—1)..(a—n+1)fon(x)

En particulier :
fM0) = ala—1)...(a = n+1)

car fon(0) = (1 —0)*" = 1. La série de Taylor en 0 est :

ala—1)..(a—n—1)

14+ 2"

1 n!
an
On étudie son rayon de convergence.
ann =] _fa—n
lapzn] o+l 12 n—+00 12

Si|z| < 1, Y a,2™ converge absolument. Si |z| > 1, il y a divergence grossieére. On a donc R = 1.
Soit la somme g, de la série de Taylor de f, :

9o = |11 — R
T — 1—|—Zanx”
n=1

A-t-on g, = fo 7 On remarque que :
fo(e) = a1 + 2y
dou: (1+z)f (z) = a(l +z)a = afs(z), fa est solution de I"équation différentielle :
()  (I+a)y —ay=0
Lemme 2.3.2. Les solutions de (F) sur | —1,1[ sont les fonctions C'f,, avec C € R.
Démonstration. (i) C'f, est solution de (£) :
(Cfa) =Cf

et donc :

(1 +2)(Cfa) —a(Cfa) = C((L+2)f, —afa) =0
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(ii) Toutes les solutions sont de ce type. Soit g une solution de (E) sur | — 1,1[. On étudie
h =4 sur | —1,1[. f, ne s’annule pas sur | — 1, 1] donc h est dérivable sur | —1,1] et :
g'(x) folx) = fol()g(x)
(fal(2))?
29(@) fa(2) — filz)g(2)
(fa())?

9(@) , afalz) = (1 +2)fa(2)
I+ fa(x)z

(x) =

= x0=0

Il existe donc C' € R tel que h(x) = C pour tout x €] — 1, 1].
[l

En effet, on en tire que g, = C'f, et go(0) = 1 et f,(0) = 1 donnera alors C' = 1. On aura
obtenu g, = f, dans | — 1, 1[. Autrement dit :

a—1)..(a—n+1)
n!

(1+:U)O‘:1+Z(X( 2" Ve el —1,1]
n=1

ga(x) est solution de (E)?
a—1)..(a—n+1)

n

ga(z) = 1+§: al

n!
Par dérivation terme & terme dans | — 1,1[, on a :
by o= ala=1).(a=n+1) ,; Sala-1).(a=n+1)
ga(x) _ngl n! z _ngl (n—l)' x (*)
On fait le changement d’indices : n =m + 1.
= ala—1)(a—m) . = ala—1).(a—m) .
g/a(x) = Z_O il T =+ Z_l m) T
Par (), on a ainsi :
b s ala—1).(a—n+1) ,
xgoz('r) - nz::l (n - 1)'
On en tire :
2 fafa—1).(a—m) ala—1).(a—m+1)
1 ! = m
(1 + ) (x) “mZ:l( - —

a( = afa—1)..(a—m+1)
m!

) -onte

®)
S
o
o
3
5
o
=%
D
=
N
+
=
)
Q.
=
|
o
S
S
=
I

0 pour x €] —1,1].
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Exemple 2.3.5. 1) a = %

ala—1)..(a—n+1) %(é—l)...(%—n—i—l)

n!

== (-1 x3x..x(2n-3))

2nnl
Ona:2M=2X1X2X2X .. X2Xn=2x4X6X..X2n

o 357..(2n+3)
Vitzr=14)>» (=1)" " pour |z| <1
n; 2.4.6..(2n)
2) a=—1
“+00

— 14 Z(—l)"1'3'5'7'"(2n —1)

1
" <1
Vita 2468 (2n) © Powrl

Si on remplace z par —z% avec z €] — 1, 1]

i 1.35..2n—1) ,
X
= 2.4.6.8..(2n)

n

1— 22

En intégrant, on trouve :

) > 1.3.5.7...(2n — 1) p2ntl
— <1
aresin(z) = nz::l 24.6.8...(2n) 2n-+1 pour ||

Utilisation de séries entiéres pour résoudre certaines équations différentielles
On consideére ’équation différentielle :
(E) :day”" +2y +y =0
Aoglmet—elle des solutions développables en série entiére sur un intervalle | — a,a[? Soit f(z) =

> a,z"™ somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour z €] — R, R[, on a :
n=0

1) i (n+ Dan "
f(x) = i(n +2)(n+ 1)apoz"

n=0

f est solution de (E) sur | — a, af avec a < R et si pour tout = €] —a,a[, on a :

S An+2)(n+ Dapa™ + > 2(n+ Dagaz"+ ) apa”™ =0
n=0 n=0 n=0
dzf" (z)

2f'(x) f(=z)

On regroupe suivant le degré des monomes. Pour cela on regarde :

A +2)(n+ Dapa™™ = > 4(m+ D)mag 2™
n=0

m=0
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On obtient la condition :

Vo €] —a,a| 2a1 + ag + Z (4(m+ 1)mams1 + 2(m + 1)ame1 + am)z™ =0

m=1

& 2a1 +ag+ Y ((2m+2)(2m + 1)api1 + amn)z™ =0

m=1
D’apres le principe d’unicité du développement en série entiere, cette condition équivaut a :
2@1 + a9 = 0
(2m + 2)(2m + 1)am1 + am = 0 pour tout m > 1

On obtient la relation de réccurence :
1

G = T om et 2)2m+ 1)

On peut en déduire une expression explicite des a,, en fonction de aq :

VYm >0

1 1
ay = —5610 g — ﬂao
Par réccurence immédiate, on trouve :
(=1)"ao

Ay = pour tout m >0

(2m)!

On détermine le rayon de convergence de la série Z a,x" obtenue.
m2>0
— si ag = 0, la série est nulle et elle converge entout point. Le rayon est donc infini.
— si ag # 0, la série n’est pas nulle car a,, # 0, Vn et on a :

|12 ]

lanz™|  (2m+ 1)(2m + 2) mow

Le rayon de convergence est donc infini. Finalement, I’équation (£) admet pour solutions dé-
veloppables en série entieres les fonctions :

x — app(T)

avec

o(r) = i::o ((;rlrz);:wm’ ap € R

Ce sont des solutions sur R tout entier. On peut donner une soltuion explicite a ’équation
différentille (E) :
Pour x € R*, on pose x = t2 :

[e.e] m

o(x) = o(t*) ZZ

m=0

t2m = cos(t) = cos(v/z)

Pour z € R™, on pose © = —t2

)=o) = 8 S - 2

Finalement :

t*™ = cosh(t) = cosh(—/T)

( cos \/z pour z > 0
€T) =
4 cosh(—y/x) pour 2 <0



Chapitre 3

Séries de Fourier

Polycopié de cours : http://math.univ-1illel.fr/~thilliez/biblio/SFourier.pdf

3.1 Généralités

3.1.1 Fonctions continues par morceaux, fonctions C' par morceaux

Définition 3.1.1. Une fonction f : [a,b] — C est dite continue par morceaux s'il existe une
subdivision @ = xy < 11 < ... < zy_1 < xx = b de [a, ] tel que pour tout j =0,..., N — 1, on
ait :

(i) flz;.2;4.] est continue

(ii) Les limites lim f(z) et lim f(x) existent.

x—mc;r :c—w;_'_l

Définition 3.1.2. On dit que f est de classe C! par morceaux s’il existe une subdivision
a=x9g<x1<..<xn_1<xNy=>btellequej=0,...,N —1, on ait :

(1) flz;.2;4.1 €st de classe C*

(ii) les limites lim f(z), lim f'(z), lim fz), lim f'(x) existent.

Attention :. f'(z;) n’existe pas en général.

Remarque. C' par morceaux = CY par morceaux.

AN

C’par morceaux C' par morceaux
Remarque. 1. Si f est continue par morceaux sur [a, b] alors elle est Riemann-Intégrable sur
[a,b] et :

Tj+1

/Cbbf(:n)dzzg/xj f(z)dx

41
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2. Si f est C' par morceaux sur [a, b], f’ est définie sur [a, b] sauf pour des points, au plus
en nombre finis, z;.

On convient de poser encore :

Tj+1

/ab f(z)dx = Ii /xj f'(z)dx !

3.1.2 Périodicité

Définition 3.1.3. Soit un réel T' > 0. Une fonction f : R — C est dite T-périodique si pour
tout x € R, on a :

fle+T) = f(x)

Définition 3.1.4. On appelle intervalle fondamental de f tout intervalle [a,a+ T avec a € R.
La donnée de f sur 'intervalle fondamentale donne f sur R tout entier.
En effet, soit z € R :

[ K3

2T a+kT a+(k+1)T

w1

[ L
Fos L

a+T a

il existe k € Z tel que : a+ kT <x <a+ (k+1)T. On a alors :
fx)=f(x —kT) et x — kT € [a,a+T|

Attention :. Il faut bien préciser 'intervalle fondamental sur lequel on définit une fonction
périodique.

Exemple 3.1.1. Soit f (respectivement g) la fonction 1-périodique sur R donnée par f(t) = |¢|
(respectivement g(t) = |t|) pour ¢t € [—1/2,1/2[ (respectivement pour ¢ € [0, 1].

flt) glt)

Les fonctions f(t) et g(t) ne sont pas égales.

Définition 3.1.5. Une fonction T-périodique f : R — C est dite continue par morceaux
(respectivement C! par morceaux) si elle I'est pour tout intervalle fermé borné [a,b] C R
(respectivement C' par morceaux sur [a, b]).

!Cette intégrale a un sens car f’ se prolonge contnuement sur [z, ;1]
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Remarque. Pour cela, il suffit qu’elle le soit sur I'intervalle [a, a + T.

a+T
Lemme 3.1.1. Soit f : R — C, T-périodique continue par morceaux. L’intégrale / f(z)dz

ne dépend pas de a. ‘

Exemple 3.1.2. T'= 27
s 2T
| @z = [ p@)da
—T 0

Démonstration.

/:JrTf(x)dx—/ dx—i—/ dx—i—/

Dans la derniére intégrale, on fait un changement de variables : z = y+ T, dx = dy, y € [0, a :

/;+Tf(x)dx_/ dx+/ dx+/ (y+T) dy

()

Il reste :

[ = [

3.1.3 Polynémes trigonométriques

Définition 3.1.6. On appelle polynéme trigonométrique toute fonction P : R — C donnée
par :

N
— Z Cnemz
n=—N
ou N € N et les ¢, sont des coefficients complexes.

Exemple 3.1.3. ‘ ‘
) el _ oIt 1 i 1
SNy = ————— = —€ + —e
21 21 21
N=1c = —2%, co=0,c = 2% La donnée de P permet de déterminer d’une maniére unqgiue
I'entier N (degré du polynome trigonmétrique) et les coefficients ¢,,, —N <n < N.

En effet, pour —N <n < N,on a:

N
P zna: _ < Z Cp )ein:c — Z Cpei(p—n)x

p=—N

2T . N 2
/ P(x)ema: — Z cp / el(p*n)xdx
0 [y VR

Sin=p:
2T . 21
/ !PT — dr =27
0 0

Sin#p:
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Donc :
N 2T
> cp/ eP=T — 9rc,
p=—N 0
On trouve :
1 21 .
Cp = —/ P(z)e "™ dx
21 Jo (z)
ou encore :

1 /= -
Cp = 2—/ P(z)e "™dt pour — N <n <N
mwJ—7

Remarque. On montre que 1'on a :

L /7r P(t)e ™dt =0

2m J—x
pour |n| > N. Ces résultats établissent 1'unicité de l'écriture de P(z). En effet, le degré peut
étre caractérisé comme le plus grand entier N tel que 'une des intégrales :

/7T P(t)e”™dt ou /7r P(t)e™Ndt

soit non nulle. De la, les coefficients ¢, sont déterminés de fagon unique.

Définition 3.1.7. Soit f une fonction 27-périodique continue par morceaux sur R. Pour tout
entier n € Z, on appelle coefficient de Fourier de rang n de la fonction f, le nombre :

fn) = o [ sy
27

A

1 )
Remarque. (i) On a aussi f(n) = 2—/ f(t)e™dt par périodicité.
7 Jo

(ii) Pour un polynoéme trigonométrique P de degré N, on a donc :
N

P(t)= > P(n)e™

n=N
Propriété 3.1.2. (i) f(n) dépend linéairement de f.
(ii) Soit a € R et soit g(t) = f(t+a). Alors : j(n) = e f(n).
(iii) Si f est 2m-périodique et de classe C' sur R, on a :
F'(n) = inf(n) pour tout n € Z
Démonstration. (i) évident

(ii) par changements de variables

(iii)

2 —inl_r —inJ-x

int

n 1 T int 1 et 1 T —int

== [ pwemar = ([r0 =] —— [ rwear
Le terme | | disparait puisque f(t)e"™ a la méme valeur pour t = 7 et pour t = , il
reste :

A

1 1 T ! int . 1 A1
fin)y = —x o [* fwerat = —fm)

m

]

Remarque. On a utilisé le fait que f soit de classe C! pour pouvoir intégrer par parties. On
peut monter que la relation est vraie pour f

1) de classe C' par morceaux

2) continue sur R
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3.1.4 Séries de Fourier

Soit. f une fonction 27-périodique, continue par morceaux. Pour tout N € N, on appelle
N-ieme somme de Fourier de f le polynéme trigonométrique Py f donné par :

Pyf(x) = _X}N f(n)e™

Remarque. C’est un polynéme trigonométriue de degré < N. On dit que la série de Fourier de
f converge simplement (respectivement uniformement) sur un sous-ensemble X de R si la suite
de fonctions (Py f)n>o converge simplement (respectivement uniformement) sur X. La limite
de la suite se note alors :

oo ]

> f(n)e™ Ve e X

n=-—oo

On l'appelle la somme de la série de Fourier elle-méme noté Z f (n)e™,
nez

Probléme. (i) conditions de convergence simple ou uniforme sur un sous-ensemble X (avec
X a déterminer).

(ii) relation entre la somme de la série et f ¢

3.1.5 Ecriture réelle de la série de Fourier
Soit n > 1. On a:

fleme - fmer = (o [ pwerar) e (5 [ e mar) e

% —Tr —Tr
_ 1 ( [ 5@ (e 4 i) dt) = Lt f () x 2cos(n(t — 2))dt
21 \J-= 2 "

1 s
=— / f(t) (cos nt cos nxz + sin nt sin nx) dt = a,, cos nx + b, sinnx
T J—m

avec

1 ™
ay, = —/ f(t) cosntdt
™ J—m

1 ™
b, = —/ f(t) sinntdt

T J—7

On pose f,(x) = a, cosnx + b, sinnz pour n > 1. On a :

Pyf=f0)+ fi + ..+ fx

On pose :
1 ™
a0 =~ /_ﬂ F(t)dt

de sorte que f(O) = @, En posant fy(x) = %, on voit que Py f s’identifie a la N-ieme somme

partielle de la série de fonctions Z fn- La convergence simple ou uniforme de la série de Fourier
n>0

de f sur un ensemble X C R équivaut donc a la convergence simple ou uniforme de cette série



46 Chapitre 3. Séries de Fourier

[e.e]
de fonctions sur X. La somme Z f(n)e™ lors qu’elle existe, coincide alors avec la somme
n=—00
de cette série. C’est-a-dire :
Qo

5 + Zancosnx—i-bnsinnx

n=1

avec :

1 ™
ay, = —/ f(t) cosntdt
™ J—m

1 ™
b, = —/ f(t) sinntdt

T J—7

Remarque. Si f est a valeurs réelles, on a :

an = 2Ref(n)
b, = —2Imf(n)

3.1.6 Premiers résultats dans le cadre préhilbertien

Soit F l'espace vectoriel de fonctions f : R — C 2n-périodiques continues par morceaux.
Pour f et g dans F, on pose :

<flg>= - [ fo)a

On a une application :
ExFE — C

(f,9) = </flg>
qui vérifie :
(i)
< Mfi+ Aafolg >= AL < filg > +A2 < falg >
< f|>\191 + )\292 >= )\ < f|91 > 4 < f|gg >

(*)

avec \; €C, fy € E, g; € E,i=1,2. On appelle (%), une forme séquilinéaire.
(il) < flg > =< g|f > propriété de symétrie hermitienne

1 T
(ii)) < fIf >= 3= / |F(D)2dt > 0 positivité
mwJ—7

s
(iv) < flf >=0«< / |f|> = 0 < f est nulle sauf peut-étere en ses points de discontinuités.
—T

Ce n’est pas un produit scalaire sur E.

Soit F' le sous-espace {f € FE, f continue a droite}. Pour une telle fonction, f nulle en
dehors des points de discontinuités = f est nulle. En effet, soit a un point de discontinuité de
f. Au voisinage de a, a est le seul point de discontinuité de f (car f est C° par morceaux) donc
tlilzzﬂ+ f(t) =0. Or puisque f est supposée continue a droite f(a) = tl_l)r(g f(@).

En restriction a F', 'application (f, g) —< f|g > est un produit scalaire (forme séquilinéaire
hermitienne définie positive). Soit pour tout n € Z, la fonction e, : z — ¢™®. On a : e, € F.

Lemme 3.1.3. La famille (e,)nez est orthonormale dans F'.

Attention :. On ne parle pas de base ici.
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Démonstration. Soient m,n € 7Z :

1 = 1
< emle, >= oy /_7r em(t)e,(t)dt = gy /_7r elm=mt gy
B {0 sim#n
lsim=n
O
Lemme 3.1.4. Pour f € F, on a f(n) =< fle, >
Démonstration. Immédiat ! O

Soit Fly le sous-espace de F' formé des polynomes trigonométriques de degré < N. Autrement
dit :
FN = Vect{e_N, €E_N-1,---,€6-1,€0,€1,...,EN_1, GN}

Lemme 3.1.5. Vf € F, Pyf est la projection orthogonale de f sur Fy.
N
Démonstration. On a Py f(z) = Y_ f(n)e”™ pour tout z. Donc :
n=—N

N N
Pvf= Y f(ne,= > < fle,>en
n=—N n=—N
Donc Pyf € Fx(1) et f—Pyf L Fy(2) car pourn € {—N,..., N}, ona: < f— Pyfle, >=<
flem >=< Py flem > et < Py fle,, >=< fl|e, > par le Lemme 3.1.3.
(1) et (2) caractérisent le projeté orthogonal : O

Remarque. Soit () un élément quelconque de Fly :

If = QI =IIf = PufII* + 1Pnf = QI > || f — PufII*

et I’égalité a lieu si et seulement si Py f = (). Parmi les éléments de Fly, la somme de Fourier
Py f est donc celle qui réalise la meilleure approximation de f au sens des moindres carrés :

1 a % 1
b (2/ |h(t)|2dt> —< hlh >*

™

norme de I’écart quadratique moyen

Theoréme 3.1.6 (Egalité de Parseval). Soit f une fonction 2w-périodique continue par mor-

ceauz. Alors la série Y |f(n)|? converge et on a :
nez

S Ifmf =

n=—oo

JALCIRY
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Démonstration. On va démontrer I'inégalité de Besse, c¢’est-a-dire la convergence de la série +

la majoration :
o) R 1 T
Yo WP < o= | 1f@)dt

N——o00 27T —Tr

La démonstration de I’égalité de Parseval est a voir dans le poly.

1) feF

D’apres le théoreme de Pythagore :

LFIZ = 1P 1P + 11 = P fII*

En particulier :
1Px 1P < 1]

2

= 3 1feP

Soit Ay = X0y [f(n)2. On a done Ay < |[f|%. De plus Ay — Ay-y = [[f(=N)P* +
|[f(N)]? > 0 donc (Anx)nso est une suite croissante. Par conséquent, la suite (Ay)yso

converge. C’est par définition, la convergence de | f(n)%. De plus :
nez

1P f11* =

ZN f(n)en

oo “ 1 -
> 1fP = Jim Ay <7 = o [ 17(0)Pr

n=—oo

L’inégalité de Bessel est donc démontrée pour les éléments de F'.
2) Cas général de f € E. On définit fy € F par :

{ fo(t) = f(t) aux points de continuité de f

fo(t) = lim f (t) aux points de discontinuités
r—t

Sur [—m, 7], f et fo coincident sauf un nombre fini de points f (n) = fo(n) et :

S =] 1l

L’inégalité de Bessel pour f est donc une conséquence de I'inégalité de Bessel pour fj.
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> 1
Exemple 3.1.4 (Utilisation de 1’égalité de Parseval). Calcul de Z —. Soit f la fonction
n=1 n
2m-périodique donnée par f(x) = x pour x € [0, 27
-2n 0 2n 4n
On trouve f(O) =, f(n) = % pour n # 0 :
1 g~ 1 g2 1 2 1 13120 4rx?
— t2dt:—/ t2dt:7/ t%lt:[} -
27T/—7r|f()| 21 Jo £l 21 Jo 2 L3 1o 3
S Fmpr= 3 ‘i‘—i-wZ—l—i oyt
n=-—00 n=-—00 n n=1 n n=1 ’I’L2
On en tire : 42
> 1 T
20N — 4=
;::1 2 + 3

2.5

"2
n=1 n
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