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Chapitre 1

Développement en fractions continues

Introduction

Proposition 1.0.1. Tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels. (Q est dense

dans R ).

Démonstration. Soit a € R, Vn € N :
10"a — 1 < E(10"a) < al0”

1" E(10")
a—— < — <
10 107

ou F désigne la partie entiere. Si on prend n — oo alors :

) 1
lim a— — =«
n—-+o0 107

lim o=«
n—-+00

Par le théoreme des gendarmes, on peut en déduit :

E(10™
lim M =«
107
O
Le probleme que l'on se pose est le suivant. Soit a € R. Soit N un entier. Trouver la
meilleure approzimation de a par un nombre rationnel § tel que b < N. Autrement dit, il faut
trouver le nombre rationnel ¢ le plus “proche” de o avec b < N.

1.0.1 Exemple de fractions continues

Algorithme d’Euclide pour la division euclidienne

Exemple 1.0.1. On veut trouver PGCD(30, 13).
30=13x2+4

13=4x3+1

Sous forme de fractions :
30 5 i

13- °T13
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13 1
2 _34 =
4 * 4
Si on regroupe le tout :
By L
13 7 341

Notation. On note cette fraction : 23 = [2,3, 4]

Exemple 1.0.2. Soit o = 1+T‘/5 le nombre dor. Ona:o? =a+1=a=1+1.

1 1

C’est une fraction continue infinie.

1.1 Fractions continues

Définition 1.1.1. Soient (a;);en une suite de nombres réels.

— L’expression :
1
Qo + 1
a1+ a2+ !

1
Ap—1 + aTL

est appelée une fraction continue finie. On la note [ag, a1, as, ..., ap_1, Gy
— L’expression :

1
a1+ a2+ 1
1
ag—1 + an
qu’on note [ag, ai, ..., ax, ...] est dite une fraction continue infinie.

Définition 1.1.2. La fraction continue est dite simple si tous les coefficients a; sont des entiers
(dans Z).

Définition 1.1.3. La fraction infinie continue est dite convergente si la suite des rationnels
(A,)n—n définie pr :
A, = [ag, ..., ay]

converge dans R.

Définition 1.1.4. La fraction continue finie A,, = [ay, ..., a,| est appelée la n-iéme réduite de
la fraction continue.

Remarque. (i) On a :
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(ii) On a :
lag, ..., an) = |ag, ...,ap—1 + —
N————’ an
n+1 coef
n coef

Proposition 1.1.1. Soient ag, ay, ..., a une suite finie ou infinie d’entiers vérifiant :
ar > 1 pour tout k > 1

Soient (pp)nen €t (Gn)nen les suites d’entiers définies par :

[ag, ..., an] = P vec PGCD(pn,qn) =1, ¢, >0
dn

Alors pour tout o € R* et pour toutn > 1 :

apPnp, +pn+1
[(10, eery Qs Oé] =
Qaqn + dn+1

Notons (P,) : Vn € R*, [ag, ..., an, ] = OPn T+ Prt1

et |Pnn+1 — @ubn1| =1
Gy + Qi1

Démonstration. Par reccurence sur n. Remarquons d’abord que :

[ao] = ao = @
do

PGCD(po, q0) = 1 = po = ag, qo = 1 par le lemme de Gauss.

On calcule :
1 agaq + 1 P1
lag, ] =ap+ — = —— = —
ay ay q1
Or PGCD(agay +1, a1)|aga; et PGCD(ag, a; +1)|aga; +1 = PGCD(apa; +1)|aga; —apa; +1 =
PGCD(a0a1 + 1, al) = 1.

Alors p; = apay + 1 et q; = ay. Vérifions que (P;) est vraie :

ap, a1, Q| = ag + =ay+ ——
(20, 01,0 0 ay + + 0 a0+ 1

[0}

_ (apar)o + ag _ ho + Do
aja + 1 G+ qo

Mais il faut vérifier que :
[P1go — q1po| = 1

Or :
P1go — ¢1po = Goa1 + 1 — arag =1

On suppose que (P,,) est vérifée. Remarquons d’abord que (P,) avec @ = a1

Pnlni1 + Prn+1
= [ag, ..., G, Gpiq] = ——————
gnQn+1 + dn+1

QH(an+1pn + pn+1) - pn(Qnan+1 + Qn+1)
= @uPn+1 — PnGn—1 = £1 d’apres(P,)
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Donc : PGCD(pran+1 + Pot1, @nlnit + @uy1) = 1. Dot :

DPn+1 = Pnln+1 + Pn—15 Gn+1 = Qnln+1 + qn-1
Montrons que (Pp41) est vérifiée :

1
[ag, vy Gy A1, @) = |agy ooy Ay Qg1 + o

On pose : B = any1 + é € R*. D’apres 'hypothese de réccurence, on a :

ﬁpn +pn+1
[a07 ey 17&] = [a()a "'7an7ﬁ] =
- BQn +Qn+1

(an-i-l + é)pn + Pyl _ QQn41Pn + Pn + OPp_1

(an—H + i)Qn + Gn+1 Qln41Gn + Adn + afn—1

- a(an—HPn + pn—l) + Pn o APp+1 + Pn

a<an+IQn + Qn+1) + qn aqn+1 + dn

Il faut maintenant montrer que :
[Prt1Gn — Gnr1pn| =1

Prn+149n — Qn+1Pn = (an—f—lpn + pn—f—l)Qn - (an—l-IQn + QTL—l—l)pn

= Pn—-149n — Gn—-1Pn = +1

Donc : (Pp41) est vérifiée. O

Corollaire. Soient ag, ..., a; une suite d’entiers vérifiant ar > 1 pour k > 1. Soient (p—") . la

n

suite des réduites associées a la suite (a;), ¢’est-a-dire |ag, ..., an| = z—: avec PGCD(py,qn) =1
et ¢, > 1 pour tout n € N. Alors les suites (p,), (q.) sont définies par reccurence :

Po = Go, p1 = o1 + 1;Yn > 2, pp, = anpr—1 + Pni2

qo = 17 q1 = az; Vn > 27 Gn = AnQn-1 + Gn—2
De plus, on a :
1) pour tout n > 1, pugn_1 — Gupn_1 = (—1)""% ou :

Pn Pn-1 _ (_1)n
dn qn—1 qnqn—1

2) pour tout n > 2; PnQn—2 — Pn—2qn = (_1>nan
3) pour tout n € N, on a : g,11 > g, donc q, > n.

Démonstration. 1) Les formules de reccurence découlent de la Proposition 1.1.1.
2) On a:
Pnldn—2 — Pn—24n = (anpn—l +pn—2)Qn—2 + (anQn—l + Qn—Q)pn—2

= Ay (Pn-1Gn—2 — Pn—2Gn-1) = @y, x (—1)" d’apres 1)
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3) On a :
Ont1 = Qpi1Gn + Gn—-1 = Qnit1 > dn
—_—— =
>qn >qn

Et comme ¢; > 1 donc g, > n.
m

Proposition 1.1.2. Soit (a;)ien des entiers vérifiant a; > 1 pour tout i > 1. Soit (%) . la

suite des véhicules associée a la suite (a;). Alors on a :

(1) les suites (pﬂ) . et (732"—“) o sont adjagante et on a :

q2n q2n+1
bo P2 Pk P DL
qo q2 q2k q2k+1 q1

(ii) Toute fraction continue simple infinie est convergente.

Démonstration. Posons b, = %. D’apres le Corollaire précédent, on a :
n
bn - bn—2 =

car pPndn—2 — qnbn—2 = (—1)"a, (n > 2).

& Pn—2 o (_1>nan

dn qn—2 qndn—2

Le signe de b, — b, est de signe (—1)". Donc : la suite (bs,) est croissante et la suite (ba,41)
est décroissante.
Or : d’apres le Corollaire, on a : Vn > 1 :

Pn Po1 (D)™

dn n—1 qnqn—2

Donc : b, — b,—1 = D™ On en conclut que : bypi1 —bgy, >0.0n a:

qngn—1"
1 1
bopi1 — bay = >
R Qnt1@2n ~ (2n+1)2n
Quand n — oo :
1
— 0
@n+1)2n
Donc les suites (by,) est (b, 1) sont adjacantes. Donc elles convergent vers une méme limite /.
Donc la suite (by,)nen converge vers £. O
Exemple 1.1.1. a = 1+2\/5, (a;) définie pour a; = 1 pour tout i :
Pn 11,01
dn N———
n+1 fois

(p—") converge.
dn

Proposition 1.1.3. Soient (a;)ien et (bj);jen deux suites d’entiers telles que a; > 1 et by > 1
pour tout 1 > 1 et j > 1. Alors,
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(1) silag,...,an] = [bo, ..., bm] et a, > 1 et b, > 1 alors n =m et a; = b; pour tout 0 <1 < n.

(7i) silag, ..., an,...] = [bo,...s bp, ...] alors a; = b; pour tout i € N.
Démonstration. (i) Remarquons que tout 1 <i <n:
[CLZ’, ...,an] >a; > 1 [bl, ...,bn] >b;, > 1

L

la, ..., ay]

= E(lag, ..., an]) = ag et E([bo, ..., b)) = bo. Si [ag, ..., an] = [bo, ..., bs) €t a, > 1 et b, > 1
on a: ag = bg.

Donc: [ay, ..., ay]) = [b1, ..., by), Aot E([ay, ..., a,)) = E([b1, ..., b,]) = a1 = by car [aq, ..., a,] >
1 et [b,...,b,] > 1. Ainsi de suite...

[CL(), ...,(Zn] = ag +

(ii) Supposons que [ag, ..., @y, ...] = [bg, ..., by, ...]. On peut poser :
nkglm[ao, oy ] = [ag, -y ap, .|
n1—1>I—Poo[a0’ ey bn] = [ag, .., by, -]

1
[ag, .., an, ...] = ag + 3 avec 3 = [a;, ..., p, --.]

Donc : > 1 car a; > 1. Donc : E(lag, ..., an, ...]) = ag, de méme E([by, ..., by, ...]) = bo.
Donc : ag = bg.
Supposons que pour tout 0 < ¢ < n, on a b; = a;. On montre alors que a,+1 = byy1.
Posons :

py1 = [Ant1, -] Bot1 = [bpt1, -]
On a : [ag, ..., Gy, Qpi1] = |G, .-, Gn, Bnr1] par hypothese de reccurence.
D’apres Proposition 1.1.1., on a :

On1Pn + Pn—1
Qn414n + dn—1

[CL(), ooy Apyy an+1] -
ou Z—: est la kieme réduite associée a la suite ag, ..., ar, 0 < k < n.

[ao a ﬂ 1] - ﬁn+1pn + Pn—1
)ttty mn»y n+ - -
Bn1Pn + Pni

Donc :

An+1Pn + Pn—1 o ﬁn—l—lpn + Pn—1
Apy1Qn + qn—1 ﬁn-{—lQn + qn—1
(ann—l - ann—l)(an+1 - ﬁn—&-l) =0
‘Oén-&-l - 671-&-1’ =0

W1 = Ppt

E(any1) = E(Bny1)

Apy1 = bn+1

R R

En appliquant le principe de reccurence, (ii) est vérifiée.
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Theoreme 1.1.4. Soit o € R, « est un nombre rationnel si et seulement si le développement
en fractions continues est simple et finie.

Démonstration. “<" Si [ag, ..., a,] est une fraction continue simple et finie alors c’est un
nombre rationnel.

“=" Soit a € Q.
e Sia € Zalors [a] =a.
o Sia ¢ Z alors o = £ avec PGCDp,q) =1 et ¢ > 1.
On écrit l'algorithme d’Euclide de la din de p par q.

p=aq+aq ao = E (2) 0<a<gq
¢ =g+ g a =E (&) 0<g<q
(p—2 = Qn-1Gn—1 + qn 0< Gn < Gn+1

An+1 = ApQnp

aop, ..., a, sont les quotients successifs dans ’algorithme d’Euclide.

Développement d’un nombre réel irrationnel en fractions continues
Theoréme 1.1.5. 1) Tout nombre réel irrationnel est représenté de maniére unique par une
fraction continue simple infinie.

2) Soit a un nombre réel irrationnel tel que :
a = [ag,a, ..., ay, ...

Soit (Z—") N la suite des réduites, associée d la suite (a;). Alonrs on a :
n/ne

1) a= lim Dn
n—-+00 n

_ bn 1 1
2) ‘a Q’n‘ < dndn—1 < q'%’ n 2 1

On dit que Z—” est la nieme convergente a .
n

Démonstration. i) Soit & € R\Q. On a:a = E(a)+{a} ou E(«a) est la partie entiere de « et
0 < {a} < 1 représente la partie fractionnaire de a. On pose a9 = E(a) € Z et {a} = O%l,
a1 € Ret a; > 1. Alors on a :

1
a=ay+— aveca; € R, a1 > 1
g

1
a1 =a;+— avec as € R, ap > 1
&%)

Ainsi, on définit une suite (a;);en vérifiant :

a1 > 1 pour tout 7 > 1



10 Chapitre 1. Développement en fractions continues

Soit (Z—”) o la suite des réduites asociée a la suite (a;);en. D’apres la Proposition 1.1.2.,
n/n

la suite (%) converge.
n

On a:

1 1
a0<a<a0+—:>@<oz<p—

a qo0 q1
On peut montrer par reccurence que Vn € N, on a :

2 2 1
@<Oz<pi

q2n q2n+1

Les deux suites (pﬂ)
q2n ’VLEN

reme des gendarmes :

t (’92"—“) convergent vers une méme limite. D’apres le théo-
G2n+1 ) neN

Pn
=«

lim —
n=teo gy

ii)
Pn

o — —
an

Pn Pn+1 Pndn+1 — Pnt14n

an Gn+1

1

qngn+1

<

gndn+1

et

1 1
< — Car Gny1 > Gn
qngn+1 dy

O
Corollaire. Soit a un nombre réel irrationnel. Alors l'un des convergent Z—: ou % vérifie :
Pk
a——| < avec k ={n,n+1
| a|  2¢%k { J

Démonstration. Pour tout £ € N, on a :

Dok o < D241
42k q2k+1
n n n n 1
‘v’nEN,a—p—l—|a—pH:p—pH_
dn Gn+1 an qn+1 Gndn+1

car [pngni1 — @uPni1| < 1. Oron a: ¢,y > g, pour n > 1 donc :

1 - 1 . 1
Gnni1 202 2q4,
donc :
’ Pn 1 ’ pn+l 1
——|<gzou|a——— 5
In| 24 nt1|  2Qp4a
Sin=0et ¢ =¢q =1= a; =1. Dans ce cas : a = [ag, 1, ...]
1 1 1
&—a:a0+ —a=1—-<=
a1 1 2 2
Donc on a :
1
mo .1
1 21
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Theoréme 1.1.6 (Lagrange). Soit a un nombre irrationnel. Soit (Z—:) le nieme convergeant ¢
a. Soient a,b des entiers premiers entre eur et 1 < b < g, alors :

a

i)
b

an

> |

C’est-a-dire pq—" est le nombre rationnel de dénominateur inférieur ou égale a q, le plus proche
n
de a.

Démonstration. Considérons le systeme d’inconnues x et y :

P + D1y = @ n  Pn+l xT _ a
T + Qn1y = b Gn  Gn+1) \Y b

Pn Pn+1

= (=1,
qn  Qn+1 ( )

Il admet une solution unique car

T = <_1)H(CLQn+1 - bpn+1>7 y= (_l)n(bp" o aqn)

Notons que = # 0 (sinon ¢,41|bpp=1 or PGCD(ppi1,Gnr1) = 1 donc g,11]b or b < ¢, donc
x #0). Siyest nul, on a : bp, — gyn donc § = 2=

n

Dans ce cas :

Le théoreme est, dans ce cas, vérifiée.
Siy # 0, comme = # 0, x et y sont de signe opposée, en effet :
e Siy<0,onaqg,r=>b—¢qu1y > 0. Donc: x> 0.
e Siy > 0, 'hypothese nous dit : b < ¢, < @1 = b <Y1 = ¢ =0= 2 =0.

D’autre part,

1
Zﬁ<a<pn7+

qn qn+1

Donc : ¢,a¢ — p,, €t gui10 — ppy1 sont de signes opposés. D’ou : x(g,a — pp) et y(gni1t — Pry1)
sont de méme signe : Donc :

|ba - CL| - ’(qﬂf + Gn1Yyax — (qnx + QTL+1y| - |‘T(qna — Pn + y(Qn—O—la - pn+1)|

= ‘x(ané - pn)‘ + |y(Q7’L+1a _pn+1’ Z ‘l‘(ané - pn)| Z ‘Qna - pn‘

a n
b’a— ZQna—p—
b Gn
Comme b < ¢, par hypothese, on a :
a Dn
oa——| > |la——
‘ bl — n
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1.2 Cas des nombres réels quadratiques

Définition 1.2.1. Un nombre réel « irrationnel est dit quadratique si o vérifie une équation
du second degré a coefficients entiers :

ar® +bx +c a,b,c e’

Remarque. 1) Si a est nule alors « serait rationnel (ba 4 ¢ = 0).

2) Le discriminants A = b* — 4ac > 0 puisque « est une racine réel de ax? + bx + c. Les racines
sont ’bga\/z et ’bgg/z. Comme a € Q, VA ¢ Q donc A n’est pas un carré d’entiers.

Lemme 1.2.1. Soit a un nombre réel. Soit 3 un nombre réel tel que :

B a’ﬁ—l—b’

o /ﬁ + d’ avec CL/, bl7 Cla d/ S/ 'Ué'f"l'ﬁ(lnt Cle/ — blcl =41
C

Alors on a :
1) « est quadratique si et seulement si 3 est quadratique.

2) si a est racine de ax® + bx + ¢ = 0 alors (3 racine de l'équation Ax? + Bx + C =0 o :

A = aa”+bd'd + cc?
B = 2adb+b(dd +V)+2dcd
C = ab?+bbd + cd?

De plus B?> — 4AC = b* — 4ac.

Définition 1.2.2. Une fraction continue infinie [ag, @i, ..., a,, ...] est dite périodique §’il existe
un entier [ > 0 et un entier k£ > 0 tel que :

ap = ap4; pour tout k' =k
Si on pose n = [ + k, la fraction s’écrit :

[Clo, ey Qs Qg 1y +ons Gy At 15 ]
On note cette fraction :
[a07 oy Ay Ay 1, "'7an]

La longueur de la période est n — k = (.

Theoreme 1.2.2. La fraction continue représentant un nombre réel o est périodique si et
seulement si a est quadratique.

Démonstration. Supposons que « est représenté par une fraction continue périodique :
a = [GU, ey ey Afp i1y -- -y an]
On pose a1 = [@r11, -, Gn)
Qi1 = [Ahg1y ooy Ay Qs -

!
Soit (%) la suite des réduites associées a la suite (a;)i>gs1 :
i/ neN -
/
_ Ppp— 1

[ak+1, ...,an] = q;lik 7
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/
Prn—k—2
[ak—i-b i3] a’n—l} =
dp—k—2

D’apres la Proposition 1.1.1. :

/ /
O 1Pp—fg—1 T Dp—f—2
/ /
Ck+14y g1 + n—k—2

Ap41 =

Donc :
2 / / / / _
o191 T 1 (@ g2 = Pnp1) = P2 =0

¢, 1 7 0 donc a1 est quadratique. On a :

= 1Dk + Pr—1

a = [ag, .., Qp, Qi1 -
Q1 + Qr—1

ou ( la suite des réduits associées a la suite (a;)ien
qr

Or on a prqr—1 + qxpr—1 = £1. Donc d’apres le lemme précédent, o est quadratique.

Réciproquement, supposons que « est quadratique (racine de ax? + bx + ¢ = 0). On écrit le
développement en fraction cotninue de a.

a = [ag, ay, ..., ay]

Donc :
o = [CLQ, vy Qp—1, Oén]

Donc :
_ OpPn—1 +pn—2
OnQn—1 + gn—2

ou (5—”) oy Ot la suites des réduites associée a la suite (an)nen-
n/n
Comme ¢,—9Pn—1 — Gn_1Pn—2 = £1, d’apres le lemme précédent «,, est périodique. Ecrivons
I’équation de « :

Apa? + Buay, +C, =0
avec :
An = ap?z—l + bpananl + cqi—l
Bn - 2a'pn71pn72 + b(pn71Qn72 + anlpan) + 206]1171an2
On - qp372 + bpn—ZQn—2 + qu%f2 - An—l
D’apres le Lemme 1.2.1., on a : B2 —4A,C,, = b* — 4ac. Montrons que {(4,, B,,C,), n € N}
est finie : cet ensemble sera donc majorée. Posons :

5n — pnfl _
gn—1
Or : .
|0n| < —— (d’apres le Théoréme 1.1.5.)
Qn—l
Donc :

|A,] < |q,21_1[oza2 + ba + c+a5,21 + 2aad, + bd,)| < |a| + |2ac| + |b]
—— —
0
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Comme C,, = A,_; donc la suite (|C,|) est majorée. Or on a :
B2 = 4A,C, +b* — 4ac

Donc la suite (|Bp|)nen est majorée. Donc : {(A,, By, Cyn), n € N} est finie. Donc il existe
ni,ng,ng € N, ny < ng < ng tel que :

A, = A, = An,

B,, = B,, = By,
Ch, = Cp, = Cy,

Onpose A=A, =A,=4,,, B=B,, =B,,=B,,et C=C,, =C,, =C,,.
Or Qyq1, Qpta, (ipys sont racines de équation Ax? + Bx + C = 0. Donc deux d’entre elles
(parmi ces racines) sont égales. Par exemple, si a,, = a,, alors :

[any s -] = [any, -]
Donc a,, = any, Gny+1 = Apy41. Done :
Q= [0, ey Any 15 Ay y ooy Qg 15 Ay s o] = [AQy ovy Ay 15 Ty y ooy Ay 1.
Donc : «a est périodique. O

Définition 1.2.3. Soit o un nombre réel quadratique (racine de az? + bx + ¢ = 0). L’autre

racine qu’on note @* s’appelle le conjugé de a.

Sia= % alors @t = %.

Attention :. ici le conjugué n’est pas le conjugué au sens complexe. On note @® le conjugué.

Remarque.
- —b
az’ +bx +c=a(r —a)(r —a) = aa = “Cetata=—
a a

Définition 1.2.4. Soit a un nombre réel quadratique. On dit que « est purement périodique
si la décomposition de « en fraction continue est de la forme :

a = [ag, .-, a 1)
c’est-a-dire la période commence a partir du premier coefficient.
Remarque. Si o = [ag, ..., a;_1], on a :

G1+n = ap pour tout n € N

Si on note a,, = [an, Gpi1,-..]- On a: ayy = a, pour tout n € N (o = g = ).
Ona:ay=a >1donca>1.
On a aussi :
Pt prg

a = [CLOa cey A—1, Oé]
Qi—10+ qr—2

n
__Pbi—2

ol (2—") . est la niéme convergente & a donc vérifie ;_1a® + (q_2 — pi—1)a + pi_2 = 0. Donc :
n
aa = < 0. Comme o > 1, @ < 0. Conclusion : si a est purement périodique : o > 1 et

o < 0.
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Lemme 1.2.3. Soit (a;);en une suite d’entiers > 1 et soit (fl’—) o la suite des réduites assocée

7

a la suite (a;)ien. Alors Vk > 1, on a :

Dk
[ak, ..., ap) =

Pk—1
lag, ...,a1] = L

k-1

Proposition 1.2.4. Soit a un nombre réel purement périodique dont le développement en frac-
tion continue s’écrit :
a = [ao, ceey al,l]

Alors :
1

_5 = [al—b ...,(10]

Démonstration. On a :
a = lag, ...,a;_1, q]

Donc « vérifie ’équation :

Q10+ (g o —pia+p_o=0 (%)

Posons :
o = [m] - [alflv "'7(107&]

Or d’apres le Lemme 1.2.3., on a :

[al_l, ceey ao} = ]b
Di—2
q—

[azfl, -"7a1] = 2=
qi—2

N _ p—1¢’+q

N
D'ou [aj_1, ..., a9, '] = Y

d’apres la Proposition 1.1.1.. Donc :

/ pl—la/ + qi—1
o ==

P2’ + @2
Donc :
P20 4+ (@2 —pr1)a’ + @1 =0

Donc :

—1 —1\?2

P2t (g a1tma)X(—)—a1x|{—) =0

a a
Donc : —1 vérifie la méme équation que a (voir (x)). Dot =4 = @ ou —+ =a@. Or =1 <0
donc —& =@ donc o/ = —L1. Do :

1
—5 = [al—la --,ao]

]

Theoréme 1.2.5 (Caractérisation des réels purement périodiques - Evariste Galois). Soit «
un nombre réel quadratique alors o est purement périodique < o > 1 et —1 <a <0
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Démonstration. (=) Si « est périodique, o = [ag, ...,a;—1]. On a a > 1 et d’apres la Pro-
position 1.2.4., on a :

1 1
—— = [@—1, o) donc — = >1
a (8%

Donc :
—l<a<0

(<) Supposons que « est quadratique et :
a>1, —-1l<a<0
Comme « est quadratique, son développement en fraction continue est périodique.
a = [ag, ..., Tk, - Aryi1)

Posons :

ap = [an, api1,...], n €N
Ona:a=2< Donc: -+ =a—ag Donc:
o a1

1 R _
—— =0 =& —«
aq

Comme—1<a<0,ona:a0<—a%<a0+1.Donc:

1
An41

On montre par reccurence que F (— ) = a,. C’est vrai pour n = 0. Supposons que

an,le(—a%).Orona:an:an—i—i.Donc:— L —q,—a, or —1 < a,;7 <0 car

E(—%) > 1. Donc : "

Qp

1 1
an<—<an—|—1:>E<— )zan
Q41

Comme a1 = agy41 (car « est périodique et la longueur de la période est ). Donc :

R _ R 1 _ 1 o L
Qpr1 = Qi1 = E(—m) = E(—m) Donc a;, = agy;. On en déduit que

ar = agep. D'ou K (—%) =F (—allﬂ). Dot : ag = a;. Donc ay, = agyy, Yk € N. Donc :
a = [ag, .., a;_1), @ est purement périodique.

]

Theoreme 1.2.6. Soit d un entier > 1, non carré parfait. Soit | la longueur d’une période
minimale de la fraction continue de /d. Alors on a :

\/EZ [6107@1»---,&1]

o1l
E(\/a) =ag et a; = 2a9,a;—; = a;, Vi € N*
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Démonstration. On pose ag = E(\/El) et =ay++vVd Onal < aeta=a —vd donc
—1 <@ < 0. Donc d’aprés le Théoréme 1.2.5. « est purement périodique. Or : E(a) = 2aq

donc a = [2aq, ..., ay_1]. D’apres la Proposition 1.2.4., on a :
1

——— [Gl/,l, ...,2@0

1 1 1

__ao—\/E:\/E—ao
1

ol

Or :

Vid = a —ayg = 2a +

[ah "'7al’—172a0]

Donc : I’ =1. D’ou : )
—5 = [al, ...,al_l,an]

or :
1 -
i [al_l,...,Zao]
e}

Donc : Vi € N*, a; = a;4;.

Proposition 1.2.7. Soit d un entier non carré parfait, v/d = lag, at, -, a;] avec

a1 = a; pour 1 <i <l—1 (I la période minimale).
Posons a = Vd, o, = [an, anit,...] = batVd bp,Cpn € 7.

On désigne par 7;—: la niéme convergente d o = v/d. Alors on a :
1) p?_, —dq®_, = (—1)"¢c, (Equation de Pell-Fermat)

2) ¢, =1« 3k € N* tel que n = kl.
Démonstration. 1) On a :

o= Pn—10n +Pn72
Gn—10p + Gn—2

_ b+ Vd

Cn

pour n > 2 ()

Qn

(%) devient :

b’l’b n— n— bn
(¥) = \@ <Qn—1c + Qn—2> = Dot Vid + ot On +Pn—2

n Cn Cn
¢ZQ S~ ———
€Q 0) €Q
b _ _1b _1d
= \/C_l <Qn—1n + dn—2 — Pn 1) - Pn=10n —Pn—2 — -1
~~ Cp, Cn Cn Cn
ZQ N—— S——
€Q cQ €Q

Qn—lbn + @n—2Cn = Pp—1
pn—lbn + Pn—2Cp = Qn—ld
D’ou :

pi—l - quQL—l - pn—l(Qn—lbn + Qn—an) - Qn—l(pn—lbn + pn—2cn)

= Cn(pn—IQn—Q — Gn—-1Pn—2 = (_1)ncn

— Qg = [a07 aty ..., ar—-1, 2@0]

O

2aq et
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1 1
ay=a+— =a;+ — (car [ la période de Vd
Qpi1 '

1
:20,04-7:2@0—'—

1
aq \/E—ao

Or:aq = btV ap + Vd = b = ag, ¢, = 1. Par périodicité, on a :

Cl

VkGN*,akl:al:a0+\/E

Or: ay = %Y Done : ¢y = 1.
Kl o ki

= : Supposons que ¢, = 1 donc «,, = b, + Vid dou @, =b, — Vd. Or :

Oy = [y Qg 1y 0y A1, QL ey Q1)

«, est purement périodique. D’apres le Théoréme 1.2.5., —1 < @, < 0. Donc —1 <
by —Vd <0etb, <vd<b,+1.
Donc : b,, = E(\/c_l) = ag, o, = ag + Vd = ay et [ étant la période minimale de la fraction
continue donc I|n.

O

Corollaire. Soit d un entier non carré parfait, l la période minimal de v/d. Alors on a :

1) Sil est pair, pour tout k € N*, (pri—1, qu—1) est une solution de I’'équation appelée équation
de Pell-Fermat : 2> +dy* =1, z,y € Z.

2) Sil est impair, pour tout k € N*, (Dari1)i-1, Qar+1)i-1) est une solution de ’équation % —

dy* = —1, x,y € Z et (pari—1, qari—1) est une solution de l'équation de Pell-Fermat.

1.3 Equation de Pell-Fermat

1.3.1 Structure de Z[v/d]
Notation. Soit d un entier non carrée. On note :
ZIVd) = {a+Wd, acZbe 7}

Remarque. a+bvd = ' 4+ b'\/d avec a,b,a’,b € Z car a —a’' = (I — b)V/d. Si b# V', on aura :
Vd=%% Orvd¢ Q. Doncb="0 et a=d.Ilyaunicité de I'écriture dans Z[v/d].

b'—b

Proposition 1.3.1. (Z[V/d], +, x) est un sous-anneau de R.

Démonstration. + On démontre que (Z[v/d], +) est un ensemble stable. Soient z, ' € Z[/d].
Il existe a,b,a’, b € Z tel que :
r=a+b/d
o =d +VVd
On décrit :
(r—a)=a—d + (b—V)Vd e Z[Vd

Ora—a €Zetb—V €Zdonc x — 2’ € Z[\/d]. Donc (Z[\/d],+) est un sous-groupe de
(R, +).
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zx 2 = (a+bVd)(d +VVd) = ad + bb'd+ ab'Vd + ba'Vd = ad' + b'd+ (ba' + Va)Vd
Z
€ €Z

Donc : z.2/ € Z[\/d]
Donc : (Z[V/d], +, x) est un sous-anneau de R. O

Remarque. (Z[V/d], x) n'est pas un groupe car 3 € Z[V/d] mais % ¢ Z[/d] car 1 ¢ Z.

Notation. Soit © = a + byv/d. On note T = a — b\/d, le conjugué de z et on note la norme de z,
N(z) =27 = a® — db* € Z.

Lemme 1.3.2. Vz,y € Z[\Vd], on a :
N(zy) = N(z)N(y)
(la norme N est multiplicative).
Démonstration. © = a+ bVd, y =d + b'vd avec a,d’,b,b/ € Z. Donc :
zy = ad' + dbb' + (ab' + a'b)Vd

Ty = ad’ + dbb' — (ab’ + d'b)Vd
N(zy) = zyzy = ((ad'+b)+dbb'+(ab +a'b)Vd) ((aa'+bb' ) —(a'b+b'a)Vd) = (aa'+dbb')>—(ab'+ab)?
N(z)N(y) = (a* — db*)(a”* — db'?)
On vérifie alors que N(zy) = N(z)N(y). 0

Proposition 1.3.3. Soit x € Z[Vd], © est inversible si et seulement si N(x) = £1. Cela veut
dire que si v = a+ bV/d, x est inversible < a® + b*d = +1.

Démonstration. (=) Soit z € Z[\/d], = est inversible dans Z[/d] < il existe 2’ € Z[/d] tel
que zz’ = 1. Donc : N(z2') = N(1) = 1. Or N(za') = N(x)N(z'). Donc : N(z)N(z') = 1.
Donc N(z) = £1 car N(z), N(z') € Z

(<) Soit = € Z[/d]. Supposons que N(x) = #1. Donc : a? — db* = £1 = (a + bV/d)(a —
bd) = +1
1
- a+b/d

Donc : x est inversible dans Z[/d].

+(a — Vd) € Z[Vd]

Remarque. Soit © = a + bv/d € Z[\/d] alors :
1. N(z) =14 a* - b*d =1 < (a,b) solution de Pell-Fermat.
2. Nz)=1lel=a-b/d=7

3. On a vu que I’équation de Pell-Fermat admet une infinité de solutions. Il y a donc une
infinité d’éléments inversibles dans Z[/d).
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1.3.2 Equation de Pell-Fermat

Définition 1.3.1. Soit d un entier > 1 non carré. On considére I'équation de Pell-Fermat
(E) : 22 —dy?> = 1, 2,y € Z. On a vu que cette équation admet une infinité de solutions.
L’objet est de déterminer toutes les solutions.

Proposition 1.3.4. Il existe une solution (xg,yo) de (E) vérifiant, xo > 0, yo > 0 et pour
toute solution (x,y) de (E) tel que x >0,y > 0. On a : x4+ yvd > ¢ + yoV/d. Cette solution
(x0,y0) est appelée la solution fondamentale de (E).

Démonstration. Supposons que la Proposition 1.3.2. est fausse : donc on peut construire
une suite décroissante (a,,) avec oy, = o + Yo/ d et (20, yo) soltuion de (E). La suite («,) est

’ . . s’ . . n
décroissante minorée par 0 donc elle converge dans R et lima, # 0. Donc hrf = 1.

> 1. Or (xg,yo) est solution de E donc N(z,) = 1 pour tout n. Donc

An

Remarquons, Vn,
Qn+1

pour tout n, oy, est inversible dans Z[v/d]. Donc :

Op

Vn € N,

€ Z|Vd]

Qni1

etN( O‘")z Nian) Donc:ﬁzXn—Yn\/aeth—Yndel. Comme 22— > 1, on

An+1 N(an+1) Qn+t1

a:Y,#0.Ona: ail = (29 — yo\/E)(xn+1 — yn+1\/a). Cela vérifie Y,, > 0. Donc —*»— > Vd
O

e n+1l

iil - 1)'

(Absurde car lim -

Theoréme 1.3.5. Soit (xg,yo) la solution fondamentale, toute solution de (E) s’exprime en
fonction de (xg,yo) (solution fondamentale). C’est-a-dire soit (x,y) solution de E alors il existe
m € 7 tel que :

4 yVd = +(z0 + yoVd)™

Démonstration. 1) Si (x,y) vérifie z + yvd = (zo + yov/d)™, on a : N(z 4+ yvd) = N((z¢ +
YoV d)™) = (N(zo + yov/d)™. Or (z0,10) solution de Pell-Fermat donc N (zo + yov/d) = 1.
Donc 1 = (N(zg 4 yov/d)™) = N(z + y/d). Donc (x,y) solution de Pell-Fermat.

2) Réciproquement, soit (z,y) une solution de (E). Soit m le plus grand entier > 0 tel que :
(2o + yoVd)™ < x +yVd
(on suppose que z > 0, y > 0). Donc :
(o + V)™ < &+ yVd < (o + yoVd)™

Donc :

1< (x4 yVd)(zo — yoVd) ™™ < (w0 + yoVd)
Ona N(:E0+y0\/c_l) = 1. Donc (x0+y0\/3)*1 = 20—yoVd d’on (:E0+y0\/3)*m = (xo—yox/a)m
et donc (z + yvd)(zo + yov/d)™™ € Z[V/d]. Posons (x + yvd)(zo + yovVd)™ = X,, — Y,\/d

On a:
N(X, = Y,Vd) = N((z+yvd)(zo+ yoV/d)™™)
= N(z 4 yVd) x N(zo — yoV/d)
= N@+yVvd) =1
car (x,y) est solution de Pell-Fermat = N(xg + o) ™ = (1)™™ = 1 et (x,y) solution de
Pell-Fermat. Donc (X,,,Y,) solution de (E) et :
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Comme (z0,yo) est solution fondamentale, on a : Y,, =0 et X,, = 1. Donc :
L + ypVd = (20 + yoVd)™

3) Soit (z,y) solution de (F) tel que z > 0 et y < 0 donc (x,—y) est solution de E avec
x>0,y > 0. On déduit du cas précédent qu’il existe m € N tel que :

T — y\/gl = (zo + yo\/a)m

dott z + yvd = (z — yVd)~' = (z + yo/d)™™ car N(z +y/d) = 1.
4) Soit (x,y) solution de E tel que x < 0 et y < 0 donc (—z,y) solution de E avec —z > 0,
—y > 0. Donc il existe m € N tel que —z — yv/d = (zg + yov/d)~™™. Dot :

x + y\/_ = (zo + yo\/a)m

5) Soit (z,%) solution de E tel que z < 0 et y > 0, il existe m € N tel que —z + yvd =
(w0 + yO\/E)m. Ona:—z—yVd= (—x + y\/a)‘l = (zo + yo\/a)_m. Donc :

z+yVd = —(zo + yoVd) ™
O

Proposition 1.3.6. On note Uy = {z + y\/d, 2> — dy® = 1}, (Uy, X) est une groupe engendré
modulo {—1,1} par zo+ yov'd (groupe monogéne).

Démonstration. (Uy, x) est un sous-groupe de (R*, x). Soit x,y et 2/, tel que x +yv/d € Uy
et ' +y'\Vd € Uy
(z +yVd)(2' + y'Vd) € Z[Vd)

Comme N ((z+yvd)(z'+3/V/d)) = N(z+yVd)N(2'+y'v/d = 1. Donc : (z+yvd)(z'+y/Vd) =
Ua

Soit (x +yv/d) € Uy, N(x +yv/d) = 1, donc xﬂlﬂ/&:x—y\/EEUd. O

Question Comment trouver la solution fondamentale de 1’équation de Pell-Fermat ?

Lemme 1.3.7. Soit a € R tel que
o pB+r
qpB + s
avec (3 un nombre réel > 1, p,q,r,s des entiers tels que ¢ > s > 0 et ps — qr = &1. Alors % et

g sont des convergents successifs de c.ou = est le (n — 1) convergent de c, % est le nieme

convergent de et 3 le (n + 1)°™ quotient complet de o (B = py1).

Démonstration. On choisit le développement de g en fraction continue de la forme § = lag, .., ap)

tel que (—1)"~1 = ps—qr. Soit (%) o la suite des réduites associés a la suite ag, ..., a,,. Comme
/9

n—1

PGCD(p,q) =1, on a p = p, et ¢ = ¢, donc pgp—1 = qPn—1 = PnGn-1 — @uPn—1 = (—1)" " =

ps — qr = p(gn—1 — $) — ¢(=7 + pp—1) donc q[p(gn—1 — s) et PGCD(p,q) = 1 = ¢|gp—1 — s.

Comme s > 0 et ¢, > ¢p_1. 00 ¢,_1 — s = 0. Donc ¢,,_1 —s = 0 et p,_; = 1. Donc § = Z—: et

I = o=l qon

S dn—1

. pnﬁ +pn—1

o= —

Qnﬁ + Gn-1

Comme 3 > 1, donc 3 est le (n + 1)®™¢ quotient complet de a. O

=la,0, ..., a,, 0]
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Theoréme 1.3.8 (Legendre). Soit o un nombre réel. Soient p, q deux entiers tels que PGCD(p, q) =
1,¢>0.8ila—E < ﬁ alors £ est un convergent de .

Démonstration. Supposons que |o — %’] < ﬁ donc p, g vérifient les hypotheéses du Théoréme

1

lsia> )
1.3.6. Posons : a — £ zel;% avecsz{ - Puisque [a = E[ < 55, 0ona0 <6 < 1. 0n

0sia<
choisit un développment en fraction continue de £ tel que £ = [ao, ..., ay] avec (—1)" = . Soit

(&
.

7

T
ree

ESHSIESHIS]

P la suite des réduites associées a la suites ay, ..., a,, donc p = p,, et ¢ = ¢,. Soit 5 le nombre

tel que :
o= ﬁpn — Pn—1
ﬁQn —Qdn-1
On a:
o 0 P BPntDPn1 P
Eg =5 =0——-= " ——
TG 4 4 Pt G
Si 'on réduit au méme dénominateur :
Bpn+Pott  Pn_ Pt +PnGo—r (1" £
ﬁQn + Qn+1 dn Qn(ﬁQn + qn + 1) %L(ﬂQn + An+1 Qn(ﬁQn + qn—1
1 n .
Cela entraine que 0 = ﬁqni’;n_l = 7 n1 > 1. Donc # > 1. D’apres le Lemme 1.3.5., g
- I
>2 >1
est une convergent de . ]

Corollaire. Soit d un entier > 4 non carré. Alors :

1) Si (x,y) est solution de ’équation de Pell-Fermat (E) : 2* —dy* =1, > 0, y > 0 alors .
est un convergent de V.

2) Soit | la période (minimale) de \/d. On note Ee le nieme convergent de Vd. Sil paire,
(pi—1,qi—1) est solution fondamentale de Pell-Fermat. Si | est impaire, (pa—1,q—1) est la
solution fondamentale de Pell-Fermat.

Démonstration. 1) Soit (z,y) solution de (F) avec PGCD(z,y) = 1, 2 > 0, ¥y > 0. On a

2 g2 _ e _ 1 .
x* —dy* = 1. Donc : |x y\/c_l|—$+y\/3. Donc :
T 1 1
S —Vd| = <
y yle+yvd|  y*Vd
car x >0,y > 0. Comme d >4, on a:
T 1
_ dl < —
y v 2y

Donc : d’apres le Théoreme 1.3.6., g est un convergent v/d.

2) Soit [ la période du développement en fractions continues de Vd, si l est pair, on a vu que
(pi—1, qi—1) vérifie I'équation 22 —dy? = 1 (d’apres le dernier Corollaire de la Section 1.2.).
Si0<i<Il—1, (p,q) n'est pas soltuion de Pell-Fermat, si i < I, (p;, ¢;) est solution de
Pell-Fermat. si [|i donc dans ce cas, on a :

pio1 4+ Vg > pi_y + Vg,

donc (p;_1, q—1) est solution fondamentale.

3) Si [ impaire, on a vu que (py_1,gz_1) est une solution de (F), 22 —dy* = 1. Si (pr_1, qx_1)
est solution de Pell-Fermat alors 2[|k d’apres la Proposition 1.2.7.
]



Chapitre 2

Approximation d’un nombre réel par
des rationnels

2.1 Approximation d’un nombre réel par des rationnels

Définition 2.1.1. Soit ¥ un nombre réel > 0. Soit o un nombre réel. On dit que « est ap-
proximable & l'ordre p s’il existe une constante, ne dépendant que de «, notée c(a) tel que

I'inéquation |a — 2

Remarque. 1) Si est un nombre réel irrationnel et £2 un convergent de o, on a : Jar— 22| < q%
Donc « est approximable a l'ordre 2.

2) Si «v est approximable a l'ordre v alors il est approximable a 'ordre v/ pour tout v/ < v.

3) Soit @ € R, on note (a) = a — E(«a) alors « est approximable & l'ordre v < («) est
approximable a I'ordre v.

a-L=(a)- p+qE(e)

q q

Theoréme 2.1.1. Un nombre rationnel est approzimable a 'ordre 1 exactement (c’est-a-dire

pas a un ordre supérieur d 1).

Démonstration. Soit ¢ € Q, PGCD(a,b) = 1, b > 0. Alors, il existe une infinité d’entiers,
p,q >0, PGCD(p,q) =1 tel que ag — bp = £1. Donc 7 — Q| < e donc ¢ est approximable a

Pordre 1. Il faut remarquer que |§ — 2 | = |aqbqbp L > bq Smt v>1, 501t ¢ une constante possitive
ne dépendant que a et b. On doit montrer que l'inéquation |§ — f| < n ’admet qu’'un nombre
fini de solutions p . Soit p un nombre rationnel tel que |§ — f| <z On a:

ag—bp _a p

bg b g

Comme ag —bp #0. On a: [§ — B[ > ¢, d'ou L < 5 donc ¢! < cb. Donc ¢q < (cb)ﬁ. Or :

bg
“—\p|!<

b

p

a <C
b q| ¢

done |p| < (% + c) lq| < (\%] + C) (cb)ﬁ donc il n’y a qu’un nombre fini de 2 tel que :

C
<=
q

a_p
b ¢

23
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Corollaire (Critere d’irrationnalité). Soit a un nombre réel, soient v un nombre réel > 1 et
¢ > 0. 87l existe une infinité d’irrationnels & tel que low — f| < g alors a ¢ Q.

Démonstration. Si les hypothese du Corrolaire sont vérifiés, a est approximable a 'ordre v

avec v > 1, donc a ¢ Q. O
Application 2.1.1.
>0 2 N—+oc0 -0 ont
N
Cette limite existe. En effet, posons uy = Z ol (uy) est une suite croissante. On peut
n=0

montrer que « est approximable a l'ordre 2.
Theoréme 2.1.2 (Dirichlet). Tout nombre réel irrationnel est approximable d 'ordre 2.

Démonstration du Théoréme 2.1.2.

Lemme 2.1.3 (Dirichlet). Soit 8 un nombre réel irrationnel. Soit Q) un entier > 1. Il existe
au moins un nombre irrationnel L; tel que ¢ < Q et |5 — §| < i

Démonstration du Lemme 2.1.3.

Notation. pour z € R, (z) =z — E(z), 0 < (z) < 1.
On considere les nombres 0, (3), (23),...,(QB). Ces nombres sont deux a deux distincts, en
effet, §’ils étaient distincts, il existerait k, &', 0 § E<Q@Q,0<Fk <Q,k+#K tel que (k@) = (k:’ﬂ)

done k@ — B(kB) = k'8 — B(K'B) = (k — k)8 = E(kf) = B(KS) :

E(kG) — E(K'5)
k

= 0= —

€Q

or € Q. On a:

i oglofpglo-o [ - 8 [Tl

Les (Q + 1) nombres 0, (), ..., (QF) appartiennent a la réunion disjointe de @ intervalles
0, %[U U [%, 1[ parmi les nombres 0, (f3), ..., (@) appartiennent au méme intervalle.

Donc il existe k, k', 0 < k< Q, 0 <Kk <@, k> Kk tel que |(kB) — (K'P)| < é

E(kB) — E(K'D) 1
$|ﬁ_ F—F | k= R)Q
On pose : p = E(kB) — E(K'() et ¢ = k — k’. On a bien |ﬁ—§|<$.D O

Grace au Lemme 2.1.5., nous pouvons démontrer par I’absurde le Théoreme 2.1.2.. Sup-
posons qu’il existe un nombre fini de rationnels

y4 Pm pz
—, .., — tel que | — < —=,t=41,....m
q1 dm i %2 { J
On pose :
1
Q= +1>1
. Di
min | — —
1<i<m
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D’apres le Lemme 2.1.3., il existe un rationnel g tel que ¢ < Q et

p 1 i
‘ﬁ‘ <q0 Sagm -
donc :
p {pl Z%n}
a” o’ am
Or ¢ < Q donc \ 8- 2| < . CONTRADICTION!
Donc : 3 est approximable a ’ordre 2. O

Theoreme 2.1.4. Soit o un nombre réel quadratique. Alors o n’est pas approximable a un
ordre supérieur a 2.

Démonstration. Soit a un nombre réel quadratique. a admet un développement en fractions
continues périodique.
o = [CL(], coey Ay At 15 -+, an]

Soit M un majorant de (ag, ai, ..., a,). Soit % un convergent de a. On a ¢, = a,qn_1 + Gn_o,

n > 2. Donc : ¢, < (M + 1)gp—1, n > 1. Soit oy, = (@, Gy, -] (Mieme quotient complet
de o). On a oy, < vy +1 < M + 1. Soit % un rationnel, ¢ > 0, PGCD(p,q) = 1. Soit n’ le
plus grand entier tel que g,y < ¢. Donc on a : ¢ < q¢ < @u41. D’apres le Théoréme 1.1.6.

(Théoreme de Lagrange), on a : [a — £| > |a — %L Or :

o = Pr1Qnr + P
Qn/+1C0n/+2 + Qn

Donc :
o Pt | PriQargo + P P
Qn'+1 n'+1Q 42 + G/ Qni41
_ Prn/Gn'+1 — qn'Pn/+1
A/ +100m +2 + qn/Gn/+1
1
qn'+10n/ 42 + qn’ + qn'+1
. _ pn/+1 1 _ 1 .
Donc : |a qn/H‘ < TATESVErL On pose ¢ = 557755 On a:
Pr+1 % < %
An'+1 dpn q

car g, < ¢. D'ou |a — £ < .

Soit ¥ un nombre supérieure a 2. Soit £ un nombre rationnel tel que low — El < q% donc :

v—2 1 . P| _ p _ p
donc ¢"7% < < donc : ¢ < Or ‘|q| |04|‘ < [E—a] <1=[E] <|a|+ 1 Donc |p| <

(a+1)

(@ +1)¢ < =——=—. Donc : il n’y a qu’un nombre fini de rationnels £ tels que [a — £| < q%. a
CU+2
n’est pas approximable & 'ordre v si v > 2. O

_1_-
2
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Application 2.1.2 (Suite de I’Application 2.1.1.). Rappelons que

- onl
n=0 2

On montre que a est approximable a ’orde 2.

> 1
?:p—N avec qN:2N!
n:02 ' qn

-2 S
qn qn
Or : . . .
PN o
—qu— 7N+1§ = W—Fw—l—
- L
= 21\7+1'< +2+4+6+...)
1 1 1x2 2

2
QN+1! 227 < 9(N+1)! < 92N! S %

Avec le méme type de raisonnement, on montre que « est approximable a un ordre v quelconque.

© 1
|a oo oe oy s L
an q” aqn n=N-+1 2m
s 1 1 1 1
> = ON+1! + ON+2! e s ON+1! (Z 2n> (%)

n=N+1
Or Y55 = 2. Donc : (%) < g5%7. Pour v fixé, VYN > v, ona: N +1> vN! Donc :

(]) <o 2 <2
2+. 21/. qN

Définition 2.1.2. On dit que « est algébrique s’il existe un polynéme P(X) non nul a coefficient
dans Q tel que P(a) = 0, c’est-a-dire il existe ag, a1, ..., a,, € Q non tous nuls tel que

ap+ aa+ ... +a,a” =0

Exemple 2.1.1. e nombres quadratiques

V/2 est algébrique car /2 est racine de X° — 2

Uk est algébrique car il est racine de X" — k.

1 est algbérique car il est racine de X2 4 1

9 = exp (2’?”) racine de X? + X + 1 donc algébrique

e, ™ ne sont pas algébriques (ils sont transcendent).

Définition 2.1.3. Soit a un nombre algébrique. Parmi les polynémes non nuls a coefficients
dans Q annulant «, il en existe un de degré minimal et unitaire (a,, = 1). On appelle degré de
a sur Q le degré de ce polynome. On le note deg a.

Exemple 2.1.2. o degv/2=3
o degr =2
o degy)=2
e si a € Q racine de X — a alors dega = 1.
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Theoréme 2.1.5 (Théoreme de Liouville). Soit o un nombre algébrique de degré d > 1 alors
il existe un réel ¢ > 0 ne dépendant que de « tel que pour tout rationnel g, PGCD(p,q) = 1,
qg>1, on ait :

p

O{_i
q

>C

Démonstration. Soit a un nombre algébrique de degré d > 1. Soit % €Q,si|a— §| > 1,on a

(a — 3) > q%- Si ‘a — %‘ < 1, soit P(X) le polynéme de Q[X] de degré d tel que P(«) = 0. On

r(3)-r() -

D’apres le théoreme des accroissements finies, on a :

|P <p> — Pla)| < 'p —a| x max |P'(0)] < P_alx  max |P'(6)] (%)
q q <o q bela—1,0+1]
On pose ¢ = peraX | P'(6)]. (+) devient :
1
- P<p> — P(a)| < P _a
¢ q q

On pose aussi :
P(X)=ay+a X +..+a,X% a; €Q, ag #0

P (2) —Pla)=P (S) — a0+a1§ o tay (Z)d

_ ang’ + aipg”t + axp*q"? + . + aap”
qd

On a:

Or:P (g) £ 0 donc agq? + a1pg®t + asp?q?2 + ... + agp? est un entier non nul. Donc :

()

1 _ 1 . |Pp c
7g1- Onposec= G ona:|l—al> 5. O

1
T

d’ou [ —af >

Corollaire. Soit o un nombre algébrique de degré d > 1. Alors o n’est pas approrimable a
l’ordre v > d.

Démonstration. Soit ¢’ un nombre réel > 0 et v un nombre réel > d. On montre que le nombre

de rationnels g tels que :

/!
o p' <
q q”
est fini. Soit % un rationnel tel que :
/!
o — p| << ()
q) ¢
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D’apres le Théoréme 2.1.5., on a o — | > 5. donc :

Dot ¢“~¢ < <. Donc :

Or|oz—§|§%donc\§—a|§;—:d’oﬁ:

‘ p
q

| "

< C //
<a+—<l|altec
4q

Donc : )

/!

IS v—d
i <atiol + e < (£) 7 (e

M\ v—a o v=a

Done si £ vérifie (+) alors ¢ < () et [p| < ( ) (la|+¢"). Donc il 0’y a qu’un nombre
c c

finis de rationnels  tels que |a — 2| < ;—: pour v > d. O

Application 2.1.3 (Suite de I’Application 2.1.2.).

a est approximable a tout ordre. D’apres le Corrolaire, o n’est pas algébrique.



Chapitre 3

Corps quadratiques

3.1 Corps quadratiques

Soit D un entier (positif ou négatif) non carré.
Notation. si D < 0, on pose v/D =i,/|D|, on note Q(v/D) = {a +bVD, a € Q, b € Q}.
Remarque. si a+bvD =da' + VD, a,b,a’,b € Q alors (a —a') = (b—V)V/D. Sib#V, on a

VD = =% ¢ Q absurde car D n’est pas carré. Donc a = o’ et b=1b'.
b—b

Theoréme 3.1.1. Q(v/D) est un sous-corps de C contenant Q.

Démonstration. e QC QWD)
e aba,leQ

(a+bVD)— (' +VVD) =a—d + (b—V)VD e QD)

donc Q(v/D) stable par addition.
e (a+bVD)(d +¥vD)=ad +bv'D + (ab/ +ba’)v/D € Q(v/D). Donc : Q(v/D) est stable
par multiplication.

— Soit @ € Q(v'D)\{0}, x = a + bv/D avec (a,b) # (0,0).

1 1 a—bvD a b
Z = = = — v D vD
¢ atyD @-wDb @-wb @-pp'l D)
Donc : (Q(v' D), +, x) est un corps. O

Theoréme 3.1.2. (Q(v/D),+, x) est un espace vectoriel sur Q et {1,v/D} est une base de
Q(vD) sur Q.

Démonstration. Q est un sous-corps de Q(v/D) donc (Q(v/D, +, x) est un espace vectoriel sur

Q.
Vz € Q, 3(a,b) € Q? tel que z = a + by/D donc {1,v/D} est une base de Q(v/D) sur Q.
Donc :

dimg(Q(vVD)) =2

Rappel. si D < 0, /D =i,/|D].

Proposition 3.1.3. Soit a € Q(v/D) alors ou bien a € Q ou a est quadratique.

29
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Démonstration. Soit a € Q(v/D),a=a+bVD, a,b € Q. Sia g Q, onab#0.
a—a=b0/D e (a—a)?=bD

d’ou :
a? —2aa+a?—b*D =0

Donc « est racine de :

X?—2a X +a*-b’D =0
~ —
Q Q
Donc : «a est quadratique. O

Notation. Soit o € Q(v/D), a = a+ bv/D. On note @ = a — b\/D.
Tr(a) =a+a@ (Trace de «)
N(a) = aw (Norme de «)

Proposition 3.1.4. Soit a € Q(v/D) alors :

Démonstration. Soit o = a +byv'D € Q(v/D) et @ =a — bvV/D € Q(vD).
Tr(a) =a+a=2a
N(a) = aa = a* — b*D
Donc : Tr(a) € Q et N(a) € Q. O

Remarque. Si D < 0, N(a) € Q7.

3.2 Entiers de Q(+/D)

Définition 3.2.1. Soit a € Q(v/D) on dit que a est un entier de Q(v/D) si et seulement si
Tr(a) € Z et N(a) € Z.

Proposition 3.2.1. Soit o« € Q(v/D), a est un entier de Q(v/D) si et seulement si o est racine
d’une équation de la forme X% 4+ cX +d =0 avec ¢, d € Q.

Démonstration. (=) Soit o un entier de Q(v/D) donc a = a + bv/D, on a :

Tr(a) =2a € Z
N(a)=a*—-b0*D e Z

Or « est racine de X2 — 2a X + a® — b?D.
kY 3
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(<) Soit o € Q(\/ﬁ), supposons que « est racine d’une équation de la forme :
X?4+cX+d=0 c¢deZ
a = a+ bv/D. On vérifie que @ = a — bv/D est racine de X2 + ¢X +d = 0. Donc :
X 4 eX+d=(X—-a)(X —a)

=c=—(a+a)=—-Tr(a) et d = a x @ = N(a). Donc : Tr(a) € Z et N(«) € Z.

Notation. KK = Q(v/D), on note : Zg 'ensemble des entiers de K.

Proposition 3.2.2. Soit D entier sans facteur carré et a € Zgy 5 (o = a+bvD). 8i D = 2[4]
ou D = 3[4] alors a € Z et b € Z. Si D = 1[4] alors a = %l et b = %l avec o’ et b entiers de
meéme parité.

Démonstration. Soit a = a + by/D un entier de Q(+/D). On pose

a=2 PGCD(ay,as2) =1

asz
b
b
Tr(a) = 2a = 28 € Z. Donc ag|2a; et comme PGCD(ar,az) = 1 alors az[2. Donc a; = 1 ou
as = 2.
1) Siag =1, No) =a?> —0’D € Z = a? — %D €7 = %D € Z. Donc : b3|b2D et comme
PGCD(bg, by) = 1 alors b2|D. Or D est sans facteur carré donc by = 1. Dans ce cas, a,b € Z.

2) Sia2:2,N(a):a§—Z—§D€Zdon(t
2

b PGCD(by, by) = 1

bia? — 402D
~———€Z

w o ©

Donc : 4|b3a? — 4b3D = 4|b3a?. Or PGCD(ay,az) = (a1,2) = 1. Donc by = 2b,. Donc

N(a) =% - %7 € Z d'o a? — 42 € Z. Donc %2 € Z. Dot b2[B3D. Or PGCD by, by) = 1
b

! 7z
donc by’| D or D est sans facteur carré donc b, = 1. Dans ce cas, on a: a = % et b = % (avec

a; f2et by f2).or @ € Z donc a2 —b2D = 0[4], comme a; = 1[2] et by = 1[2] = a? = 1[4]
et b? = 1[4] donc : 1 — D = 0[4] donc D = 1[4].

[]

Corollaire. Soit K = Q(v/D). Si D =2 ou 3[4] :
Zx = {a+bVD, a,b € 7}
SiD=1[4] :

(Zg,+, x) est un sous-anneau de K.

, a,b entiers de méme partié}

Démonstration. Il suffit de montrer que Zg est stable par multiplication et par addition. [J
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3.3 Eléments inversibles dans Z

Définition 3.3.1. Soit a € Zg. On dit que « est inversible dans Zy si et seulement si il existe
o/ dans Z tel que a x o/ = 1.

Proposition 3.3.1. Soit a un élément de Zg. o est inversible dans Zyx < N(a) =1 ou —1.

Démonstration. (=) Soit a un élément inversible de Zg alors il existe o/ dans Zg tel que
a€a =1.0r Nlaxda)=N(a)x N(a). Donc : N(a) xN(a') =1, donec N(a) =1 ou
——
ez
N(a) = -1.

(<) Soit o € Z tel que N(a) =1 ou —1 on a:
Tr(a) =a+aeZ

N(a)=aa € Z

Cela entraine que @ € Zg. Or N(a) =1 ou —1 = a@ = 1 ou —1, donc « est inversible
dans Zg et son inverse est : @ si N(a) =1 ou —a si N(«a) = —1.
O

Remarque. e Si D <0a=a-+0bV/D est inversible dans Zgyp) st et seulement si N (o) =
a’?—bv*D = 1.
x SiD=-1, K=Q(v-1)=Q(»)

Zk = {a+bi, a,b e Z}
a?+b*=1&a==+1b=00oua=0,b==+1. Les éléments inversibles dans Q(7) sont :

{1,-1,4, —i}

* 8i D < =1, D =2ou3[4], @ =a+bvVD est inversible dans Zg /5 < a* —b°D = 1,
a,b€Z < b=0et a==*l. Les seuls élement inversibles sont {1, —1}.

% Si D < —letD=1[4], @ =a+byD est inversible dans Lowpy & @ =D = 1. Si
a€ZalorsbeZ,a>?—bPD=1=a=1oua=—1etbh=0.
Sia € Z,a= %, et b = % (avec @' et O impaire), a®* — b*D < a’* — V?D = 4. Or
—D = 3[4] donc o’ = £2 et b’ = 0. Or o’ est impaire. Donc les éléments inversibles de
L5 sont {1, —1}.

e si D > 0, I'équation de Pell-Fermat z? — y?D = 1 admet une infinité de solutions donc il
y a un nombre infini d’éléments inversibles dans ZQ( J/D)-

3.4 Arithmétique dans Zg

Soit D un entier sans facteur carré. Soit K = Q(v/ D), “corps quadratique” (avec la notation
VD =iy/|D| si D < 0). Soit Zy 'anneau des entiers de K.

3.4.1 Divisibilité dans Zg

Définition 3.4.1. Soient x,y € Zg, on dit que z divise y et on note y|x s'il existe z € Zg tel
que y = 2.

Propriété 3.4.1. 1) Va € Zg, x|z
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2) VY € Li, Yy € Lk, x|y et y|lr < Ju inversible dans Zk tel que x = uy.
3) Ve € Lk, Yy € Lk, ¥z € Lk, x|y et y|z < z|z.

Démonstration. 1) x = 1z donc x|z.
2) (=) si zly et y|x alors il existe z € Zg tel que y = zx et v = 2’y donc z = z2'z. Donc :

z(l—2'2) =0.

e Six=0,onay=0.

e Six#£0,onazz =1

Donc z est inversible dans Zx d’inverse 2.

(<) si @ = uy avec u inversible dans Zg. Si v’ est I'inverse de u, on a u'z = y donc y|z et

3) évident

Remarque. Les éléments inversibles de Zg jouent le role de {1, —1} dans Z.
Notation. On note U(Zg) 'ensemble des éléments inversibles (unités) de Z.
Remarque. 1) u € U(Zg) < N(u) =1 ou —1. Siu=a+ bVd.

N(u) =a®> - b*D
2) Vo € Zi,Vu € U(Zk), on a u|zx.

Démonstration. u € U(Zg) sl existe v’ € Zy tel que uv/ = 1 donc x = ug’/a_c/ donc ulz pour

SV
tout x € Zg. O

3.4.2 Elements irréductibles dans Zy

Définition 3.4.2. Soit x € Zg, on dit que = est irréductible dans Zy si et seulement si les
seuls divisieurs de x sont les éléments de U(Z) ou les éléments de la forme uz (u € U(Z)).

Définition 3.4.3. Les éléments de la forme ux avec u € U(Zg) sont appelés les éléments
associés a .

Proposition 3.4.2. Soit © € Zk tel que |N(x)| est un nombre premier de Z. Alors x est
irréductible dans Zy .

Démonstration. Soit x € Zy tel que |N(z)| est un nombre premier de Z. Supposons que
x =1y X z dans Zy donc N(x) = N(yz) = N(y)N(z). Donc |N(x)| = |N(y)||N(z)]. Or |N(x)]
est un nombre premier donc |N(y)| =1 ou |N(z)| = 1.
e Si N(y)=1alors y € U(Zg) (c’est-a-dire y est inversible dans Z ).
e Si N(z) =1 alors z € U(Zg) (c’est-a-dire z est inversible dans Zg). © = yz y = xz’ aec
Z" inverse de z.
Les seuls diviseurs de x sont les éléments inversibles (U(Zg)) ou de la forme uz (ovu € Zg). O

3.4.3 Eléments premiers entre eux

Définition 3.4.4. Soient x,y € Zg, on dit que x et y sont premiers entre eux si et seulement
si les seuls diviseurs communs a = et y sont les éléments inversibles de Zyx (U(Zk)).

Définition 3.4.5. On dit que Zg est un anneau euclidien pour la norme si et seulement si
Vo € Zk, Vy € Zk{0}, il existe ¢, r dans Zg vérifiant © = yq+1r avec r = 0 ou |[N(r)| < N|(y)|.

Si Zy est un anneau euclidien pour la norme, alors Zy possede une arithmétique analogue
a celle de Z. On peut définir 'analogue du PGCD.
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3.4.4 PGCD dans Zi quand Zjy est euclidien pour la norme
Définition 3.4.6. Soit x,y € Zk

A,y ={|IN(2)], 2|z et z|y avec z € Zk }

A,, C N et est non vide. Vu € U(Zg), u est un diviseur commun de z et et de y. Donc
Nl(u)| =1¢€ A,,.

A, , admet un plus petit élément |N(zp)| ot z¢ est un diviseur commun de z et y.

Un PGCD “a éléments inversibles pres de x et de y” est z.

Theoréme 3.4.3. Si Zyi est euclidien pour la norme, on a le théoréme fondamental pour
larithmétique dans Zg suivant :
Vo € Zg\U(Zk) alors x se décompose en facteurs irréductibles dans Zy.

T =u X pi..pp

avecu € U(Zk), p1, ..., Px irréductibles dans Zk et ey, ..., e € N. Cette décomposition est unique
a l'ordre des facteurs pres et a éléments inversibles pres.

3.4.5 Exemples d’anneaux euclidiens
1) Z[i] = {a+bi, a € Z, b € Z} anneau des entiers de Q(7).
N(a + bi) = (a + bi)(a — bi) = a* + b*

Theoréme 3.4.4. Z[i| est euclidien pour la norme, c’est-a-dire Vo € Z[i], Yy € Z[i]\{0},
(g, r) € Z[i]* tel que x = yq+1r avec r =0 ou N(r) < N(y).

Démonstration. Soient x € Z[i] et y € Z[i{]\{0}, T € Q(i), § = A+ Biavec A€ Qet B € Q.
Soit a ’entier “le plus proche” de A et b I’entier le plus proche de B, on a :

1
A—al <=
A—al <
a=FE(A) ou E(A) + 1.
1
|B—0b] <35
2
. . . ) , 1 1 1
N((A+Bi)—(a+bi)) =NA—-a+(B—-0b)i)=(A—a)"+ (B —0b) grri §§
[
2) Soit j = e
Z[jl={a+bj,a€Z, beZ}
: : = 2 | 2.7 L 2 | g2 1\, 3,
N(a+bj)=(a+bj)la+bj)=a"+b"jj+ab(j+j)=a"+b°—ab= <a—2b> +Zb
Theoréme 3.4.5. Z[j| est euclidien pour la norme.
Démonstration. analogue a celle de Z[i]. O

Application 3.4.1. Application de I'arithmétique de Z[i] : résolution de I’équation :

2?2 +y* =N
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Exemple 3.4.1. Résoudre 2% + y* = 13, x,y € Z. On passe dans Z][i] :
(x 4+ iy)(x — iy) = 13
dans Z[i]
13=22+3>=(2+3)(2 — 3i)
(x 4+ yi)(x —yi) = (2 + 3i)(2 — 3i)

On a:
N(2+3i) =13 nombre premier

donc 2 + 3i est irréductible dans Z[i] et N(2 — 3i) = 13 donc 2 — 3i irréductible dans Z[i].
Or Z[i] est euclidien pour la norme : le théoreme fondamental de l'arithmétique est vérifié
(décomposition en facteurs irréductibles). Donc : Ju € U(Z[i]) tel que x = yi = u(2 + 3i) ou
Jv € U(Z[i]) tel que : x + yi = v(2 — 3i).

u=a+bi € U(Zi]) & N(u) = a® + b*
Sa=xletb=0oua=0etb==+:
o we {~1,1,i,—i)

donc x+yi = +(2+43i) ou x+yi = +i(2+ 37). Les solutions sont donc : (2,3), (=2, -3) (-2, 3),
(27 _3)
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