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Chapitre 1

Anneaux, anneaux intégres, corps

1.1 Anneaux

Définition 1.1.1. Soit A un ensemble non vide muni de deux opérations notés "+" et ".".
(A, +,.) est un anneau si :

(i) (A, +) est un groupe commutatif :
—Ve,ye A,z+yec A
~Vr,y,z€ A (e+y)+z=a+ (y+2)
- Ve,yeA,x+y=y+zx
—dre A Ve e A, v+ e =z, e sera noté 04.
- Vre A e A, v+ 12" =04 2/ sera noté —uz.

(ii) - Ver,ye A,zyc A
~Va,y,z € A, (z.y).z2 = x.(y.2)
- Vr,y,z€ A x.(y+z2)=zy+zrzet (y+2)r=yr+zx
— Jde€ A, Vo € A, z.e = e.x = x. e sera noté 14 (élément unité).

Définition 1.1.2. (A, +,.) est un anneau commutatif si Vo,y € A, z.y = y.x.
Exemple 1.1.1. (Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.), (C,+,.) sont des anneaux commutatifs.

Exemple 1.1.2. Soit n € N\{0}. (Z/nZ,+,.) est un anneau commutatif :
OZ/nZ = 6 = HZ, 1Z/nZ = T =1 —|—TLZ

Propriété 1.1.1. Soit A un anneau non nécessairement commutatif. Alors :
(i) Vae A, a0 =0.a=0
(ii) Ya,b € A, (—a).b=a.(—b) = —(a.b)

(i) 04 =14 < A= {04}

Démonstration. (i) Soit a € A :

a.0 = a(0+0) = a.0+a.0 = —(a.0) + a.0 = —(a.0)+(a.0+a.0) = (—(a.0) + a.0) +a.0 =0
\T \—0/_/

= 0=a.0
(ii) Soit a,b € A :
(—a).b+ab=(—a+a)b=0b=0
a.(=b)+ab=a(-b+0)=0a=0
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(iii) (=) Soit a € A alors :

(<) évident.
[

Proposition 1.1.2 (Formule du binéme). Soit A un anneau commutatif. Soit a,b € A, n €
N\{0}. Alors :

(a+b)" = Z Cﬁakbn”l‘C

k=0

Démonstration. Voir M101 et M103. O

1.2 Sous-anneaux

Définition 1.2.1. Soit (A, +,.) est un anneau et B un sous-ensemble de A, B est un sous-
anneau de A si (B, +,.) est un anneau. Ceci revient a :

(i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +), c’est-a~dire 04 € B et Va,y € B, v —y € B, ou
r—y=x+(-y)
(ii) B stable pour la multiplication : Vx,y € B, z.y = B.
(iii) 14 € B.
Exemple 1.2.1. Z est un sous-anneau de R.

Exemple 1.2.2. Z[i] = {a + ib, a,b € Z} est un sous-anneau de (C,+,.).

1.3 Anneaux intégres
Définition 1.3.1. Soit A un anneau non nul. A est un anneau intégre si :
Ve,ye A,z y=0=zx=00uy=0
Exemple 1.3.1. Z, Q, R, C sont des anneaux intégres.
Exemple 1.3.2. Z/67Z est un anneau non intégre car :
23=0mais2#0et 3#0
On peut montrer que n > 1, Z/nZ est intégre si et seulement si n un nombre premier.

Définition 1.3.2 (Diviseurs de zéro). Soit A un anneau non nul et a € A\{0}, a est un diviseur
de zéro §'il existe b € A\{0} tel que a.b = 0.

1.4 Corps

Définition 1.4.1. Soit (A, +,.) un anneau non nul commutatif et a € A, a est inversible pour
la multiplication "." s’il existe a’ tel que a’.a = 1.
Si a’ existe, il est unique et sera noté a~!. On note A* l'ensemble des éléments de A

inversibles pour la multiplication.

1€ A = A £
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Exemple 1.4.1. Z* = {-1,1}, Q* = Q*, R* = R*.
Exemple 1.4.2. Soit n € N\{0}.
(Z/nZ)* ={a € Z/nZ, PGCD(a,n) =1}

Proposition 1.4.1. Soit A un anneau non nul commutatif. Alors (A*,.) est un groupe com-
mutatif.

Démonstration. (i) Soit a,b € A*. On doit montrer que a,b € A*. On a :
(a.b).(bla)=a.(bb Na ' =ala "t =aa ! =1
(ii) La multiplication est associative et commutative.
(iii) 1 € A~

(iv) Par définition de A*, tous les élements de A* sont inversibles.

Définition 1.4.2. Soit A un anneau commutatif non nul, A est un corps si A* = A\{0}.
Exemple 1.4.3. Q, R, C sont des corps.

Exemple 1.4.4. Soit n € N\{0,1}, Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre
premier.

Démonstration. (=) On suppose que n n’est pas premier alros n s’écrit n = ab avec a > 1
et b > 1. on a : a.b = 0. On montre que @ n’est pas inversible. Supposons qu’il existe
a ' € Z/nZ tel que a.a ! = 1. alors :

alab=a'0=0=0=0
—
1

Ce qui est absurde puisuqge 1 < b < n. Puisque @ n’est pas inversible, ceci contredit le fait
que (Z/nZ)* = (Z/nZ)\{0}.
(<)
(Z/nZ)* ={a € Z/nZ, PGCD(a,n) = 1}

Si n premier, alors pour a = 1,2,...,n — 1, PGCD(a,n) = 1 donc :

(Z/nZ)* = (Z/nZ)\{0}

Proposition 1.4.2. Si A est un anneau intégre fini alors A est un corps.
Démonstration. Soit a € A\{0} (fixé). On considere 1'application :
p : A - A
r — ax
On montre que ¢ est injective. Soit x, 2’ € A tels que a.x = a.x’ :

ar=ar = ax—ax' =0
= a(r—2)=0
(*):> r—12 =0
= ao=2a

Condition () : a # 0 et A intégre. Comme A est fini, ¢ est surjective donc il existe x € A tel
que a.x = 1. ]
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Idéaux

2.1 Introduction

Définition 2.1.1. Soit (G, *) un groupe commutatif et H un sous-groupe de G. Soit a,b € G.
On dit que a est congru & b modulo H si a*b~! € H. Ceci revient a dire qu’il existe h € H tel
que a*b~! = h ou encore a = h xb = bx* h. Soit a € H. On note a * H 1’ensemble :

axH={axh, he H}

On note a = b[H| si a € b* H. On démontre que la relation "congru mod H" est une relation

d’équivalence. La classe d’un élément a € GG sera notée a * H. L’ensemble des classes sera noté
G/H :
G/H ={ax*H, a € G}

Exemple 2.1.1. G =Z, x =+ et H=nZ:
G/H =Z/nZ ={a+nZ,a €L}
Définition 2.1.2. On définit dans G/H 'opération qui sera notée "®" :
(axH)® (bx H)=(axb)x H
Démonstration. On vérifie que cette opération a un sens. Soit a, b, a’, b’ € G tels que :
axH=ad*HetbxH=0x*H

On montre que :
(axb)xh=(ab)xH
axH=a*H=3heHtelquea=a xh
bxH=UVxH=3n € Htelqueb=0*h

Donc :

axb=(a«h)x (' «h")=a *0 xh=h' (loi commutatif)
Donc : a*xb € (o' *b') « H et donc (a*b) * H C (a' V') *x H. De méme on peut montrer que
(@' «b0)«H C (axb)x H. O

Proposition 2.1.1. (G/H,®) est un groupe commutatif. Soit e [’élément neutre de G, I’élément
neutre de G/H est e x H.
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Exemple 2.1.2. G =7, « =+, H = nZ. (Z/nZ,®) est un sous-groupe commutatif.

Définition 2.1.3. Soit (A, +,.) un anneau commutatif donc (A4, +) est un groupe commutatif.
Soit I un sous-groupe de (A, +) et :

A/l ={a+1,a€c A}

On définit dans A/I l'opération :

(a+D)@b+1)=(a+b)+1
On a: (A/I,®) est un groupe commutatif. Soit 'opération ® :
(a+1)©b+1)=(ab)+1I

On veut que cette opération ait un sens. Soit a,b,a’, b’ € A tels que :
a+I=d+Tetb+I=V+1

On veut que a.b+ 1 =ad'b' + 1 :

a+I=d+I=3Jieltelquea=d +1

b+I=0+T= 3 ecltelqueb="0+7
Donc :
(a.b) = (a' +1).(' +¢)=d' b +ib +d'.0 +id
On veut que i.b' + d’.i + 4.7’ € I. En particulier, il faut que pour tout a € A :

(a+1)©0+1)=a0+1=0.1

Pour cela, il faut que :
Vae A,Viel, aiel (%)

Réciproquement, si on a la propriété (x) alors la multiplication ® a un sens.

Résumé. Soit (A, +,.) un anneau commutatif, / est un sous-groupe de (A,+) et A/ =
{a+1,a€ A}
o (A/I,®) est un groupe commutatif.
e On définit dans A/I l'opération © :
(a+1)®(b+1)=(ab)+1I
e Cette opération a un sens si et seulement si I vérifie en plus la propriété suivante :

Vae A, Viel, aiel

On dit alors que I absorbe par la multiplication tous les éléments de A.
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2.2 1Idéal

Définition 2.2.1. Soit (A, +,.) un anneau commutatif et I est un sous-ensemble de A. I est
un idéal de A si :

(i) I est un sous-groupe de (A, +).

(ii) Vae A, Vie I, aiel.

Proposition 2.2.1. Soit (A, +,.) un anneau commutatif et I un idéal de A. Alors (A/I,®,®)
est un anneau commutatif. On a ainsi :

OA/[:OA+]:] et 1A/I: 14+1
Exemple 2.2.1. (Z/nZ,®,®) est un anneau commutatif.

Exemple 2.2.2. Les idéaux de Z sont nZ, n € N. En effet :
e Les sous-groupes de (Z, +) sont nZ, n € N.
e On vérifie que ces ensembles nZ absorbent les éléments de Z.

Exemple 2.2.3. Si A est un anneau, {0} et A sont des idéeaux de A.
Exemple 2.2.4. Les idéaux de :

7/67 = {0,1,2,3,4,5)
— {0+6Z, 1+6Z,2+6Z, 3+6Z, 4+6Z, 5+ 6Z}

— {0} et Z/6Z sont des idéaux.
— Soit [ un idéal de Z/6Z tel que I # {0} et I # Z/67Z. Alors 0 € I.
— Si1e I, comme @ € 1,Va € Z/6Z alors I = Z/6Z.

— Si 2 € I alors {0,2,4} C I, {0,2,4} est un sous-groupe de (Z/6Z,+) et Va € Z/6Z et
be {0,2,4} :
ab = ab={0,2,4}
{0,2,4} est un idéal de Z/6Z.
— On vérifie que {0, 3} est un idéal de Z/6Z.
~ Si 5 €1, on vérifie que I = Z/6Z.

Propriété 2.2.2. Soit A un anneau et I un idéal de A. Alors les propositions suivantes sont
équivalents :

(i) I =A
(i) 1€l
(iii) Ju e A*,uel

Démonstration. (i) = (i1) évident
(id) = (3ii) évident
(73i) = (44) On doit montrer qu’il existe u € A* tel que u € I, alors I = A. Soit a € A,
montrer que a € I. On a: a = (au™)u. Comme u € I, au™' € A et I absorbe les éléments
de A, (au™)u € I.
[l
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Conséquence. Soit K un corps et I un idéal. On suppose que I # {0} donc il existe u € I avec
u # 0. Comme u € K\{0} et K est un corps, u € K*. Donc I continent un élément inversible
et donc I = K. Par conséquent, les idéaux d’un corps K sont {0} et K. Réciproquement, soit A
un anneau non nul. On suppose que les seuls idéaux de A sont {0} et A. Alors A est un corps.

En effet, soit @ € A\{0}; On montre que a € A*. On considere 'ensemble I = aA =
{ab, b € A}. On vérifie que I est un idéal de A :

(i) O4 = a4, donc 04 € 1.

(ii) Soit z,y € I, on pose x = ab avec b € A et y = ac avec ¢ € A. Alors z +y = ab+ ac =
alb+c) el
~——
€A
(iii) Soit z € I et v € A, on montre que ax € I. On pose z = ab, b € A. Alors ax = a(ab) =
a(ab) e l.
——
€A
(iv) a € I pusique a = aly et a # 0 donc I # {0}. Comme I est un idéal non nul de A et
les idéaux de A sont {0} et A, on déduit que I = A. En particulier, 1 € I donc il existe

be Atel que 1 =abet doncaec A*.

2.3 Intersection, réunion d’idéaux

Proposition 2.3.1. Soit (I;);cr une famille d’idéauz d’un anneau A. Alors ﬂ I; est un idéal
i€EF

de A.

Proposition 2.3.2. Soit I et J des idéaur de A. Alors I U J est un idéal de A < I C J ou
JcClI.

Démonstration. (<) évident.
(=) ITUJ est un idéal de A = I U J est un sous-groupe de (A, +). Or la réunion des deux

sous-groupes n’est un sous-groupe que si I'un des sous-groupes est contnue dans l'autre.
O]

Exercice 2.3.1. Soit m,n € N*. Montrer que :

nZ N mZ = PPCM(n,m)Z

2.4 1Idéal engendré par une partie

Définition 2.4.1. Soit A un anneau et B une partie non vide de A. L’idéal engendré par B,
qu’on note (B) est le plus petit idéal de A qui contient B.

Proposition 2.4.1.
B)= (1 1
I idéal de A
BCI
Démonstration. On pose :
I idéal de A
Bcl

— J est un idéal de A qui contient B. Donc (B) C J.
— On montre que J C (B).
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Comme J est U'intersection de tous les idéaux qui contiennent B et (B) est un idéal qui contient
B, J C (B). O

Proposition 2.4.2.
(B) ={aiby + ... + agby, a; € A, b; € B, k > 1}
Démonstration. On pose :
I'={aiby + ...+ apby, a; € A, b; € B, k > 1}

On montre que [ est un idéal qui contient B.
(i) B£0=3be B,ona04=04b€ I
(ii) Soit z,y € I, on montre que x,y € I. On pose :

r=aiby + ...+ apby, a; € A, b; € B

y=abi+..+ab,, a, €Al B
Alors :
r+y=ab +..+aby+ab)+..+ab, el

(iii) Soit x € I et a € A. On montre que a € I. On pose & = a1by + ... +arbg, a; € Aet b; € B,
k>1:

a; = alarby + ... + agby) = (g&)bl—i—...—k( Yo €1

aa
~—~
(iv) Soit b € B alors b= 14b € I.

Donc B C I. Comme I est un idéal de A qui contient B et (B) est le plus petit idéal de A
qui contient B, (B) € I.
On montre que I C (B). Soit z € I alors z s’écrit :

r=aib + ...+ apb, avec a; € A, b; € B, k> 1
Soit 1 <1i <k, b; € B. Comme (B) contient B, b; € (B). Or (B) est un idéal donc :
aiby + ... + agby € (B)
[l

Cas particulier. Soit A un anneau et x1, ..., r,, € A, l'idéal engendré par x1, ..., z,, qu'on
note (xy, ..., z,) est I'idéal engendré {z1, ...,z }.

Conséquence.

(1, ey z) = {arz1 + ... + apxy, a; € A}
= 1A+ ... +z,A

Exemple 2.4.1. On se place dans Z.
— Soit n € Z, (n) = nZ.
— Soit n,m € Z, (n,m) = {na+ mb, a,b € Z} = PGCD(m, n)Z
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2.5 Somme de deux idéaux

Définition 2.5.1. Soit A un anneau, I et J des idéaux de A. La somme des idéaux [ et J
qu’on note I + J est 'idéal engendré par 'ensemble I U J et [ + J = (I, J).

Proposition 2.5.1. I+ J={i+j,i€l, je J}
Démonstration. On a :

I+J = {albl+...+akbk,aieA, 7szI|—|J,k21}
= {ai + ... +apin +c1j1 + oo + Cm, a,a €A €1, 5 € J,nym > 1}

Comme I et J sont des idéaux, les sommes :
a1t + ... + apty, € 1

cij1+ .. +Cmim € J
Donc I+J={i+j,iel, je J}. O

2.6 Produit d’idéaux

Définition 2.6.1. Soit A un anneau, I et J des idéaux de A. Le produit des idéaux I et J
qu’on note I.J est 'idéal engendré par I'ensemble {ij, i € I, j € J} :

I.J=1(ij,iel, jeJ
Proposition 2.6.1.
IJ=A{iyj1+isph+...+igjr, u€l, jieJ k>1}
Démonstration. On pose :
K=1J={iyj1+..+igjr, €I, jeJ k>1}

On peut montrer que K est un idéal de A qui contient {ij, i € I, j € J}. K contient 1’ensemble
{ij,i €1, 7€ J} et IJ est le plus petit idéal qui contient {ij, i € I, j € J} donc IJ C K.
On montre que K C IJ. Soit z € K, x s’écrit :

T =iyjy A tingp, g €1, €T
Soit 1 <1<k, iy €{ij,iel,je J}. Comme IJ contient {ij,i €I, j€ J}:
wp € I,V 1 <1<k
Or I.J est un idéal donc : .
r=> qjell
=1

]

Soit A un anneau, I un idéal de A et A/I 'anneau quotient. On donne, dans le paragraphe
suivant, des conditions nécessaires et suffisantes sur I pour que 'anneau A/ soit integre (res-
pectivement un corps).
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2.7 Idéal premier

Définition 2.7.1. Soit A un anneau non nul et / un idéal de A. I est un idéal de A si :
(i) 1 ;Cé A
(ii) Ya,be A,abe Il =a€loubel

Exemple 2.7.1. Les idéaux premiers de Z sont (0), pZ ou p est un nombre premier de Z. En
effet,

(i) (0) est un idéal premier :
e (0)={0}CZ
e Soit a,b € Z tel que ab € (0). Comme Z est un anneau intégre, ab = 0 = a = 0 ou
b=0donc a € (0) et b € (0).

(ii) Soit p un nombre premier de Z. On montre que (p) est un idéal premier.

s (p)GZ
e Soit a,b € Z tel que ab € (p). Comme p est premier, a € (p) ou b € (p).

(iii) Montrons qu'ils sont les seuls idéaux premiers. Soit I un idéal de Z, alors il existe n € N
tel que I = (n).
e Sin =0, =(0) est un idéal premier.
e Supposons que n € N* :

I = (n) idéal premier =1 G A=n>2

Supposons que n n’est pas premier alors n = njng avec ny > 1 et ny > 1. Donc on a :
niny € (n) mais ny & (n) et ny & (n). Donc (n) n’est pas un idéal premier.

Proposition 2.7.1. Soit A un anneau non nul et I un idéal de A. Alors A/I est un anneau
intégre si et seulement si I est un idéal premier.

Démonstration. (=) A/I est un anneau intégre = A/I est un anneau non nul = I & A.
Soit a,b € A tels que ab € I :

abel=ab+1=04+1=(a+1)(b+1)=04+1=04
N — N —
€A/l cA/I

Comme A/I est intégre, a+1 =04+ T oub+1=04+1. Donca€e loubel.
(<) « IS A= A/I est un anneau non nul.
e Soit x,y € A/I tels que xy = 04/;. Si x,y € A/I alors x et y s’écrivent :

r=a+1,y=b+1,a,bc A
Donc :
vy=(a+1)(b+1)=ab+1=04;=0s+1

Donc : ab € I. Comme [ est premier,a € foub e l. Donc:x=a+1=04+1=04
ouy=b+I1=04+1=04;.
O
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2.8 Idéal maximal

Définition 2.8.1. Soit A un anneau non nul et [ un idéal de A. I est un idéal maximal si :
(i) 1 ; A
(ii) Des qu'un idéal J contient I, alors J = I ou J = A (c’est-a-dire V.J idéal de A, I C J C
A= J=1oulJ=A).

Exercice 2.8.1. Les idéaux maximaux de Z sont (p) ou p est un élément premier de Z.

Proposition 2.8.1. Soit A un anneau nul et I un idéal de A. Alors A/l est un corps si et
seulement si I est un idéal mazimal.

Démonstration. (=) ® A/I est un corps = A/I est un anneau non nul = I S A.
e Soit J un idéal de A tel que I C J. On montre que J = I ou J = A. Supposons
que J # I. On montre que J = A. I G J = 3j € Jtelqueje Jetj &I
JE€I=j+1#04+1=04; Comme A/I est un corps, il existe a € A tel que :

G+Dla+D)=14+1

Donc : da € A tel que ja+1 =14+ 1. Donc Jda € A, Fi € I tel que ja = 1+1i. Comme
jed,iel C JetJestunidéal, 1 € J donc J = A.
(<) « IS A= A/I est un anneau non nul.
o Soit x € A/I\{0a/r}, on montre qu’il existe y € A/I tel que xy = 14/;. Comme
x € AJ/IN{04/r} alors x s’écrit x = a+1,a € Aeta g I. Commea g I, 15 (a,I)=:J.

J=(a,])=aA+1=(adAUI)

Comme [ est maximal, aA+1 = A. Donc il existe b € A, i € I tel que 1 = ab+i. Donc
ab+ 1 =1+ 1, c’est-a-dire :

(Cl—f‘])(b—FI) :1A+I:1A/]
—— ——
x y
On prend y = b+ 1. On a aussi xy = 14;.
m

Corollaire. Soit A un anneau non nul. St I est un idéal mazrimal de A alors I est un idéal
premier.

Démonstration. I maximal = A/I est un corps = A/I est un anneau intégre = I est un
premier. 0



Chapitre 3

Anneaux principaux et euclidiens -
Morphismes d’anneaux

3.1 Anneau principal

Définition 3.1.1. Soit A un anneau non nul. [ est un idéal principal, s’il est engendré par un
élément de A.
Définition 3.1.2. Un anneau est principal si :

(i) A est un anneau integre.

(ii) Tous ses idéaux sont principaux.

Exemple 3.1.1. Z est un anneau principal.

3.2 Anneau euclidien

Définition 3.2.1. Soit A un anneau non nul. A est euclidien si :
(i) A est un anneau intégre .
(ii) il existe une application ¢ : A\{04} — N qui vérifie Va € A, Vb € A\{0}, il existe q,r € A
tels que :
a=>bqg+ravecr=0oup(r)<pb)
Exemple 3.2.1. 1) Z est un anneau euclidien :

¢  Z — N

Va € Z,¥b € Z, q,r € Z tels que a = bq + r avec r = 0 ou |r| < |b].
2) Z[i] = {a+ bi, a,b € Z} avec i* = —1. Z[i] est un anneau euclidien.
e Z[i] est un anneau intégre (Z[i] C C)
e On considere 'application :
N Z[i] — N
z=a+ib — |z>=a*+V?
On montre que (Z[i], N) est un anneau euclidien. Soit = € Z[i], y € Z[i]\{0}. On montre
qu’il existe ¢, r € Z[i] tels que z = yq + r avec r =0 ou N(r) < N(y). On pose :

X
*:OZ—FZ-B, C%,ﬂe@
Y

15
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Soit a,b € 7Z les entiers les plus proches de « et (3 respectivement alors | — a] < 1/2 et
|B—0<1/2.0nposeq=a+ibeZet1l=x—yq Onar e Z[iet:

2

N(r) = |rP=1yP ‘”’y”—q
= [yPl(a—a)+i(5 - )]

= |yl(a—a)+(3-0)

< P (;+7) < W= NG)

Proposition 3.2.1. Si A est un anneau euclidien alors A est un anneau principal.
Démonstration. Soit I un idéal de A, on montre qu’il existe a € A tel que I = (a). On suppose
que (A, ) est euclidien.

e Si [ ={0} alors I = (0).
e On suppose que I # 0. On considere 'ensemble :

0 #{pla), a e IN{O}} CN

Donc il existe ag € 1\{0} tel que ¢(a) est minimal. On montre que I = (ay) = apA.
- CLQEI=>((10)C[
— Soit a € I alors il existe ¢, € A tel que;

a = apq+r avec r =0 ou ¢(r) < ¢(aop)
On montre que 7 = 0. Supposons que r # 0 alors ¢(r) < ¢(ag).

ag,a € 1

I est un idéal }éwel

=T

Donc r € I\{0} et p(r) < p(ap). Ce qui contredit le fait que :

p(ao) = min{p(z), = € I\{0}}

3.3 Morphismes d’anneaux

Définition 3.3.1. Soit A et B des anneaux et f : A — B une application. f est un morphisme
d’anneau si :

(i) Ve,y € A, f(x +ay) = f(z) +5 f(y) (f est un morphisme du groupe (A,+4) dans
(Ba+B)>'

(i) Vo,y € A, f(z xay) = f(z) x5 f(y)

(iii) f(1a) =1p

Propriété 3.3.1. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
(i) F(04) = Op etV € A, f(—2) = —f(x)
(i1) Ker(f) ={zx € A, f(z) = 0p} est un idéal de A.

(ii7) Tm(f) = f(A) = {f(x),x € A} est un sous-anneau de B.
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(iv) f est injective < Ker f = {04} et f est surjective < f(A) = B.
Démonstration. (i) a) f(04) =05 =04 € Ker f
b) Soit z,y € Ker f, montrons que x + y € Ker f :
reKerf= f(r)=0p,yeKerf= fly) =0p

Comme f est un morphisme, f(z +y) = f(z) + f(y) = 0p.
c) Soit a € A, x € Ker f, on montre que ax € Ker f :

flaz) = f(a)f(x) = f(2)0p = Op

(iti)  a)
Op = f(04) = 0p € f(A), 1p = f(14) = 1p € f(A)

b) Soit z,y € f(A), on montre que z +y € f(A) et 2y € f(A). On pose z = f(a) et
y = f(b) avec a,b € A.

r+y=fla)+ f(b) = fla+b) € f(4)
vy = f(a)f(b) = f(ab) € f(A)

Exemple 3.3.1 (de morphisme d’anneaux). Soit A un anneau et I un idéal de A. Soit :

s + A — AJI
a — a+1

s est un morphisme d’anneau surjectif. Soit a,b € A :

s(a+b) = a+b+I=(a+1)+(b+1)=s(a)+s(b)
s(ab) = ab+1=(a+1).(b+1)=s(a)s(b)
S(lA) = 1A+I:1A/[

On appelle s la surjection canonique.

3.4 Transfert d’un idéal par un morphisme

Proposition 3.4.1. Soit f : A — B un morphisme. Alors :
1) Si J est un idéal de B, f~'(J)={x € A, f(x) € J} est un idéal de A qui contient Ker f.

2) Si I est un idéal de A, f(I) n’est pas nécessairement un idéal de B. Par contre, si [ est
surjectif, f(I) est un idéal de B.

3) On suppose que f est surjectif. On a une bijection entre les idéaur de A qui contient Ker f
et les idéauxr de B. On pose :

T, = {lesidéaux de A qui contient Ker f}
Ip = Ales idéauzr de B}

et :

@ est une bijection.
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Démonstration. 1) Soit J un idéal de B.
refY))e flx)ed

(i) On a f(04) = 0p et 0p € J, puisque que J est un idéal de B. Donc 04 € f~1(J).
(ii) Soit z,y € f~H(J), z+y € f1(J)?
vy € f7(T) & fl2), fly) € T
Comme f est un morphisme, f(x+vy) = f(x)+ f(y) et comme f(x), f(y) € J et J est
un idéal, f(z +y) € J et donc z +y € f~1(J).

(iii) Soit a € A, z € f~(J). On montre que ax € f~1(J). z € f~4J) = f(x) € J. Comme
f est un morphisme = f(az) = f(a)f(x). Comme J est un idéal de B, f(a)f(z) € J.
Donc : ax € f~(J).

(iv) Montrons que Ker f C f~1(J). Soit = € Ker f, alors f(x) = 0 € J donc z € f~1(J).

2)
Exemple 3.4.1. Soit :
f7Z — Q
kE — k

Soit [ = 27 est un idéal de Z, f(I) = I = 2Z n’est pas un idéal de Q (tous les idéaux de Q

sont {Og} et Q.

On suppose que f est surjective. Soit I un idéal de A. On montre que f(I) est un idéal de

B.

(i) Op = f(04) et 04 € I donc 05 € f(I).
(ii) Soit z,y € f(I). On montre que x +y € f(I) :
r+y€ fl)=3"y el o= f2)ety=f(y)
Comme f est un morphisme, x +y = f(z' + ¢'). Comme [ est un idéal, 2’ + v/ € I.

Donc x +y € f(I).
(iii) Soit b € B et x € f(I). On montre que bx € f(I).

re f(I)=3" el x= f(z')

Comme f est surjective, il existe a;nA tel que b = f(a). Comme f est un morphisme,
br = f(ax). Comme [ est un idéal, a € A et 2’ € I, ax’ € I. Donc bx € f(I).

3) On suppose que [ est surjective. Soit :

On montre que ¢ est bijective.
(i) Soit J € Zp alors f~1(J) € Z. Comme f est surjective, f(f~1(J)) = J. Donc J =
e(f71(T)-
(ii) Soit I,I" € T tels que ¢(I) = »(I')'. On montre que I = I'. Soit ¢ € I, comme
f(I) = f(I'), il existe i' € I tel que f(i) = f(i).
f@)=f("Y=i—ieKerfcl
Comme Ker f C I’ et I’ est un idéal, ¢ € I'. Comme [ et I’ joue un méme role, on a
aussi I’ C I. Donc I =T'.
lcela veut dire que f(I) = f(I')
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]

Corollaire. Soient A un anneau et I un idéal de A. Alors les idéaux de A/I sont J/I ot J est
un idéal de A qui contient I.

Démonstration. Soit :

s . A — A/I

surjection canonique
a — a+1

Kers={a€cA, a+I=04+1}=1
D’apres la Proposition 3.4.1, un idéal de A/l est s(I’) ou I’ est un idéal de A qui contient .

s(IY={s(i"), ' el}={'+I1,i'el'} =11

Exemple 3.4.2. Soit n € N*. On cherche les idéaux de Z/nZ. Soit :

s : Z — Z/nk
k +— k+nZ

Soit I/nZ ou I est un idéal de Z qui contient nZ. On pose I = mZ ou m € N et mZ C nZ <
m|n. Donc les idéaux de Z/nZ sont mZ/nZ ou m € Z.
On prend par exemple n = 5. Les idéaux de Z/5Z sont mZ/5Z tel que m € N, m|5. Les
seuls idéaux de Z/5Z sont :
Z/5Z, SL5T. = {0252}

On prend maintenant n = 6. Les idéaux de Z/6Z sont :
Z./6Z, 27./6Z, 31/6Z, 6Z/6Z = {0z/62}

On montre que les idéaux de Z/nZ sont principaux. Soit I = mZ/nZ avec m,n € N et m|n,
un idéal de Z/nZ.

mZ/nZ = {mk + nZ,k € Z} = {(m + nZ)(k + nZ), k € Z} = (m + nZ)(Z/nZ) = (m + nZ)

3.5 Factorisation d’un morphisme

Theoreme 3.5.1. Soit f : A — B un morphisme d’anneauz et I un idéal de A tel que
I C Ker f. Alors il eviste un unique morphisme d’anneaur f : A/I — B qui vérifie fos = f
et Ker f = Ker f/I. On a ainsi le diagramme commutatif suivant :

a A EN B

sl Ly
a+1 A/l

Démonstration. (i) Soit g : A/I — B un morphise qui vérifie go s = f. Soit & = a + I avec
a € A Alors :
g9(a) = gos(a) = f(a)
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(ii) Soit :
g : A/l — B
a+I — f(a)
On vérifie que g est bien définie. Soit a,b € A tels que a + I = b+ I. On montre que

f(a) = f(b).
a+lI=b+I=a—-bel

Comme I C Ker f, f(a—b) =0 et donc f(a) = f(b).
(iii) Soit :
g : A/l — B
a+I — f(a)

On montre que g est un morphisme d’anneaux.
e Soit a,be A :

glla+ D)+ +1)) =g((a+b)+ 1) = fla+b) = fla) + f(b) = gla+ 1) + g(b+ I)

e Méme chose pour le produit et pour I’élément unité.

O
Corollaire. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Alors :
f: A/Kerf — B
a+Kerf — f(a)
est un morphisme d’anneaux injectif.
Démonstration. Reste a prouver que f est injectif :
Kerf = {a+Kerf, f(a+Kerf) =0z}
= {a+Kerf, f(a) =05}
= {a+Kerf, aecKerf}
{04+ Ker f} =04 ke f
O

Remarque. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors :

FooA/Kef — f(4)
at+Kerf — f(a)

f est un isomorphisme d’anneaux.

Définition 3.5.1. La factorisation d’'un morphisme f : A — B est la donnée du diagramme :

A L B
sl ) T1i
A/ Ker f ER f(A)

Corollaire. Soit A un anneau, I et J des idéauzx de A tels que I C J. Alors on a un morphisme
d’anneauz surjectif
f - A/l — AlJ
a+l — a+J
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Démonstration. e Vérifions que f est bien définie. Soit a,b € A telsquea+ 1 =0+ 1. On
montre que a + J = b+ J.

a+I=b+I=a—-b=1

Comme I C J,a—be Jdonca+J=0b+J.
e f est un morphisme d’anneaux.

(i) Soit a,be A
f((a+I)+(b+1)) = f((a+b)+1)) = (a+b)+J = (a+J)+(b+J) = f(a+I)+ f(b+1)
(i)
flla+1)b+1))=flab+I)=ab+J=(a+J)(b+J)=fla+I)f(b+ 1)
(iii)
Jap) = fAa+1) =144+ J =1y,

— f est surjective. Soit o € A/J, a s’écrit o = a+ J avec a € A. Donc : a = f(a+ I).
]

Remarque.
Kerf={a+1l,a+J=J}={a+1,acJ}=J/I

D’apres la factorisation canonique, on en déduit que :

(A/D)/(J/T) =" A)T

Exemple 3.5.1. Soit m,n € N* tel que m divise n. Alors on a un morphisme surjectif.

f o Z/nZ — Z/mZ
a+nZ — a+mZ

On a donc : _
(Z/nZ))(mZ/nZ) =" 7/nZ

3.6 Caractéristique d’un anneau

Définition 3.6.1. Soit A un anneau non nul et f le morphisme d’anneau (a vérifier) :

f Z - A
k +— klA
ou :
la+ ...+ 14, k fois, si k>0
kl4=<0sik=0
(—1A)—|—...—|—(—1A), —k fOiS, sik<O
On a:

Kerf={ke€Z, kla=04} €1y

Comme Ker f est un idéal de 7Z, il existe n > 0 tel que Ker f = nZ. On appelle n la caractéris-
tique de 'anneau A.
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- Sin=0,VkeZ, kly=04=k=0.

- Sin=1< A={0}.

— Sin > 2, n est le plus petit entier > 1 qui vérifie nl4 = 04. En effet, soit ng le plus petit
entier tel que ngly = 04. Donc ng € Ker f = nZ donc n|ng = ng = nk, k € N. Or pour
que ng soit le plus petit entier > 1, ng =n (nlg = 04).

Exemple 3.6.1.  — On cherche Car(Z)?. Soit k € Z, k.1 =0=k = 0.
— On cherche Car(Z/5Z). Soit k € Z, k1z/5z = 0z/5z2 < k(14 5Z) = 5Z < k € 5Z <
Car(Z/5Z = 5.

— On peut montrer que pour n € N alors Car(Z/nZ) = n.

Proposition 3.6.1. Soit A un anneau non nul. Alors :
1) Si Car(A) = 0 alors A contient un sous-anneau isomorphe a Z.

2) Si Car(A) =n > 1 alors A contient un sous-anneau isomorphe a Z.

Démonstration. On a le morphisme suivant :

f 7 A
k

kla

H
H
D’apres la factorisation canonique de f, on a :

(Z/ Ker f) =" f(2)
1) SiCar(A) = 0 alors Z/{0} R g, R f(Z), comme f(Z) est un sous-anneau de A, A contient
un sous-anneau isomorphe a Z.

2) Si Car(A) = n > 1 alors Z/nZ = f(Z). Donc A contient un sous-anneau isomorphe a
Z/nZ.

]

Proposition 3.6.2. Soit A un anneau intégre.

0
Car(A) =13 ou

p nombre premier

(en particulier, si A est un corps).

Démonstration. On suppose que Car(A) =n > 1. On a:
Z/nZ "2 f(Z)

ou :
f+zZ — A
k — ]{ZlA

Comme A est intégre et f(Z) est un sous-anneau de A, f(Z) est intégre donc Z/nZ est intégre
et donc n est forcément premier. O]

2Car(A) = le caractéristique de I’anneau A
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Polynomes

4.1 Anneau de polyndémes a une indeterminée

4.1.1 Définitions
Voir M103 Chapitre 1.

Définition 4.1.1. Soit A un anneau, un polyndéme a coefficients dans A est une expression :
ag+ a1 X + ... +a, X"

oun €N, aq; € A, X est une indéterminée.
Un polynome est nul si tous les coefficients sont nuls.

Notation. On note A[X]| 'ensemble des polynomes a coefficients dans A.

Définition 4.1.2. Soit P € A[X] non nul. On pose P = ap + a; X + ... + a, X" avec n € N,
a; € A, a, # 04.

1) a, est appelé le coefficient dominant de P.

2) Le degré de P (deg(P)) est n € N. Par convention, le degré du polynéme nul est —oo.

4.1.2 Addition et multiplication dans A[X]
Définition 4.1.3. Soit :

P =a+a X+..+a, X", neN,g, €A
Q :b0+b1X++mem, nGN,bieA

[ P+Q:((Io+b0)+(a1—|—bl)X—|—
o PQ=cy+c1 X + ...+ ¢, X" ou

C;, = Z akbl

k+1

Proposition 4.1.1. (A[X],+,.) est un anneau ot :
OA[X] =0+0X +...+0X"™"+ ...

Lyx =144+ 0X +0X° + ...+ 0X" + ...

23
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Proposition 4.1.2. Soit :

f: A — A[X]
a — a+0X+0X2+ ... +0X"+ ..

Alors f est un morphisme d’anneaux injectif. Ceci permet d’identifier A comme un sous-anneau
de {aX°, a € A}.

4.1.3 Degré d’un polynoéme
Proposition 4.1.3. Soit A un anneau et P,Q € A[X]. Alors :
1) deg(P + Q) < max(deg P,deg Q). De plus, si deg P # deg @ alors :
deg(P + Q) = max(deg P, deg Q)
2) deg(PQ) < deg(P) + deg(Q). De plus, si on pose :
P =a+uX+..+a, X" a,#0
Q =by+0X+..+b,X" b,#0
et si anby, # 0 alors deg(PQ) = deg P + deg Q). En particulier, si A est intégre :
deg(PQ) = deg P + deg Q)
Exemple 4.1.1. On se place dans Z/4Z[X]. Soit :
P = 2X+1=02+4+42)X + (1+4Z)
P? = 4X*4+4X+1=1
Donc : deg(P?) = 0.

4.1.4 A[X] : Intégrité et éléments inversibles

Proposition 4.1.4. Soit A un anneau intégre. Alors :

1) A[X] est intégre.

2) (AX))* = A%

Démonstration. 1) Soit P,Q € A[X] tels que PQ = 0. On montre que P = 0 ou @ = 0. On
suppose que P # 0 et () # 0. On pose :

P =a+uX+..4a,X" a; €A a,#0
Q :bo+b1X++mem, bZGA,bm#O

Alors :
PQ = anme’”m + ...+ CLQbO

Comme a, # 0 et b,, # 0 et A est intégre, a,b,, # 0. Donc PQ # 0. Ce qui contredit le fait
que PQ = 0.
2) — Ona A* C (A[X])*

— Soit P € (A[X])* alors il existe @ € A[X] tel que PQ = 14. Comme A est intégre,
deg(PQ) = deg P + deg Q. Or PQ = 1 et deg(PQ) = 0. Donc deg P = deg@ = 0. Par
conséquent, P,Q) € A. Comme PQ) =14, P € A*.

O

Exemple 4.1.2. - (Z[X])* =72* ={-1,1}.
— Si K est un corps, (K[X])* = K* = K\{0}.
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4.1.5 Division euclidienne

Proposition 4.1.5. Soit A un anneau non nul. V- € A[X] tel que V' # 0 et le coefficient
dominant de V' est inversible dans A. Soit U € A[X] alors il existe Q, R € A[X]| uniques tel
que U =VQ + R avec deg R < deg V.

Démonstration. On pose V = a,, X™ + ... + a1 X + ag avec a; € A, a,, # 0 et a,, € A*. Soit
U € A[X] de degré n € NU {—oc}.
—Sin<m,onalU+V0+U et degU < degV = m. On fait une reccurence sur m. On
suppose que n > m et qu’on a une division euclidienne pour tout polynéme U de degré
< n. On considere un polynéome U de degré n. On pose :

U=0,X"4+...+0 X +by, b € A
On a :
U — bna;annme + U/

ou U’ € A[X] de degré < n. D’apres 'hypothese de reccurence, il existe Q, R € A[X] tels

que :
U =VQ + R avec deg(R) < degV

On déduit que U = (bp,a, ' X"™™ + Q)V + R avec deg R < deg V.
— Unicité du quotient et du reste. On suppose que :
U=VQ+R=VQ + R (4.1)
avec
deg R < degV, deg R’ < deg V'
(4.1)=V(Q—-Q)=R— R avec deg(R— R') < degV
On suppose que Q — Q" # 0. On pose :

Q—-Q = ag+auX+..+a, X", a, # 0
V = b, X™+ ...+ by, b € A, b, € A*

Donc :
V(Q — Q) = apnb, X" + ... + agho
On montre que a,b,, # 0. Si a,b,, = 0%, comme b,, € A*, on a a,, = 0. Ce qui est absurde.
Donc deg(V(Q—Q')) =n+m > degV.Or: V(Q—-Q') = R— R et deg(R'— R) < deg V.
Donc: Q=Q et R=R'.
O

Conséquence. Si K est un corps alors K [X] est un anneau euclidien (donc principal).

Démonstration. Soit :
deg : K[XN\{0} — N
P —  deg(P)
Soit U,V avec V # 0. Comme K est un corps, le coefficient dominant de V' est inversible donc
il existe @), R tels que U = VQ + R avec deg R < degV ou R = 0. n

Theoréme 4.1.6. Soit A un anneau intégre. Alors A[X] est principal si et seulement si A est
un corps.

Démonstration. (<) A estun corps = A[X] est un anneau euclidien = A[X] est principal.
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(=) Soit @ € A\{0} et :
I ={Pc AlX], Ik € A, P(0) = ak}

I est un idéal de A[X] (a vérifier). Comme A[X] est principal, il existe Py € A[X] tel que
I =(P). Onaacel = (F) donc il existe Q € A[X] tel que a = FyQ. Comme A est
intégre, deg(PyQ) = deg Py + deg Q. Si a € A\{0} = dega = 0. On en déduit que :

deg Py =deg@ =0
Donc Py € A. D’autre part, X € I donc il existe T' € A[X] tel que :
X =PRT
Comme deg X =1 =deg Py +degT, degT = 1. Donc il existe a,b € A tels que :
X = Py(aX +b)

donc 1 = Fya, a € A. Donc Py € A*. Par conséquent I = A[X]. En particulier, 1 €
donc il existe k € A tels que 1 = ak et donc a € A*.
O

4.1.6 Morphismes d’anneaux des polynémes

Proposition 4.1.7 (Prolongement d’un morphisme d’anneaux a ’anneau des polyndmes).
Soit f : A — B un morphisme d’anneauxr et b € B. Alors il existe un unique morphisme
g : A[X]| — B qui prolonge f (c’est-a-dire gla = f) et qui vérifie g(X) = b.

Démonstration. (i) Soit g : A[X]| — B un morphisme d’anneaux tel que g|4 = f et g(X) = b.
Soit :
P=a+a; X+ ..4+a,X" € AX]

alors :
9(P) = g(ao) + g(a1)g(X) + ... + g(an)g(X)"
Comme g4 = f, g(a;) = f(a;), Vi. D’autre part, g(X) = b. Donc :
9(P) = flao) + f(a1) + b+ ... + f(a,)b"
(i) Soit g : A[X] — B définie par :
glag+ ar X + ...+ a, X") = f(ag) + f(a1)b+ ... + f(a,)b"

On vérifie que g est un morphisme d’anneaux.
q p
]

Proposition 4.1.8 (Morphisme de réduction modulo un idéal). Soit A un anneau et I un idéal
de A. On considére :

[ A[X] — A/I[X]
ag+ X+ ...+ a, X" — (ag+ 1)+ (a1 +DX+ ...+ (a, + ) X"

Alors f est un morphisme d’anneauz surjectif.



Chapitre 4. Polynémes 27

Démonstration. '
A = AT S AJIX]
a — soi(r)=a+1
A S AT S AJIX]
L /g
AX]
gla=ios, g(X)=X.Alors f =g. O

Exercice 4.1.1. Soit p un nombre premier de Z. Montrer que :

isom

z[X]/ () =~ Z/pZ
~~
PL[X]
Soit f : Z[X] — Z/pZ le morphisme de réduction modulo pZ, c’est-a-dire :
[ Z[X] - Z/pLX]
ao+ a1 X + ... +a, X" — (ao+pZ)+ ...+ (an + pZ) X"
f est surjectif. On a :

Kerf = {P=ay+uX+..+a, X", a; €Z,n>0,a; + pZ = pZ, Vi}
—_—————

a;€pl
= pZX] = (p)
Proposition 4.1.9 (Morphisme d’évaluation). Soit A un anneau, o € A et application :
o AlX] — A

P(X)=ay+..+a, X" — Pla)=ay+aa+..+a,a"
Alors e, est un morphisme d’anneaux qu’on appelle morphisme d’évaluation en a.
Démonstration.
a
A a «
/ /
A[X] a X

a
A
!

NlET

4.1.7 Fonctions polynomes
Définition 4.1.4. Soit A un anneau, P € A[X], et B un anneau contenant A. On appelle la
fonction polynome de B dans B associé au polynéme P, la fonction qu’on note P définie par :

P : B —- B

a — P(a)
Remarque. Deux polyndémes distincts peuvent avoir la méme fonction polynéme.
Ezemple 4.1.3. On se place dans Z/27Z[X]. On considere les polynomes :
P=X,Q=X"

Soit :
P : Z)2Z — 7Z/27Z
a — Pla)
La fonction polynéme a P alors P(0) = 0 et P(1) = 1. On remarque que () admet la méme
fonction polynoéme : Z/27Z — 7./27.
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4.1.8 Racines d’un polynéme

Définition 4.1.5. Soit A un anneau, P € A[X] et o € A, « est une racine de P si P(a) = 0.

Remarque. P(a) =0 < 3AQ € A[X] tel que P = (X — a)Q. En effet, X — a est un polyndme
dont le coefficient dominant est inversible donc on peut faire une division euclidienne de P par
X — a. Par conséquent, 3Q, R € A[X] tels que :

P=(X—-a)Q+ RavecdegR > 1

degR<1=ReA:

Pla)=0R=0&P=(X—a)Q
Définition 4.1.6 (Ordre de multiplicité d’une racine). Soit A un anneau, o € A, P € A[X] et
h un entier > 1. On dit que « est une racine de P d’ordre de multiplicité h si (X —a)" divise P
dans A[X] et (X — )" ne divise pas P dans A[X]. Ceci revient & dire qu’il existe Q € A[X]
tel que :

P=(X—-a)"Qet Q(a) =0

(danss ce cas, () est impaire).

Proposition 4.1.10. Soit A un anneau intégre, P € A[X], o, ..., ap des racines distincts de
P dans A d’ordres de multiplicité hy, ..., hy respectivement. Alors, il existe un unique Q € A[X]
tel que :
P=(X—a)". (X —ap)"*Q avec Q(a;) # 0, Vi
Démonstration. Par réccurence sur k :
e si k=1, c’est évident.
e On suppose que k > 1 et qu’on a le résultat si P admet n (< k) racines distincts. On
démontre le résultat par un polynome P qui admet k racines distincts. Donc P admet
k — 1 racines : ay, ..., ax_1. D’apres ’hypothese de réccurence :

P=(X—a)" (X —ap_1)"1Q avec Q(o) #0, 1 <i<k—1
P(ay) = (g, — o)™ .. (g — 1)1 Q(a) = 0

Comme A est intégre et les «; sont distincts, Q(ag) = 0. Soit Ay ordre de multiplicité
de ay, comme racines de ()

Q= (X —ap)™U avec U € A[X], U(ay,) # 0
On déduit que :
P=(X—ap)™(X —a)". (X —ap_1)"™10)
T

et T(ay) # 0. Donc a4 est une racine de P d’ordre de multiplicité Ag. Or l'ordre est hyg.
]

Corollaire. Soit A un anneau intégre, P € A[X]\{0} et n = deg P. Alors P admet au plus n
racines comptées avec les ordres de multiplicité.

Démonstration. Soit aq, ..., ay les racines distinctes de P et hq, ..., hy les ordres de multiplicité.
On a :
P=(X—a)". (X —a)"Q avec Q(a;) # 0

Comme A est intégre :

degP=hy+ ..+ hp+deg@Q > hy + ... + hy
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Remarque. On n’a pas nécessairement ce résultat si A n’est pas intégre.
Ezemple 4.1.4. On se place dans Z/8Z[X]. Soit P = X* —1 € Z/8Z[X], degP =2. On a :
XP—1=(X-1D(X+1)=(X-3)(X+3)

=X2-9=X2-1

P admet 4 racines dans Z/8Z.
Corollaire. Soit A # {0} un anneau intégre et :
o : AX] — F(AA)
P +— oP)=P

ot F(A, A) est l’ensemble des fonctions de A dans A et p(P) est la fonction polynome de A
dans A. Alors :

@ est injectif < A est infini
Démonstration. (=) On suppose que A est fini. A[X]| est infini mais F(A, A) est fini donc
 n’est pas injective.
(<) Soit P,Q € A[X] tels que ¢(P) = ¢(Q) alors (P — Q) = 0. 1l faut montrer que
P — @Q est le polyndéme nul. Si P — @ # 0, P — @ admet au plus deg(P — Q) racines,
c’est-a-dire (P — ) s’annule sur A en au plus deg(P — @) points. Ce qui est absurde
puisque @(P — @) s’annule sur A et A est infini.
]

Proposition 4.1.11. Soit A un anneau, P € A[X] et « € A. Si « est une racine de P d’ordre
de multiplicité h > 1 alors :

(i) a est une racine de P’ d’ordre de multiplicité > h — 1.
(ii) Si hly # 04 et hly nlest pas un diviseur de zéro dans A alors a est une racine de P’
d’ordre de multiplicité h — 1.
Démonstration. (i) On suppose que P = (X — a)"Q avec Q(a) # 0. Alors :
P'=(X-a)'"hQ + (X — a)Q]

T

On a ainsi que « est une racine de P d’ordre de multiplicité > h — 1.
(i)
T(a) = hQ(a) = (hla).Qu
Comme h.14 # 0 et hly n’admet pas de diviseurs de zéro, T'(a)) # 0, donc lordre de

multiplicité de o comme racine de P’ est h — 1.
O

Corollaire. Soit A un anneau, P € A[X] et a« € A. Soit h un entier > 1 tel que (h!)14 # 0 et
()14 n'est pas un diviseeur de zéro. Alors o est une racine de P d’ordre de multiplicité h si
et seulement si :

P(a) =P'(a)=..=P" V() = 0
PM(a) # 0

Remarque. On se place dans Z/27Z et on considére P = X? € Z/2Z[X]. On a que 0 est une
racine double de P (car P = (X — 0)?.1). Mais on a :

P'=2X=0et P"=0

Cela ne vérifie pas le Corollaire précédent car 2.1 # 0.

1pr — Zzzl kap X% 1 la dértivée de P
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4.2 Polynomes a n indéterminées

4.2.1 Définitions

Définition 4.2.1. Soit A un annenau. Un polyndéme P a coefficients dans A a n indéterminées,
est une application :
N7 — A
E = (]{71, ey /{Zn) — CLE

c’est-a-dire :

k k
P = Z akhm’anll...Xn"
0<k;<n;
1<i<n
= Y ap XX
0<k<n

ou les ay, ., € A sont appelés les coefficients de P. On note A[Xj,..., X,,] I'ensemble des
polynomes a coefficients dans A a n variables.

Définition 4.2.2 (Addition dans A[X}, ..., X,]).

Définition 4.2.3 (Multiplication dans A[X7, ..., X,,]).

k kn k kn\ __ k kn,
(Z Wy X1 Xy ) (Z Oky oo X1 X ) = e X1 Xy
ol

Chy, sk = Z all,..,lnbsl,‘..,sn

li+si=k;
1<i<n

Proposition 4.2.1. 1) (A[Xy,....,X,],+,.) est un anneau.
2) Soit lapplication :
f A — A[Xl, ...,Xn]
a — a+0X;1+0X1X5+ ...

(tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient constant qui vaut a). f est un morphisme
d’anneauz injectif. Cette application permet d’identifier A d un sous-anneau de A[Xq, ..., X,

4.2.2 Degrés partiels et total

Définition 4.2.4. Soit :
P= 3 ay, XX
Kiyekin
un polyndéme non nul a coefficients dans un anneau A, a n indéterminées Xi, ..., X,,. Soit
1 <4 < n. Le degré partiel de P en X; qu'on note degy, (P) est :

degy. (P) = max{k;, ax, . k,..k. 7 0}

c’est-a-dire est le degré P vu comme un polynéme a une indéterminée X;, a un polyndéme a
une indéterminée X;, a ccoeeffiints dans 'anneau des polyndémes A[X7, ..., X; 1, Xi11, ..., X;] &
n — 1 indéterminées.

Le degré total de P, qu’on note deg P est :

deg P = max{ky + ... + kn, ap, 1, # 0
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Exemple 4.2.1. Soit P € Z[ X1, Xs, X3] :
P=1+X,+XoX5+ X2+ X3X]
On a :
degy, P =17, degy, P =2, degy, P =1
et le degré total de P est deg P = 8.

Remarque. Soit P € A[Xy,...X,], P peut étre vu comme un polynéme en une variable. Par
exemple, on peut considérer P comme un polyndme en la variable X, a coefficients dans
A[Xq, ..., Xp_1]. Dans ce cas, on peut écrire :

P=a, X"+ ..+ X +a
oules a; € A[Xy, ..., X;,_1].
Exercice 4.2.1. Montrer que :

isom

CIX,Y]/(Y — X?) =~ C|X]

Soit :
ex: - CX]|[Y] — C[X]
P(X,Y) — P(X,X?

C’est le morphisme d’évaluation en X?2. exz est surjectif. Soit P € C[X], alors P = ex2(P).
Kerex: = {P(X,Y) € C[X,Y], P(X, X?) =0}
Remarque. Le polynéme Y — X? considéré comme polyndme en la variable Y & coefficients

dans C[X| admet un coefficient dominant inversible (= 1) donc on peut effectuer une division
euclidienne de tout P € C[X][Y]. Soit P € C[X][Y] tel que :

P=(Y —-X»)Q+R, degR<0
Donc :
P=(Y-X)Q+R,  ReC[X]
PcKerexy: & P(X,X*)=0
< R(X)=0
& Pe(Y—X?)

On déduit alors que :
CIX, Y\ (Y — X2) "2 C[X]
Remarque. 1) Si A est integre alors A[X7, ..., X,] est inteégre. En effet, par réccurence :
A integre = A[X] integre
= AX][X,] = A[Xy, 25

=  A[Xy]...[X,] integre
= A[Xy,..., X,] integre
2) Si A est integre :
(A[Xq, ..., X,])* = A
En effet (A[X;])* = A* (Proposition 4.1.4) et on en déduit que :
A(XL X)) = (AX][X:])
= (AXy])" =A%
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4.2.3 Fonctions polynémes

Définition 4.2.5. Soit A un anneau, P € A[Xj,..., X,,] et B un anneau contenant A. La
fonction polynéme de B™ — B associée a P la fonction :

P B" — B
(b1;~-~7bn> = P(bl,...,bn>

Proposition 4.2.2. Soit A un anneau intégre et F(A", A) Uensemble des fonctions de A" — A.

Soit :
e AXy, ., X, — F(A™A)
p =  @(P)

la fonction polynome associée a P. Alors :
@ est injective < A est infini

Démonstration. (=) Si Aest fini, F(A", A) est fini. Par contre, A[X1, ..., X,] est infini donc
© n’est pas injectif.
(<) e Sin =1, voir DEMONSTRATION du deuxi¢me Corollaire de la Section 4.1.8.
e On suppose que n > 1 et qu’on a le résultat pour tout polynéme en k variables avec
k < mn. Soit P,Q € A[Xq, ..., X,] tels que p(P — Q) = 0. On montre que P — @ = 0. On
suppose que P — @ # 0. On considére P — ) comme élément de C[X7, ..., X,,_1][X,].
P — () s’écrit :

P—Q=0a,X"+..4+ay, avecm €N, q; € A[X1, ..., X;, 1], apm # 0

Comme a,, est un polynéme en n — 1 variables (< n) non nul, il existe (by,...,b,-1) €
A"t tel que ap(by, ..., b,_1) # 0 d’aprés 'hypotheése de réccurence. Donc on a :

(P — Q)(bl, ceey bn—laXn) = am(bl, PN bn_l)X;,ZI + ...+ (I()(bl, PN bn—l) S A[Xn]\{()}

D’apres ’hypothese de réccurence, la fonction polynomiale A — A associée a (P —
Q) (b1, ..., bp—1 , X;,) est non nul. Donc il existe b, € A tel que :

(P—=Q)(b1,.;bp—1,b,) #0

Donc ¢(P — Q) # 0. Ce qui est absurde!
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Anneaux produit, Anneau et corps des
fractions

5.1 Anneaux produit
Définition 5.1.1. Soit Ay, ..., A,, des anneaux. On définit :
A=A x Ay x .. x A, ={(x1, ..., ), 2 € Aj}

I’anneau produit.
Définition 5.1.2 (Addition dans A).

(@1, s Tn) + (Y1, Yn) = (@1 4, Y1, -, Tn +4, Yn)
Définition 5.1.3 (Multiplication dans A).

(@15 s @) + (Y1, -, Yn) = (T1 XA, Y1, -0, T XA, Yn)

Proposition 5.1.1. (A, +,.) est un anneau (appelé anneau produit) et :

04 = (04,,..,04,)
1la = (1ay,-,14,)

Proposition 5.1.2. (A; x ... x 4,)* = A x ... x AX.
Remarque. Ay x ... x A, (n > 1) n’est pas integre :
(1,0,...,0) x (0,1,...,0) = (0,0, ..., 0)

Theoréme 5.1.3 (Théoréme chinois I). Soit A un anneau non nul, n > 2, I, ..., I,, des idéauz
de A étrangers deur a deux (c’est-a-dire A =1y + I;, Vi # j) et ay,...,a, € A. Alors il existe
x € A qui vérifie :

r = al[lﬂ

T = ap|l,]
x est unique modulo I N ... N I,.

Démonstration. Existence de x : par réccurence

33
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e n = 2 : on montre qu’il existe z tel que

r = ay[[]

r = CLQ[[Q]
c’est-a-dire x s’écrit :
r=ay+ 1 = as+ i avecz'lefl,igefz

donc :
a; — ag =11 — iz
Comme I1 + I, = A, il existe a € I; et § € I, tel que a; — as = o + (. On prend aisni :
ilzaetigz—ﬁ.
— On suppose que n > 2 et qu'on la résultat si on a un systeme a k équations avec k < n.
D’apres 'hypothese de réccurence, il existe y € A tel que :

y = a1[l1]
: (5.1)
Yy = an[ln]

S’il existe z € A qui vérifie (5.1) alors z = y[I; N ... N [,,]. En effet :

anl[Il] yEal[Il]
) ot J:
r= anfl[[nfl] Y= anfl[[nfl]
impliquent :
x = y[l]
x = y[l-1]

donc x = y[I; N ... N I,]. Donc le probléme revient a trouver x € A tel que :
{x =yl N...N 1,
T = ap|l,]
D’apres 'hypothese de réccurence, il suffit de montrer que :
(LNn..Nl)+1,=A
Comme I, + I, = A, V1 < k < n, 14 s’écrit :

Ia = i1+, 91 €1, 0,1 €1,

= 1n2 + 12, 12 € ]27 n,2 € In

in,n—l + in—ly Z.n—l € In—l, Z.n,n—l S ]n
Donc :
1A = (in,l + Z-1)(7;n,2 + Z-2)“-<in,n—1 + in—l)
= 1199...0p_1 +Q, «€E 1,
—_——

Eﬂ1§k§n I,
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]

Theoréme 5.1.4 (Théoreme chinois II). Soit A un anneau non nul, I,...,I, (n > 2) des
idéaux de A étrangers deux a deuz. Alors on a le morphisme surjectif suivant :

s + A — A/ x A/l x ... x A/,
a — a+ILi,a+1y..,a+1,

Démonstration. e Comme les surjections canoniques s; : A — A/I; sont des morphismes; s
est un morphisme.
e On montre que s est surjectif. Soit (ay + I1,...,a, + I,) € A/} X ... x A/I,. On montre
qu’il existe a € A tel que :

s(a) = (a1 + I, ...,a, + I,)
c’est-a-dire qu’il existe a € A tel que :

Cl—l-Il:al—l—[l

a+1I,=a,+ 1,

ou encore, il existe a € A tel que :

D’apres le Théoréme 5.1.3, a existe.

Remarque.

Kers = {a€A (a+1,..;a+1,)=UL+..+1,)}
= Lnkhn..NI,

On en déduit que A/(I;N...N1,) ~ A/, x A/IL,.

Exemple 5.1.1. Soit ny, ..., n, € Z* tel que PGCD(n;,n;) = 1, Vi # j. Alors les idéaux de Z
sont n; € Z, 1 <1 < m sont étrangers 2 a 2.

D’apres le Théoreme 5.1.4 :

Z(mZ N ...NnpZ) ~ 207 X ... X L/ ny,Z

mZN...N0nyuZ = PPCM(ny, ...,np)Z = ny..npZ

Donc :
isom

Z(ny...npZ) =~ Z/mZ X ... X L/n,Z
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5.2 Anneau des fractions, corps des fractions

5.2.1 Construction de Q
Soit Z* x Z = {(s,a),s € Z*, a € Z}. Dans Z* x Z, on définit la relation R :

(s,a)R(s',d') sias’ =d's
R est une relation d’équivalence. On note la classe de (s,a) :
g ={(s',d") €Z" xZ, as' = d's}
On note (Z*)~'Z I'ensemble des classes d’équivalence :
(2°)\Z = {Z W€, sc Z*}

On définit les opérations suivantes :

S s’/ ss’
ad ad
s s ss

On vérifie que ces opérations sont bien définies. On démontre que ((Z*)7'Z, +,.) est un corps
etona: (Z*)"'Z ~Q.

5.2.2 Généralisation a un anneau quelconque

Soit A un anneau non nul et S une partie multiplicative de A, c’est-a-dire Vz,y € S, xy € S
et 1 € S. On considere I’ensemble :

SxA={(s,a),s€ S, ac A}
et on définit la relation R :
(s,a)R(s',a’) si 3t € S, t(as’' —a's) =04

On vérifie que R est une relation d’équivalence. On note ¢ la classe d'un couple (s, a). On note
S~1A T'ensemble des classes ou A[S™1].

S7'A = {a,aeA,seS}
s

a

S

= {(s,d), 3t € S, tlas' —d's) = 0}

Dans S~'A, on définit une addition et une multiplication :

a N a as’ + a's
s g ss!

a a aa’

5 s ss’

On vérifie que ces opérations sont bien définies.
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Proposition 5.2.1. 1) (S7'A,+,.) est un anneau et :

04 14
Og-14 = T lg-14 = T,

2) STTA={0} & 04 € 5. En effet :

(<)
0eS = V(s,a) e Sx A, (s,a)R(1,0)
= V(s,a)ESxA,gzo—A
S 1A
= S'A={0}
(=)
StA={0} = V(s,a)GSxA,g:O—A
S 1A

= V(s,a) e Sx A FteS t(a—0)=0
En particulier, sia =14, 3t € S, t14, =0. Donc Oy € S.

Proposition 5.2.2. Soit :
i A — S7!A

a
a Ta

Alors 1 est un morphisme d’anneau :

Keri:{aeA,?:?}:{aeA,EItGS,ta:OA}

Si0 ¢S et S ne contient pas de diviseur de zéro, Keri = {04} donc i est injetive et donc A
s’identifie a un sous-anneau de ST'A.

Exemple 5.2.1. 1) A=7Z,5S=7":

S_IA:{a,aEZ,seZ*}:Q
s

a a , ,
—=—&as =a's
s s

2) A=17Z, S = Z\pZ' avec p un nombre premier.

ST1A = {Z, aEZ,p)(s} ~Q,

a/

=—as =ds
S/

(S71A)* = %, a€l,s€L p fa,p )(s}

—— ® |2

Exercice 5.2.1. Soit I = S~tA\(S7'A)~!. Montrer que I est un idéal de S~'A. En déduire
que S71A contient un seul idéal maximal.

YZ\pZ = {a € Z,p fa}
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Remarque. On suppose que 0 € S et S ne contient pas de divisuer de zéro.
/

|
S1A=1% ueAses 3% dea ses =2
S s’ ! 1

SS

/
aa 1
— =_-oad =ss €S
ss’ 1

¢ e (S7TA)* = Jd' € A, ad € S. Réciproquement, soit ¢ € S7'A tel qu'il existe o’ € A

S
vérifiant aa’ € S. On a :

(571A) = {‘S‘ €S54, 3d € A, ad € S}

Remarque.

S c {SS, s' s € S} C (S71A)*

5.2.3 Corps des fractions

Définition 5.2.1. Soit A un anneau intégre et S = A\{0}. Alors 'anneau S~ A est un corps,
appelé le corps des franctions de A et qu’on Fr(A).

Fr(4) = (A\{0})"'A

Exemple 5.2.2. - Fr(2)=Q
Fr(Z[i]) = {Zizz a,b,c,d € Z, (c,d) # (0,0)} = {a+ 5, o, 3 € Q¥ Q[
Fr(Z[X]) = {gg; P.QezX] Q# 0} _ {ggg P.QeQX]. Q# o}  Q[X]

Remarque. Soit A un anneau inteégre et Fr(A) le corps des fonctions de A. Soit :

i A — Fr(A)

a

a = 1

7 est un morphisme d’anneau injectif. A s’identifie & un sous-anneau du corps des fractions de
A.

Tout anneau integre est un sous-anneau du corps des fractions.

Proposition 5.2.3. Soit A un anneau intégre et S une partie multiplicative de A\{0} tel que
f(S) € B*. Soit B un anneau et f : A — B un morphisme d’anneauz. Alors, il existe un
unique morphisme : g : ST'A — B qui prolonge f.

Démonstration. — Soit g : ST'A — B un morphisme d’anneau qui prolonge f. Soit L€
S~1A, alors
a al a 1 s—1 s\ 71 .
1(5) =9 (55) =9 () (§) =1t (1) = (9 (1) ) = @)
Soit
g SY1A —
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On montre que g est bien définie. Soit £, ’;—: € S71A tels que : & = S—: On montre que

9(2)=9(%):

% =% as' = d's
o(%) = N, o (%) = e

Comme as’ = d’s, f(as’) = f(sa’).
— Soit

Vérifier que g est un morphisme d’anneaux.
que g p

]

Corollaire. Soit A un anneau intégre, K un corps et f : A — K. Alors il existe un unique
morphisme g : Fr(A) — K, injectif qui prolonge f

Démonstration.
AL K
Te /
Fr(A)

S = A\{0}, f(S) ¢ K\{0} = K*. D’apres la proposition, il existe un unique morphsime
g : Fr(A) — B qui prolonge f.

On montre que g injectif.

Kerg = {Z, fla)f(s)™" = OK} - {a’ fla) = 0} - {0}

Remarque. Soit A un anneau integre. Si K est un corps qui contient A dans Fr(A4) C K.



Chapitre 6

Arithmétique dans un anneau

6.1 Eléments associés, éléments irréductibles, éléments
premiers

Définition 6.1.1. Soit A un anneau non nul et a,b € A. On dit que a divise b dans A et on
note alb sl existe ¢ € A tel que b = ac.

Remarque. 1. (alb et bla) < (a) = (b)".

2. On suppose que a est un anneau inteégre :
Jalb et bla =3c€ A,b=acet Id € A, a = db

= de,d € A, b=bdc=b=0oudc=1. Donc

b=ac, avecce A*

(alb et bla) < {

oub=a=0

Définition 6.1.2 (Eléments associés). Soit A un anneau integre et a,b € A. On dit que a et b
sont associés s'il existe u € A*, a = bu. Dans ce cas, on note a ~ b.

Remarque. Si a ~ b alors (a) = (b).

Définition 6.1.3 (Eléments irréductibles). Soit A un anneau integre et 7 € A\ A*. On dit que
7 est un élément irréductible de A si :

Va,be A, (Tt =ab) = (a € A" oube A¥)
Remarque. Si 7 est irréductible, 7 ¢ A%, 7 40 (0=0.0 et 0 ¢ A*).

Proposition 6.1.1. Soit A un anneau et m € A. Alors 7 est irréductible si et seulement si ()
est un idéal maximal parmi les idéaux principaux de A.

Démonstration. (=) On suppose que (1) C (o) CAoua € A. (1) C (o) = al|r. Or 7 est
un élément irréductible, donc o € A* ou o ~ .
- Siae AX, alors (o) = A.
~ Si o~ alors () = (7).

1On rappelle que (a) est I'idéal engendré par a

40
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(<) Soit a € A tel que «afr.
alr = (7) C («)
Or (7) est maximal parmi les idéaux principaux de A, («) = (7) ou (a) = A.

—()=(r)=>a~m
— () = A= ae A¥

Corollaire. Soit A un anneau principal. Alors :

T est un élément irrationnel < (1) est mazimal < A/(m) est un corps

Définition 6.1.4 (Eléments premiers). Soit A un anneau integre et p € A\A*. p est un élement
premier de A si :

Vr,y € A, (plry = plz ou ply)
Proposition 6.1.2. p est premier < (p) est un idéal premier < A/(p) est un anneau intégre.

Theoréme 6.1.3. Soit A un anneau intégre et p € A. Alors p est un élément premier = p est
élément irréductible. La réciproque est fausse en général.

Démonstration. Soit a,b € A tel que p = ab. On montre que a € A* ou b € A*.
p = ab = p|ab

Comme p premier :

plab = pla ou p|b

On suppose que pla, on pose a = pa’ avec a’ € A. Alors, on a :
p=pdb=adb=1=bec A~
Méme si p|a, on dédduit que a € A*. O

Exercice 6.1.1 (Réciproque fausse). Soit A = Z[iv/5] = {a + bi/5, a,b € Z}. On remarque
que :

2.3 = (1+4V5)(1 —iV5) (6.1)
Montrer que :
1) Montrer que 2 est irréductible.

2) En utilisant I’égalité (6.1), montrer que 2 n’est pas premier.
Theoréme 6.1.4. Soit A un anneau principal et p € A. Alors p est irréductible < p premier.
Démonstration. (=) p irréductible = (p) est un idéal maximal = A/(p) est un corps

= A/(p) est un anneau integre = (p) est un idéal premier = p est un élément premier.
[l
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6.2 Notions de PGCD et PPCM

Définition 6.2.1. Soit A un anneau integre et a et b deux éléments de A. Soit d € A, on dit
que d est un PGCD de a et b si

(i) d|a et d|b
(ii) si d € A tel que d'|a et d'|b alors d'|d

Traduction en terme d’idéeauz. d est un PGCD de a et b si (d) est le plus petit idéal parmi

les idéaux principaux contenant 'idéal (a) + (b).
Définition 6.2.2. Soit A un anneau intégre et a et b deux éléments de A. Soit m € A, on dit
que m est un PPCM de a et b si

(i) alm et bjm.

(ii) Sim' € A tel que a|m’ et b|m’ alors m|m/
m est un PPCM de a et b si

(i) (m) C (a) N (b)

(ii) Si (m) C (a) N (b) alors (m') C (m).
Donc : m est un PPCM de a et b si (m) est le plus grand idéal parmi les idéaux principaux
contenu de (a) N (b).

Proposition 6.2.1. m est un PPCM de aet b si et seulement si (a) N (b) est un idéal principal
et (a) N (b) =m.
Démonstration. (=) On a (m) C (a) N (b). Soit a € (a) N (b) alors a|a et bja. Comme m
est un PPCM de a et b alors m|a donc « € (m).
(<) Si (a) N (b) = (m), alors (m) est le plus grand parmi les idéaux principaux contenus
dans (a) N (b) donc m est un PPCM de a et b.
[

Remarque. 1) Soit a,b € A, on suppose que d; et dy sont des PGCD de a et b. Donc d;|dy et
dy|d;. Comme A est integre, d; ~ dy. De méme, si m; et my sont des PPCM de a et b alors
d1 ~ My.

2) En général, le (un) PGCD n’existe pas.
Ezemple 6.2.1. Soit A = Z(i\/5) = {a + bi\/5, a,b € Z}. On a :

6=23=(1+4iV5)(1 —iV5)

On montre qu’il n’existe pas un PGCD de a = 6 et b = 2, (1 4 1i/5).

On suppose que a et b admettent un PGCD noté d. On a : 2|d, on pose d = 2d'. Alors d'|3
et d'|1 4+ /5. On montre d’abord que 3 et 1 + i1/5 sont des éléments irréductibles de A.

e 3 e A,

e On suppose que 3 = zy avec x,y € A alors

N(3) = N(z)N(y) =9

Or :
A*={z€ A, N(z) =1} (a vérifier)

Supposons que 3 n’est pas irréductible alors il existe z,y € A tel que 3 = xy et N(z) # 1,
N(y) # 1 donc N(x) = N(y) = 3. On pose = = a + ib\/5, a,b € Z.

N(z)=a*+5b =3 (6.2)
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e On montre que 1 + iv/5 est irréductible. On suppose que 1 + iv/5 n'est pas irréductible

donc il existe z,y € A\A* tels que 14 4v/5 = zy. Or :
N(1+iV5) = N(z)N(y) = 2.3

Comme N(x) # 1 et N(y) # 1, N(z) =2 et N(y) =5 ou N(y) =2 et N(x) = 3 donc il
existe a € A tel que N(x) = 3. Impossible!
Retour a 'histoire du PGCD :

d'|3 et 3 irréductible = d' € A* ou d' ~ 3

Si d' ~ 3, comme d'|1+iv/5 alors N(d') = 9 et tel que N(1+iv/5) = 6. Impossible! Donc
d e A* et donc d ~ 2.
D’autre part, 1 + iv/5|d. Donc 1 + iv/5|2 et donc N(1 + iy/5) = 6|N(2) = 4, impossible.

Si (a) + (b) = (d), alors d un PGCD de a et b
a € (a) + (n) donc a € (d). De méme b € (d). Donc d|a et d|b.
Soit d' € A tel que d'|a et d'|b. Comme (a) + (b) = (d), il existe u,v € A tel que

d = ua + bv

Or d'|a et d’'[b donc d'|d. La réciproque est fausse (en général). Si d est un PGCD de a et
b alors (a) + (b) # (d).

Exemple 6.22. A = Z[X,Y] et a = X et b = Y. X et Y sont premiers entre eux (2
vérifier) 1 est un PGCD de X et Y. On montre que (X) + (Y) # 1. On suppose que
1€ (X)+ (Y) donc il existe P,Q € Z[X,Y] tels que :

1=XP+YQ (6.3)
On pose :
P+ PB(X)+PAX)Y + ...+ P(X)Y" €Z[X,Y]
(6.3) : AR(X), Q1(X,Y) tel que 1 = X Py(X) +YQ1(X,Y)

Si @1 # 0, degy (1 — XoFo(X)) > 1 (impossible). Si @1 = 0 alors X est un élément
inversible dans Z[X, Y] (impossible).

4) On suppose que A est un anneau principal, aet b des éléments de A tels que (a,b) # (0,0).

Alors un PGCD (resp. un PPCM) de a et b existe et on a (a) + (b) = (PGCD(a, b)) (resp.
(a) N (b) = (PPCM(a, b))).

Proposition 6.2.2. Soit A un anneau intégre. Alors les propositions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) VYa,b € A\{0}, un PGCD de a et b existe. On le note d.

(it) Ya,b € A\{0}, un PPCM de a et b existe. On le note m.

Dans ce cas, ab ~ md.

6.3 Anneaux factoriels

Définition 6.3.1. Soit A un anneau non nul. On dit que A est factoriel si
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(i) A est integre,
(ii) Va € A\{0}, a se factorise en :
@ = UpoP1---Pk;
ouu € A, k>0,py=1, p1,pa, ..., pr sont des éléments irréductibles de A*.

(iii) Cette factorisation est unique & une permutation pres et a des éléments inversibles pres,
c’est-a-dire si
a4 = Upopi---Pr = Vqoq1---4d1,

ounu,v € A, k>0,1>0,po=q =1, p1,..., Pk, q1, ---, @i, des éléments irréductibles alors
k=1etsik>1alors chaque p; (> 1) est associé a un ¢; (j > 1).

Exemple 6.3.1.

1) Z est un anneau factoriel.
Vn € Z\{O}, n = j:lp[)pl-'-7pn7

oupy=1,k>0,les p; (i > 1) sont des nombres premiers.

2) Si A est un corps alors A est factoriel.
Va € A\{0}, a=a,aec A"

Définition 6.3.2 (Reformulation de la définition d’un anneau factoriel). Soit A un anneau
integre qui n’est pas un corps et P un ensemble d’éléments irréductibles de A (P peut étre
éventuellement vide). On dit que P est un systeme d’irréductibles de A si

(i) Vp.p' €P,p#p =p=p,
(ii) Vp un élément irréductible de A, Ip' € P, p ~ p'.

Exemple 6.3.2.
1) A =Z. Les éléments irréductibles de Z sont +2, +3, £5...
P ={2,3,5,..},
P est un systeme d’irréductibles dans Z.
2) A = C[X]. Les éléments irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.
P={x—a,acC}

— Soit a,b € C, a # b
X—a=uX-0,ueC" =1=u,
atb=X—axX—b.
— Soit aX + b € C[X] avec a # 0,

aX+b—a<X—<—>>, « € (C[X])*.

Définition 6.3.3. Soit A un anneau integre et P un systeme d’irréductibles de A. A est un
anneau factoriel, si tout a € A\{0} se factorise en

a=u]] por(@ (6.4)

peEP

ouu € A*, vy(a) € N et v,(a) sont nuls sauf pour un nombre fini de p € P. (6.4) est unique a
I'ordre pres des éléments p € P et a un élément inversible pres.
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Exemple 6.3.3. A=Zet P =1{2,3,5,...}

Ya € Z\{O}, a = :th2(a)3v3(a)m -+ H pvp(a)'

peEP

Par exemple,

12 = 223%
On a ainsi :
v9(12) = 2,
v3(12) =1,
v,(12) =0 v, premier # 2, # 3.

Définition 6.3.4. Soit A un anneau factoriel, P un systeme d’irréductibles de A et a\ A\{0},
a se factorise par
a=1u H p””(“).

pEP

— Soit p € P, vy(a) est caractérisé par
(a)‘a et pvp(a)+1 ,i’ a

— Soit p et p’ des éléments irréductibles tels que p ~ p’ alors Ya € A\{0}, v,(a) = vy (a).
Le nombre v,(a) est appelé la valuation p-adique de a. Soit Iapplication

v, + A\{0} — N
a = uy(a)
Cette application est bien définie. Par convention, v,(0) = +o0o0. On peut donc considérer
I’application
v, : A — NU{+oo}
a = vpla)

Propriété 6.3.1 (Valuation p-adique). Soit A un anneau factoriel, p un élément irréductible
de A et a,be A. Alors :

(1) sialb, Up(b) > Up(a);
(2) vp(ab) = vy(a) + vy(b),
(3) vp(a +b) > min(v,(a),v,(b)) et on a l’égalité si v,(a) # v, (D).

Démonstration. (1) p*@|a et a|b donc p*»@|b donc v,(b) > v,(a).
(2) (exercice)

(3) (exercice)
0

Theoréme 6.3.2. Soit A un anneau factoriel et a et b des éléments de A tels que (a,b) # (0,0)
alors un PGCD et un PPCM ezistent.

Plus précisement,

- Sia=0etb#0, PGCD(a,b) ~ b et PPCM(a,b) ~ 0.

- Sia#0 etb#0 et P un systéme d’irréductibles de A,

PGCD CL b H pmm vp(a),vp(b)) et PPCM CL b H pmax vp(a vp(b)

peEP pEP
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Démonstration. On factorise a et b en éléments irréductibles. Soit P un systeme d’éléments
irréductibles,

a:qu”P(“),b:UHp”p(b), u,v € A*.

pEP pEP
On démontre que (facilement)

PGCD(a,b) ~ [] prinCe(@e(®) of PPCM(a, b) ~ 11 prax(ep(@)vp(8)).

peP peP

]

Theoréme 6.3.3. Soit A un anneau factoriel. Alors tout élément irréductible de A est premier
(en fait, on a équivalence entre les éléments premiers et les irréductibles).

Démonstration. On a toujours p premier = p irréductible. Reste a montrer que p irréductible
= p est premier. Soit p un élément irréductible de A. Soit a,b € A tels que plab. On montre
que pla ou p|b.

olab = v,(ab) > 0.

Or :
up(ab) = vy(a) + vy(b),
donc :
vp(a) > 1 ou v,(b) > 1
et donc pla ou plb. O

Theoréme 6.3.4. Dans un anneau factoriel, on a le théoréeme de Gauss : Si a,b et ¢ sont des
éléments d’un anneau factoriel tels que a divise bc et a et b sont premiers entre eux, alors a
divise c.

Démonstration. Soit a,b,c € A tels que albc et PGCD(a, b) = 1. On montre que alc.
e Siae A*, alc.
e On suppose que a ¢ A*. Soit p un élément irréductible tel que p divise a. On montre que
0,(0) > vy(a).

albe = v,(be) > vy(a).

Or v,(bc) = v,(b) + vy(c) et PGCD(a,b) ~ 1. On en déduit que v,(c) > v,(a). Comme p
est un élément irréductible qui divise a et qu’il est quelconque, on en déduit que alc.

O
Theoreme 6.3.5. Dans un anneau factoriel, on n’a pas forcément le théoreme de Bezout.
Démonstration. On consideére 'anneau Z[ X, Y].
e On démontre dans le théoreme 6.4.4 que Z[X, Y] est factoriel.
e On démontre que PGCD(X,Y) ~ 1 et que (X,Y) # 1.
O

Theoréme 6.3.6. Si A est un anneau principal alors A est factoriel.

Démonstration. (i) A est integre.
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(i)

(iii)

Factorisation en éléments irréductibles : On suppose qu’il existe un élément a € A\{0}
qui ne se factorise pas. Donc, en particulier, a ¢ A* et a n’est pas irréductible. Donc a
s’écrit

a = ajas avec a,ay € A*.

Comme a ne se factorise pas, a; ou as ne se factorise pas.
On suppose que a; ne se factorise pas. Donc il existe a; € A qui ne se factorise pas tel

que (a) & (a1).

En répétant ce procédé, on construit une suite d’idéaux strictement croissante,

(ag) =(a) & (a1) & (a2) & ... & (an) & ...

Soit I = [Jy>o(ax). On vérifie que I est un idéal de A.
Comme A est un anneau principal, il existe b € A tel que I = (b). Comme b € I, Iky > 0
tel que b € (ak,). Or (ag,) C (b). on en déduit que I = (b) = (ag,). Donc :

vk 2 ko, (ak) = (ako).

Ce qui contredit le fait que la suite d’idéaux (ay, )r>0 est strictement croissante.
Unicité de la décomposition : Soit a € A\{0}.

upi-...-px = vqoqi---4z,

ouu,v €A, po=qg=1,k>0ett>0cet pi,...,pk, q1, ..., q des éléments irréductibles
de A. On suppose que k > 1, soit i > 1 tel que

Pilvaoqu---q-
Comme A est principal, p; irréductible = p; est premier, donc
Pildi;, 1<4; <t

Comme p; et g;; sont irréductibles, on en déduit que p; ~ ¢;,. Par conséquent, k = ¢ et
chaque p; est associ¢ a un g;;.
m

6.4 Factorialité de A[X] si A est factoriel

Soit A un anneau factoriel.

Définition 6.4.1. Soit P € A[X]\{0}, on pose

P=a,X"+..+a1X +agaveca; € A, n>0, a, #0.

Le contenu de P, qu’on note ¢(P) est un PGCD(ay,, a1, ..., o),

¢(P) ~ PGCD(ay,, ap_1, ..., ap).

Définition 6.4.2. On dit que P est primitif si ¢(P) ~ 1.

Proposition 6.4.1. Soit P,Q € A[X]\{0}. Alors

c(PQ) = c(P)c(Q)
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Démonstration. On pose
P = C(P)PO et Q = C(Q)QQ,

ou Fy, @)y sont des polynomes primitives. Donc

c(PQ) = c(P)e(Q)c(Foo)

Le probléme revient a montrer que si Py et (g sont primitifs alors FPy()o est primitif. Par
I'absurde, on suppose que Py(Qy n’est pas primitif alors ¢(PyQo) ¢ A* donc il existe p € A
irréductible tel que p|e(FPyQp). On considere le morphisme de réduction

A[X] - A/(P)[X]
P=ag+auX+..+a, X" — P=qa+(P)+(m+(P)X+..+(a,+(P))X"

On a Py = 0 = PyQq. A est factoriel donc p est premier, puisque p est irréductible et donc
(p) est un idéal premier. Par conséquent, A/(P) est un anneau integre, on déduit que A/(P)[X]
est integre. De 1'égalité PyQy = 0, on en déduit que

Py=0o0uQ,=0.
Py =0 = p|c(P), ce qui est absurde puisque Py est un polyndme primitif. O

Theoréme 6.4.2 (Caractérisation des éléments irréductibles de A[X]). Soit A un anneau
factoriel alors les éléments irréductibles de A[X] sont :
(i) a € A, avec a irréductible dans A,

(it) P e A[X]\{0} tel que deg P > 1, P est irréductible dans Fr(A)[X] et P est primitif.
Lemme 6.4.3. Soit P € Fr(A)[X] alors il existe « € Fr(A) et By € A[X]| primitif tel que

P = O./Po.
Démonstration du lemme 6.4.53. On pose
P:@%—EX—k...—i—a—nX”, ou a;, b; € A.
bo b bn

Alors P s’écrit
ot oaX A+ .+ XT

bo+ by + ...+ by,

= Q) avec @ € A[X],be A

b
)
b

s CieA

Qo ou Qp € A[X] primitif.
[

Démonstration du théoréme 6.4.2. 1) Soit P € A[X]\{0} tel que P est irréductible dans A[X].

(i) On suppose que P € A\{0}. on veut montrer que P est un élément irréductible de A.
On suppose que P = ab avec a,b € A. On a cette écriture dans A[X]. Comme P est
irréductible dans A[X],

Q€ (A[X])*  oube (A[X])* .

Or : (A[X])* = A*. Donc :
ac A% oube A*.
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(i)

On suppose que deg P > 1.
e On montre que P est primitif. On pose

P =c(P)Py ou Py est primitif, deg(Fy) > 1.
Comme P est irréductible dans A[X],

c(P) € (AIX])* ot By € (A[X])".

Comme deg Py > 1, Py ¢ A*. Donc ¢(P) € A*. Par conséquent, P est primitif.
e On montre que P est irréductible dans Fr(A)[X]. Par 'absurde, on suppose que P

s’écrit

P =P P, avec P € Fr(A)[X].
D’apres le lemme 6.4.3, il existe a € Fr(A), Py, Pap € A[X] primitifs tels que :

P =aP Py et deg(Pio) > 1.
Onpose:a=73,a,be A Ona:

bP = aP1,0P270.

En considérant le contenu des polynomes :

bC(P) ~ CLC(Pl’[)) C(PQ’O)

S—~— S——
=1 =1 =1
= b~ a.

Donc on obtient :
P= UPL()PQ’O ouu € A%,

et deg(P;o > 1. Comme P est irréductible dans A[X], on a une contradiction.

2) Reste a montrer que si P € A[X] est du type (i) ou (ii), P est irréductible.

(i)

On suppose que P € A\{0} et que P est irréductible dans A. On montre que P est
irréductible dans A[X]. On suppose que P = P, P, avec P, € A[X]. On a :

deg P = deg P, + deg P, = 0.

Donc : P, + P, € A. Comme P est irréductible dans A, P, ou P, € A*. Or A* =
(A[X])*. Donc P; ou P, € (A[X])*.

On suppose que deg P > 1, P primitif et P est irréductible dans Fr(A)[X]. On montre
que P est irréductible dans A[X]. On suppose que

P:P1P2 avec Pl,PQEA[X].

Comme P est irréductible dans Fr(A)[X], P, ou P, € (Fr(A)[X])* = Fr(A)\{0}. On
suppose que P, = a € A. Donc P = aP; avec a € A et P, € A[X]. On a aussi

c¢(P) = ac(Py) ~ 1.

Puisque P est primitif, P, = a € A*.
Méme démonstration si P, € A.
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]

Exercice 6.4.1. Soit
A=7Z[iV3] = {a+ibV3, a,b € Z}.

On pose :
K =Fr(A) = {a+ibV3, a,b € Q}.

Soit P = X?+ X + 1.
1) Montrer que P est irréductible dans A[X]. On suppose que P n’est pas irréductible donc P
s’écrit :
P=PP, P,PecA[X], degP; =1 (pusique P primitif).
On pose
P=(aX+0b)(cX+d), a,becdeA, ac#D0.

ac=1=a€ A" = P=a(X +ba")(cX +d)
= Ja € A tel que P(a) =0

Or les racines de P ne sont pas des éléments de A (%"/ﬁ ¢ A). Contradiction !

2) Montrer que P est non irréductible dans K[X]. Cette fois-ci, on a :
P=(X—-j)(X -7 etjj?ckK.
Theoréme 6.4.4 (Théoreme de Gauss). Si A est factoriel, A|[X]| est aussi factoriel.

Démonstration. (i) A factoriel = A integre = A[X] integre.

(ii) Factorisation en éléments irréductibles. Soit P € A[X]|\{0}, K = Fr(A), K est un corps
donc K[X] est un anneau principal et donc K[X] est un anneau factoriel. P vu comme
élément de K[X] se factorise :

P = UP()Pl...Pk,

ouu € (K[X])* =K\{0}, k>0, Py =1, et pour i > 1, P est un élément irréductible de
K[X] (donc deg P; > 1). Pour ¢ > 1, on pose :

P = (){Pi’()
ou o; € K\{0}, P,p € A[X] primitif (deg P,y > 1). Donc il existe a« € K\{0} tel que :
P= aPOPLO'--Pk,O'

On a, pour i > 1, P, ~ P,y dans K[X], P; est irréductible dans K[X] donc P, est
irréductible dans K[X]. Comme P, € A[X] et P, est primitif, P, est irréductible dans
A[X]. On pose a = a/b, avec a,b € A. Donc on a :

bP = aPyPy...Pryp.
En considérant le contenu, on a :
be(P) ~ a dans A,
puisque pour ¢ > 1, P, est primitif. On pose a = vbe(P), v € A*. Donc on a :

P = UC(P>P0p170...Pk70, ouwv € AX,
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(iii)

et pour @ > 1, P, est irréductible dans A[X]. Comme ¢(P) € A\{0} et A est factoriel,
¢(P) se factorise :

o(P) = wqoqr--qt,
outw € A%, go=1,t >0 et pour i > 1, ¢; est un élément irréductible de A (donc ¢; est
irréductible dans A[X]). Finalement, on a

P = 046]0(11---QtP0P1,0---Pk,0,

ota € A%t >0,k >0,q =p =1etpouri>1 P et g sont des éléments
irréductibles de A[X].

Unicité de la factorisation. Soit P € A[X]\{0}, on suppose que

P = apopr...px PoPr... Py = Bqoqr-..gnQo-.Qn, (6.5)

Oﬁa?ﬁeAxukz07t207n207mz()apO:PO:QO:qozlapouriZ]-apietqi
sont irréductibles dans A et P; et (Q; sont des polynémes de degré > 1 irréductibles dans
A[X]. En regardant 1'égalité (6.5) dans K[X], il existe a € K\{0} tel que

P()Pl...F)t = OéQle...Qn.

Comme pour ¢ > 1, les P; et @; sont des polynémes de degré > 1, irréductibles dans A[X],
ils sont primitifs et irréductibles dans K[X]. K[X] étant factoriel, on en déduit que t = m
et pour 7 > 1,
P, ~Q;; dans K[X],
c’est-a-dire o; € K\{0} tel que P, = a;Q;;. On montre que P, ~ @);, dans A[X], on pose
a; = a;/b;, a;,b; € A, on a :
biP; = a;Qij.

En considérant le contenu et comme les F; et (;; sont primitifs,
Uzbz = Qy, ol U; € A*.

Donc «; = a;/b; = u; € A*. On revient a 1’égalité (6.5) et on déduit qu’il existe v € A*
tel que

PoP1---Pk = 7Yqoq1---Gn-
On a cette égalité dans A. Comme A est factoriel, on en déduit que k = n et pour i > 1,

pi ~ qi; dans A.
O

Corollaire. A factoriel = A[Xq, ..., X,,] factoriel.

Démonstration. A est factoriel implique que A[X;] est factoriel d’apres le théoréme 6.4.4. On
veut montrer

A[X] factoriel = A[X}, X>] factoriel.

On peut voir A[X7, X5] comme Pensemble des polyndmes a coefficients dans X; et & indétermi-
nées dans Xy. Comme A[X7] est factoriel, on applique de nouveau le théoreme 6.4.4 pour avoir
que A[X;][Xs] est factoriel et donc, par conséquent, A[X;, Xs] est factoriel... O

Remarque. Si A est factoriel et si on a Bezout (c’est-a-dire Va,b € A\{0}, si d = PGCD(a, b),

alors il existe u,v € A tels que d = ua + bv) alors A est principal.
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Démonstration. Soit I un idéal non nul et propre de A. On montre que I est principal. Soit
a € I\{0} (donc a ¢ A*). Comme A est factoriel, a se factorise

a = upy...pk,

ouu € A*, k > 1, p; irréductible dans A. Donc a admet un nombre fini de diviseurs non
associés et donc il exsite une suite d’idéaux

(a) & (a1) & (a2) & ... & (an) C 1.

Soit («) le plus grand idéal qui vérifie

(@) G (@) C T.

On montre que / = («). On suppose que () & I alors il existe 8 € I'\(a),ona: (a) & (a, 5) C
I. Soit d = PGCD(«, 3). D’apres Bezout, il existe u,v € A tels que

d = au + Pv.

Donc :
(a, B) = (d),
et on obtient que

(@) & (d) C 1,

ce qui est absurde. O

6.5 Critéres d’irréductibilité dans A|X]

Theoréme 6.5.1 (Critere de réduction modulo un idéal premier). Soit A un anneau factoriel,
I un idéal premier de A et P € A[X] de degré > 1. Soit le morphisme de réduction mod I :

AX] - AJIIX]

F — F=F modlIl"

Si deg P = deg P et P est irréductible dans A/I[X] alors P est irréductible dans Fr(A)[X] et
s’il est primitif, P est irréductible dans A[X].

Démonstration. Par 'absrude, on suppose que P est réductible dans K[X]| alors P s’écrit
P = PP, avec P, € K[X], deg P, > 1.
Lemme 6.5.2. P s’écrit aussi dans A[X],

P = Q1Qs avec Q1,Q: € A[X], deg@; > 1.

Démonstration du lemme 6.5.2. en exercice. OJ

En utilisant le lemme 6.5.2, B
P =1Q2.

Comme I est un idéal, A/I est un anneau integre donc A/I[X] est inteégre. Par conséquent,

deg P = deg Q1 + deg Q.
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Or deg Q; < deg Q; et deg P < deg P, donc :
deg P = deg Q1 + deg Q; < deg Q; + deg Q3 = deg P.
On déduit que deg Q; = deg Q; > 1. Donc, on a :

P=QiQs et degQ; > 1,
ce qui contredit le fait que P est irréductible dans A/I[X]. O

Exercice 6.5.1. Les polynomes suivanats sont-ils irréductibles ¢
1. P=X?—X —1 dans Z/2Z[X] (irréductible) et dans Z[X].

Z1X] — Z7]27]X]
P=X3-X-1+w» P=X*-X-1"
deg P = deg P.
2. P(X,)Y)=X?+Y?+1 dans R[X,Y]. On considére P comme élément de R[X][Y], (V)
est un idéal premier de R[Y],
RY][X] — (R[Y]/(Y))[X]
P=X?4+Y?+1 — P=X’+1 "
degy P = degy P,
et _
R[Y]/(Y) "R (exercice).
P est irréductible dans R[X] et donc dans (R[Y]/(Y)) [X].

Theoréme 6.5.3 (Critere d’Eisentein). Soit A un anneau factoriel et p un élément irréductible
de A. Soit P € A[X] de degré > 1, on pose :

P=a+a X+..4+a,X",
avec a; € A, a, # 0. Soit p un élément irréductible de A vérifiant :
(i) p divise a; pour tout 0 <i<mn—1,
(ii) p ne divise pas ay,
(iii) p* nme divise pas ay.
Alors P est irréductible dans (Fr(A))[X] et sl est primitif, P est irréductible dans A[X].

Démonstration. On suppose que P est réductible dans K[X]. Donc P s’écrit :
P=PP, avec P, € A[X], deg P, > 1.
On pose :

P1 = Cp +61X+ —f-Can,
Q1 =0y + b0 X + ...+ b X"

On a ainsi a; = >;,,—; ¢b;. Comme plag et p* { ag, p divise par exemple by et ne divise pas cy.
Comme p 1 ay,, ptc(P) et donc p 1 c(F;), i = 1,2. Soit j le plus petit entier > 1 tel que p 1t b;.
On considere

Clj = bon + blcj_l —|— —|— bj_lcl —|—bjC().

divisible par p
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Par ailleurs,
P:P1P2, degRZl

Donc : j < n —1 et donc pla;. On en déduit que p|bjco. Ce qui est absurde puisque p 1 b; et
1 co. O

Exercice 6.5.2. Les polynomes suivants sont-ils irréductibles ?
~ P(X)=2X%+3X°%—-6X°+9X — 12, dans Q[X], dans Z[X],
— P(X,Y) =4Y X*+2Y? — 2, dans Z[X, Y], dans Q[X, Y], dans Q(X,Y) ot

QX,Y) = {m PQc @[X,Y]}.

6.6 Arithmétique dans un anneau

Pour fixer les idées, on donner un résumé des types d’anneaux dans lesquels on peut mani-
puler certaines notions arithmétiques.

(i) D’abord, on rappelle que : un anneau euclidien = principal = factoirel et les réciproques
sont fausses.

(ii) Dans un anneau non factoriel, deux éléments n’admettent pas nécessairement un PGCD,

PPCM.

(iii) Dans un anneau factoriel,
— on a une factorisation en éléments irréductibles et cette factorisation est unique a élé-
ments inversibles pres et a permutation des irréductibles pres,
— deux éléments non nuls quelconques admettent un PGCD, PPCM,
— on a le théoreme de Gauss : Si a divise bc et a et b sont premiers entre eux, a divise c,
— en général, on n’a pas le théoreme de Bezout : Si d = PGCD(a,b), alors il existe u, v
tel que au + bv = d.

(iv) Dans un anneau principal, on a le théoreme de Bezout.
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