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Introduction a ’algebre matricielle
numérique

0.1 Un exemple

Exemple 0.1.1. Imaginons une plaque dont on connait la température aux bords :

(0,1)

(1,0

On cherche & connaitre la température en tout point M (z,y) de €2, sachant qu’on la connait
sur la frontiere I'. On note u(zx,y) cette température en M (x,y). On modélise le phénomene
physique :

{—Au = 0 dans 2

u(z,y) = Tz, y) sur T

Rappel (Laplacien).
~ Q*u | Q*u
02 + 0y?

On peut supposer que ce probléme admet une unique solution (dans un sens précis). On va
approcher la solution u en cherchant une approximation numérique. On va mailler le domaine
2 par des points M;;(z;,y;) :

Au

(0,1)

Mij(xi, fj)

(1,0)



avec

Sk ls
=)
IN
<
AN
2

l’z‘:.
Y; =
et h = % est le pas du maillage.
Onprend:1<i<n—1letl1<j7<n—1.0n aalors:

ou h? 0%u h3 93w
w(xit,y;5) = u(z,, y;) + h%(%?/j) + 5@(% y;) + K%(%,yj) +O(h") (1)

ou h? 0%u h? 0%u

U(Ii—h yj) = U(iﬁz‘; yj) - h%<xi7yj) + 3@(%‘, yj) - g@(%, yj) + O(h4) (2)
ou h? 0%u h3 93w

(@i, Yip1) = u(zs, y;) + h@(%y%‘) + 5@2(% Y;) + gaiyg(xi?yj) + O(h*) (3)
ou h? 0%u h? 0%u

_ 4
w(xi, yj—1) = u(zg, y;) — h@(%»%‘) + E@T/?(%’ ;) — gaiyg(ﬂh, y;) + O(h") (4)

On va former des combinaisons linéaires. En utilisant (1) et (2) :

0*u —u(wiy1,y5) + 2ul(x;, yi) — u(xi—q, y;)
a2 (@5, y5) = — h2? ’ 2o o(n?)
De méme avec (3) et (4) :
*u —u(®i, Yj1) + 2u(zs, ) — w(@i, yj-1)
) = i) T 20 =) 1 o

Remarque. On suppose ici que u étant aussi réguliere qu’il le fallait.

Idée. On va noter u;; une approximation de u(z;,y;) et I'équation approchée au point M;; va
sécrirtepour 1 <i1<n—1letl1<j<n-—1:

—Uip1, + 205 — W1y | Wi+ 20 — U
_l’_
h? h?
Ay — Uim1j — Uigrj — Uij—1 — Ui

h2

=0

~0 @
Soit :

Us j+1

Ui n—1

On peut montrer que (*) est équivalent a :

AU =B
avec
All A12
A= A21 A22
. " An—Q,n—l
0 An—l,n—Q An—l,n—l

(n—1)2x(n—1)2



tel que :
4 -1 0
Ag= |
-1
-1 4 (n—1)(n—1)
et :
—1
Ajiy1 =
—1

(n—1)(n—1)
B est un vecteur qui contient I'information des conditions aux limites.

0.2 Remarques

1) La méthode ici exposée est la méthode des différences limites. Il resterait a prouver sa
convergence. On retient qu’on a a résoudre un grand systeme linéaire.
2) Si on regarde la matrice A :
— elle a au plus 5 coefficients non nuls par ligne. Le taux de remplissage est de % ~
5.
— elle est symétrique.
— elle est tri-diagonale par bloc.
— elle est symétrie définie possitive (admis).
= il faut en tenir compte pour savoir comment on résout le systeme.
3) On pourrait utiliser d’autres méthodes numériques
— éléments finies (matrices creuses ! mais non tri-diagonale par bloc).
— Méthodes intégrales (matrice pleine)

— Méthodes spectrales, probabilistes...

0.3 D’autres problemes menant a la résolution d’un sys-
téme linéaire

— Electrostatisque (ot mettre les relais ds téléphones portables ?)

— Meécanique des fludies (quel temps fera demain ? quel dimension doit avoir le A3807?)

— Structure (Pont)

— Thermique

— Représentation de surfaces (Programmation des jeux vidéo)

— Finances (Bourse ?)

— On peut aussi avoir besoin d’informations sur un systeéme linéaire sans pour autant
devoir le résoudre.
— Valeurs propres? (Mécanique vibratoire, étude de la dynamique des populations,

connexion interurbaines, compression d’images)

0.4 Objectifs

Résoudre de grands systemes linéaires, trouver une méthode la plus efficace.

L¢’est-a -dire ayant un taux de remplissage faible



0.5 Bibliographie pour le cours

(1) Analyse numérique appliqueé a l'art de I'Ingénieurie, tome 1, méthodes directes, Lascaux,
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(2) Introduction a ’analyse numérique, Rappaz, Picasso

(3) Introduction a l'analyse matricielle et a l'optimisation, (MANSON), P.G.



Chapitre 1

Méthodes directes de résolution de
systeme linéaire

Probléme. On veut résoudre AX = B avec :
o A matrice a coefficients réels de taille n X n et supposée inversible.
e B vecteur de R™
e X inconnue a chercher de R"

1.1 Meéthode du pivot de Gauss

1.1.1 Un exemple
Exemple 1.1.1. Soit :

On a a résoudre ce systeme linéaire :

4$1 + 8332 + 121‘3 =4 (1)

3x1 + 8xo + 1323 =15 (2)

2.%‘1 + 9132 + 18$3 =18 (3)
Etape 1 : on choisit aﬁ)

(1)
remplace 1'équation (3) par (3) — %(1) On a ainsi :

4 8 12
A®D =10 2 4
05 12

= 4 comme pivot. On remplace 'équation (2) par (2) — “2;
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©)

%2-(2)". On a ainsi :
a.
22

Etape 2 : On remplace (3)" par (3) —

—_

4 8 12
A® =10 2 4
00 2

Ce qui est équivalent a ce systéme linéaire :

dry + 8xy + 1223 = 4
209 + dx3 = 2
2%3 4
Apres calculs, on trouve :
T3 = 2
To = -3
ry =1

1.1.2 Algorithme d’élimination

Définition 1.1.1. On appelle A® et B® la matrice et le second membre obtenus avant la
ieéme étape. On a :
(1) (i) (1)

all al DY ... DY a]_n

0 o) oo o o g

A(z) - am) .« o angq,)
0 a’z(:zl,n

0o 0 --- 0O --- a

Pour passer de A® & AWD et de BY & BU+Y on procede comme suit
Pour k variant de 7 + 1 jusque n et pour j variant de ¢+ 1 an :

TR
Apj < Gy = —Gy i

i

de méme pour le second membre :

aj,
a0

(23

B+ i) _ bW i+1<k<n

Algorithme 1.1.1.
PivoTDEGAUSS(A, B, n)

1 forv«—1ton—1

2 do for k—i+1ton
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3 do ¢« %
4 for j«—~i+1ton
5 do a,(;jﬂ) — Qg — C* Qyj
6 b](jJrl) — bk — C* bl
7
8
9
10 fori«—n—1to1l
bi — 2 i1 Qi
11 d0$i<—< =it ]])
Qij
Remarque. 1. Lorsque agjﬂ) a été calculée, on n’aura plus jamais besoin dans l’algorithme

de a,(;]? donc on écrase le coefficient a,(c?. Méme remarque pour b;f).

2. On peut stocker % dans une variable c.
27

3. Cet algorithme ne fonctionne pas toujours.
Ezemple 1.1.2. Soit :

1 —
4 4 1 -2 8
0 -3 —-12 -1
2
-9
1 —
B 2
2
On a
2 1 0 4
qo_ |0 o) 3 1
0 -1 =2 0
0 -3 —-12 -1
2
-5
@ _
B —2
2

Mais on ne peut pas avoir A® car on a un pivot nul. Pour s’en sortir, il faut permuter des
lignes. On peut par exemple, permuter la ligne 2 et 4 de la matrice A® et de la matrice

B® . On aura :
2 1 0 4

0 -3 —-12 -1

2 —
AT = 0 -1 -2 0
0 O 3 1
2
/ 2
@) —
BT = -2
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Définition 1.1.2. Soit A € M,,,(R) et 1 < k < n. Ay est la sous-matrice principale d’ordre
k de A si Ay est la matrice de dimension k x k composée des coefficients de (a;j)1<;j<x de la
matrice A.

Theoréme 1.1.1. Soit A € M,,,(R).

e Si toutes les sous-matrices principales Ay de la matrice de départ A sont régulieres
alors les pivots obtenus successivement dans l’algorithme de [’élimination de Gauss sont
tous non nuls.

e Si tous les pivots obtenus dans [’algorithme de ’élimination de Gauss sont non nuls alors
toutes les matrices principales Ay de la matrice de départ A sont régulicres.

1

)

Démonstration. Soit A,(f) la sous-matrice principale d’ordre k de A®. On a AZ@ qui est trian-
gulaire supérieure. On a :

det(AY) = [] ai}
k=1

Détail :
det/41:: a1

det AS) = det Aé” = aﬁ) ag%) = a%)agll)

det A — o — dot AP — T[ o) = T[
k=1 k=1
(=) o det(A;) # 0= al¥ £0.
e Siona:detA; #0et agll) # 0 alors ag) # 0
. Tt . . .
e Siona:detA; #0et aﬁ) , agg,...,agl__ﬁi)_l sont non nuls alors a,(qlz,) sont non nuls
(<) Evident.

1.1.3 Complexité algorithmique

On va calculer le nombre d’opérations (c’est-a -dire opérations élémentaires (/, 4+, X, —))
necéssaires a la factorisation de la matrice. On considere que chaque opération, prend le méme
temps de calcul.

On note N, le nombre d’opérations :

n—1 n—1 n—1

N=Y(-D1+20n-1)+2 =33 (n—10)+2 (n—i)?

i=1 =1 i=1

nd - (n—1)n n*> n?® n 2n3
=2 i+2Y P=3—— 42— —+ - | =0 =
yeen ettty geg) oY)

Conclusion : quand n est multiplié par 2, le nombre d’opérations est multiplié par 8.
En ce qui concerne I'algorithme de remontée, il est en O(n?). Il a un coiit négligeable devant
celui de la factorisation.

Remarque (Choix du pivot). Dans 'algorithme, on n’a pas, pour le moment, utilisé de change-
ment de pivot. On peut utiliser différentes stratégies :

L’est-a -dire inversibles
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1) Du pivotage partiel : on échange deux lignes pour avoir comme pivot, le nombre de valeur
absolue la plus grande possible. La complexité de cette opération est en O(n?) (négligeable

devant O (%))

2) Du pivotage total (ou complet) : on échange non seulement les lignes mais aussi les colonnes
(on change l'ordre des inconnues). La complexité de cette opération est en O(n?) (trés
couteux, il ne faut jamais 1'utiliser).

1.2 Décomposition LU
On suppose qu’on veuille résoudre AX; = By et AXy; = Bs.

Idée. On va factoriser la matrice A.

1.2.1 Matrice de permutation

Définition 1.2.1. Une permutation o est une application bijective de I’ensemble {1, ...,n} dans
lui-méme. L’application de ¢ a {1, ...,n} revient donc a réordonner les n nombres.

Définition 1.2.2. On associe a o I'application linéaire g tel que : g(e;) = e, pouri =1,...,n
ou (e;)1<i<n est une base canonique de R™. La matrice P qui représente g dans la base (e;)1<i<n

est appelé matrice de permutation.

Exemple 1.2.1.

i |12 34
o@i)[3 2 4 1
Alors la matrice P de permutation pour o est :
0001
0100
P= 10 00
0010

Remarque. Plus généralement, (P);; = 0; +(;).
Proposition 1.2.1. Pour toute matrice de transposition, on a :
pt='p

Définition 1.2.3. On appelle matrice de permutation élémentaire, une permutation o définie
par :
o(i) =7, o(j) =1, o(k) = k pour tout k # 1, j

On remarque, dans ce cas :

et donc :
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Quelques propriétés

Propriété 1.2.2. Toute permutation peut s’obtenir comme composition d’au plus n — 1 per-
mutations élémentaires.

Exemple 1.2.2. (1,2,3,4) — (3,2,4,1) peut étre vue comme :
(1,2,3,4) 25 (1,2,4,3) £5 (3,2,4,1)

Propriété 1.2.3. — Si on multiplie a gauche une matrice A par une matrice de permutation
P, on permute les lignes de A : la i-éme ligne devient la o(i)-éme ligne.
— St on multiplie a droite une matrice A par une matrice de permutation P, on permute les
colonnes de A : la j-éme colonne devient a la o~'(j)-éme colonne.

1.2.2 Mise en ceuvre de la factorisation

Le principe est d’aboutir a une factorisation de type PA = LU avec :

e P : matrice de permutation.

e A : matrice de départ qu'on suppose inversible.

e [ : matrice triangulaire inférieure a diagonale unité.
e U : matrice triangulaire supérieure

Pourquoi? On veut résoudre :
AX =B

Ce qui est équivalent a résoudre :
PAX = PB

Mais avec la factorisation LU, on a a résoudre :
LUX = PB
Ce qui est équivalent a résoudre :

LY = PB (descente O(n?))
UX =Y (remontée O(n?))

Quel lien y-a-t-il entre A® et ACtD? Soit 1 <i<n-—1

1) D’abord, on choisit le iéme pivot en prenant l'indice k tel que |a,(;i)| = Iax |al(f)|.
SsSn

2) On va alors permuter les lignes i et k de la matrice
AD = p, A®
Pour simplifier, on note P9 = P,. On a :
pl) — ( p(n)*l

Donc :
A0 — p@) (@)
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~ (1)
. - < G
3) Maintenant, pour obtenir A®+Y) & partir de A®, on retranche a la kieme ligne de A®, 0
A
3 la ligne i de A (1 <i<k<n).
~ (%)

. , . a
Pour obtenir A® & partir de AC*1 | on ajoute & la kieme ligne de AG+D), Tkj) fois la ligne ¢

de AUYD On a ainsi :
A6 — [0 4G+

avec

\ ay o
ou les [;(k) = 5y avec 1<k <n.On a ainsi :
Qj;

A© — P () = PO L A6

d’ot
A= AW — pOLWAC) = | — pM 0 peye) | pe-D =1 g0 (4
U

Lemme 1.2.4. Soit P®) matrice de permutation élémentaire entre les indices p et ¢ > p. Alors
pour k < p, on a :
LK) pp) — p(p) (k)

ou encore :
pw (k) pp) — (k)

ou L'®) se déduit de L®) par permutation des lignes p et q dans la kiéme colonne.
Démonstration. On considere la base canonique de R™. Donc :
0

0

er = «— k-ieme ligne

O = O
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Alors pour p > k, on a : PPe;, = e,. On définit [, par L*) = I + el 2. Donc :
0

0

=)

lk (TL)

Donc :
L'® = pe k) pe) — pE)(1 4 leet )PP = (PP)2 4 P@el p®)

=]+ p(p)lkt(p(p)ek) car tP® — p®)
=T+ PP el
O

Lemme 1.2.5. Soit (Ix)1<g<n-1 une suite de (n — 1) vecteurs de dimension n tel que les k
premiéres composantes de 1, soient nulles. Alors :

n—1 n—1

H([—i—lkefi) =1+ Zlke};

k=0 k=1

Démonstration. On développe le terme de gauche et on remarque que les termes contenant un

facteur de type l;ejl el avec ij sont nuls car ejl; = I;(i) = 0 pour j > i. O

Retour a la décomposition

On retrouve l'expression et on utilise le Lemme 1.2.4. pour avoir :
A=pOp@® pr-bp@p@  pmety

avec :

L//(k) —

P(nfl)P(nf2)“.P(k+1)L(k)P(k+1)P(k+2).“P(an)P(nfl)

On a ainsi :
L”(I)L”(2)...L”(n_1) — I

L est triangulaire inférieur a diagonale unité (d’apres le Lemme 1.2.5.). On pose :

Q= P pR)  pnr-1)

On a ainsi :

A=QLU

Theoréme 1.2.6. 1) Soit A une matrice carrée réguliére d’ordre n. Il existe une matrice de
permutations P et deuxr matrices L et U respectivement triangulaire inférieure a diagonale
unité et triangulaire supérieure tel que PA = LU.

et si on pose Q7' = P, on a:

2il faut lire I + I, transposée de ey,
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2) Si A vérifie les hypothéses du Théoréme 1.1.1. alors on peut prendre P = I et la décom-
position A = LU est unique.

Démonstration de ['unicité de la décomposition A = LU. On suppose que A = LU, et A =

LyUs,. Alors :

L1U1 = L2U2 = L;lLlUl = U2 = L;lLl = UQUfl =X

Comme X = Ly'L;, X triangulaire inferieur & diagonal unité. On a aussi
X tiangulaire supérieure. Alors X = I. Donc Ly = Ly et Uy = U;.

1.2.3 Complexité algorithmique

Factorisation de la matrice A = LU

Soit

et

On a donc :

ailr a2
21 Qa22
A= ]
anp1  Ap2
1
l21
L=113 I3
lnl
U1 U2
U21
U =
0
ail = Ui
A22 = U22
App = Upn

Q1n
Q2n,

ann

ln,nfl 1

Uin
Uon,

unn

as = lyun

as; = lg1un

Ap1 = 1ty

(1) : on a la premiere ligne de U. (2) : on a la premiere ligne de L.

(3):

Algorithme 1.2.1.
CONSTRUCTION DE LA PREMIERE LIGNE DE L()
1 fori—2ton

2 do A1 <

Ay = la1u1a + g

A2y, = lo1 U1y + Ugy,

asy = l31u12 + l32u20

a4 = Ly + lypug

: X = U,U;! alors

]

Ap2 = lp1tio + oo
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CONSTRUCTION DE LA KIEME LIGNE DE U ET DE LA KIEME COLONNE DE L()
1 fork—2ton—1
2 do ay, «— ag — Zf;ll ISt
fori—k+1ton
do ap; < ap; — Z?;ll g Qj;

1 k—1
Qik < Gk (aij — 21 aijajk)

Ot > W

CONSTRUCTION DE LA DERNIERE LIGNE DE U()

n—1
1 Apn < Anp — j=1 AnjUjn

Résolution du systeme linéaire

LUX =B
1) Résolution de LY = B, T stocké dans X
LY = B()
1 fori«—1ton
2 doc+—0
3 for j«—1toi—1
4 do ¢ « ¢+ a;jx;
5 T — b —c

2) Résolution de UX =Y, X contenant Y en entrée et "le vrai X" en sortie.
UX =Y()

1 fori—mntol

2 doc+0

3 for j«—i1+1ton

4 do ¢+ c+ay X xjz; =

Ti—C
Qg

Remarque. — Complexité de la factorisation A = LU est de O (%)

1.2.4 Le cas des matrices bandes

Définition 1.2.4. Soit A une matrice de dimension n x n et de coefficients a;;, 1 < 7,5 < n,
et soit [ € N* tel que [ < n. On dit que A est une matrce de bande de demi-largeur [ si pour
tout ¢, j satisfaisant 1 <i,7 <mn et |i — j| >, on ait a;; = 0.

Exemple 1.2.3.

Matrice bande de demi-largeur [ = 2 car soit 1 <1,7 < n :



18 Chapitre 1. Méthodes directes de résolution de systeme linéaire

Theoreme 1.2.7. Soit A une matrice de dimension n x n tel que A est une matrice bande
de demi-largeur 1, dont toutes les sous-matrices principales sont réguliéres (existence de la
factorisation A = LU ). Alors la décomposition LU de A donne lieu a des matrices triangulaires
L et U qui sont aussi de demi-largeur de bande l. La complexité algorithmique de la factorisation
est alors de 'ordre de O(nl?*) quand n est grand.

1.3 Décomposition de Cholesky

On va voir ici quelques cas particuliers de matrices.

1.3.1 Les matrices symétriques

Theoréeme 1.3.1. Soit A une matrice symétrique, réquliére, possédant une décomposition A =
LU. Alors on peut factoriser A sous la forme :

A=LD
avec L matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et D une matrice diagonale.

Démonstration. A = LU, U triangulaire supérieure. On peut donc écrire U = DR avec D
matrice diagonale et R triangulaire a diagonale unité. Cette décomposition est unique :

A=LDRet'A="'RD'L
Comme A ='A alors :
LDR ='RD'L

avec :
e [, = triangulaire inférieure a diagonale unité.
e DR = triangulaire supérieure
e 'R = triangulaire inférieure & diagonale unité.
e D'L = triangulaire supérieure.
L’unicité de la décomposition LU = L ='R. Donc : A= LD'L. O

1.3.2 Les matrices symétriques définies positives

Définition 1.3.1. Une matrice A € R"*" est dite symétrique définie positive si :
(i) A="A
(ii) 'yAy >0, Vy e R®
(iii) 'yAy =0« y=0.
Theoréeme 1.3.2. 5i A € R™*" est symétrique définie positive alors toutes ses sous-matrices
principales sont symétriques définies positives.
Démonstration. (i) Soit Ay la sous-matrice principale d’ordre k (1 < k <n). On a*A, = A;.
(ii) Soit 2z un vecteur de dimension k (2 € R¥) et y € R™ tel que :
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On aura :
L2 Az =y Ay

Comme A est symétrique définie positive, les propositions (i7) et (iii) sont vérifiés pour
Ap.
]

Corollaire. Soit A € R™" symétrique. A est définie positive si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont définies positives.

Theoreme 1.3.3. Soit A une matrice symétrique définie positive alors il existe une unique
matrice B triangulaire inférieure a valeurs diagonales positives telle que :

A=B'B

Démonstration. Si Ay, Ly et Uy des sous-matrices principales d’ordre k de A, L et U, on vérifie
que :
Ay = LUy,

Comme Aj, est symétrique définie positive, d’apres le Théoreme 1.3.2, on a :

k
detAk = Hu” >0

i=1
En prenant successivement k£ =1,2,...,n, on a :
uj; >0telque j =1,2,..,n

on définit donc D par :

D=
0
unn
et F/ par :
U1
o U922 0
0
unn

U = E~'U triangulaire supérieure & diagonale unité.

A=LEU = 'UF'L
~~
A symétrique
(i) L triangulaire inférieure a diagonale unité
(ii) *U triangulaire inférieure a diagonale unité
(iii) Décomposition LU unique

(i), (ii) et (ii7) implique que 'L = U.

A='UEU ='UDDU
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On pose B = UD, B triangulaire inféricure & termes diagonaux positifs. On a ainsi

A=DB'B

Unicité : On suppose :
A - BltBl
A= By'Bs

Donc :
Bi'By = By'By < 'By'Bi'B, =By & 'By'By = 'By' Byt (%)

triang inf triang sup
donc By ' B, par diagonale :
(*) PN (bQ)jj _ (b1>jj 1 S] <n
(01)j;  (b2)j
Donc By 'B; = I car (b1);; et (b2);; sont > 0. Donc By = Bs. O
Proposition d’algorithme :
bin bz -+ bip
% b2 ‘
0 bnn
ai; Q2 - Qi b1y 0
A= a9 _ b21 b22
sym : '
Ann, bnl bnn

CONSTRUCTION DE B()

1 ap v a11

2 # Premiére colonne de B
3 fori—2ton
4 do a;; « 44
all
5
6 # Colonne de B,2<k<n-—1
7 fork—2ton—1
8 do ap (akk - Zk | ij)m
9 for i — k+1 to n
}(1) do a; « ;- ( ape — >0 aijakzj)

12 # Derniéere colonne de B
n—1 2 1/2
13 Anp < App — (Z )



Chapitre 2

Normes et conditionnement

2.0 Quelques rappels d’algebre matricielle

On considere le corps K (K = R ou C). On considére une matrice A € K™*" avec m € N*

It i R

Il e R

Définition 2.0.2. On appelle matrice transposée de A € R™*" et on note ' A, la matrice définie
par ‘A = (aji)1<i<m,1<j<n.
Remarque. (i) (AB)™' = A7'B~! si A et B inversibles.
(i) ("A)~H="AT)
(iif) (A7)~ = (471"
(iv) “(AB) ='B'A
(v) (AB)* = B*A*
Définition 2.0.3. Une matrice A est dite :
— symétrique si A € R™*" et A = A
— hermitienne si A € C™*" et A* = A
— orthogonale si A € R™" et A'A=1AA=1

— unitaire si A € C"™*" et AA* = A*A =1
— normale si A € C™*"™ et AA* = A*A

Définition 2.0.4. On appelle vecteur propre u associé a une valeur propre A de A :
Au= A u, A e K
(A, u) est I’élément propre.
Définition 2.0.5. Le spectre de A est I’ensemble des valeurs propres Sp(A) = U (u;, A;).
Définition 2.0.6. Le rayon spectral de A est défini par :

p(A) = max N (A), \; € Sp(A4),1 <i<n

1<i<n

21
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Définition 2.0.7. Sur R", on définit le produit scalaire euclidien :
(u,v) = "vu = Zuivi,u e R",veR"
i=1

Sur C", on définit le produit scalaire hermitien :

n
(u,v) =v'u =u*v =) u;v;
=1

(2

Deux vecteurs u et v sont dits orthogonaux si (u,v) = 0.

Propriété 2.0.1. Soit u € K" et v € K™, A € K™*",
— Sur R™, (Au,v) = (u, Av)
- Sur C", (Au,v) = (u, A*v)

2.1 Normes matricielles

2.1.1 Normes vectorielles

Définition 2.1.1. Soit £ un espace vectoriel sur le corps K. Une norme sur £ est une appli-
cation de E dans R qui a tout élément x de E, fait correspondre le nombre réel positif non
nul noté ||z||, appelé norme de x et possédant les propriétés suivantes :

(1) [|[z]| =0 x=0,Vx e E

(2) |[Ax|| = |All|z||, Yz € E, VA € K
3) Nl +yll < llzll + lyll, ¥(z,y) € £
Exemple 2.1.1. x € C"

n 1/2
A) 2= [Jalls = (Z W)
=1

n
B) z— [lzfli = >_ il
i=1

C) & = [zl = pax [z

Démonstration de (3) pour la norme A). On utilise le fait que a >0, 5> 0

042 52

=af< 4+

abs 55

car (a — (3)2 > 0. Soient u € C" et v € C" et 1 < i < n.
R 21 T B 71 e 8 (1
ull2l[vll2 fullz([vllz = 2 flulla  2{jv[l2

donc :
n

> ugvi| < Jlullz]v]l

=1

Iz = yllz =>_ |z +wil* < D _(lwal* + lyil* — 2l lil)
=1

i=1 =

< e+ 3 il 42 (Z |xz-|) (Z |yz-|) — (el + Iyl
=1 =1 =1 =1
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Démonstration. On peut montrer aussi ’équivalence des normes, c’est-a -dire :

1
Szl < flzlleo < flzfls

< [lzlloo < [lll2

L e
— ||
Nk

[z]]2 < [Jz]]i < nfjz]

2.1.2 Normes matricielles

Définition 2.1.2. A € K"*". Soient deux normes vectorielles définies sur K™ et sur K" et
toutes les deux notées || - || (par exemple, on prend comme premieére norme, la norme || - ||o sur
K™ et comme deuxiéme norme, la norme |[|-||2 sur K™). On appelle norme matricielle subordonée

le nombre :
[All = max Az
lzll=1,zeR

Lemme 2.1.1. Pour toute norme matricielle subordonée :

[Az] < [[Allljz]l, Ve € K

Démonstration. — Vrai pour x = 0.
— Soit x # 0, = [T €St un vecteur unitaire :
A" < max || Aull
][]~ fell=1
On a donc :
[ Az < [JA[|[l]]

Theoreme 2.1.2. Toute norme matricielle subordonée vérifie les propriétés suivantes :
(i) VAe K™ ||A| =0 A=0
(i) VA € K™ VX € K, [|AA| = |Al[|A]l
(iii) VA, B e K™, |A+ Bl < [[A] + || BI|.
(iv) VA € K™ VB e K™ ||AB| < ||A||||B]-
Démonstration. (i) (<) A=0=Vr € R", Az =0 = ||A]| = max|;=1 [|[Az] =0
(=) Al = max |Az|| =0 = ||Az|| =0,Vz € K" = A =0.
(ii) évident
(iii)
(A + B)a|| = [| Az + B[] < [[Az]| + || B|

max [[(4 x Ba|| < max || Ax| + max || Be|

A+ Bl < [|A[l + | B]]
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(iv)
||ABz| = ||A(Bx)|| < ||Al|||Bz| d’apres le Lemme 2.1.1.

max || ABz|| < [|A] max || Bzl = Al B

[l
Remarque. Pour toute norme matricielle subordonnée, on a ||/|| =1 car :
]} = max [|[z] = max [z]| =1
[[=]|=1 [l=l|=1

Définition 2.1.3. On appelle norme de Schur de A € K™ le nombre :
- 1/2
[Alls = (ZZ |%‘|2)
i=1j=1

Theoréme 2.1.3. La norme de Schur est une norme matricielle au sens ou elle vérifie les 3
premieres propriétés du Théoréme 2.1.2.. Mais ce n’est pas une norme subordonée. De plus,
elle vérifie la derniére propriété du Théoréme 2.1.2.

Démonstration. Démonstration de la propriété (iv) : Pour A € R™™ et B € R™*"

n n n 2 n n n 2
4B = 3233 anty ézz(zmnbm)

1j=1 k=1 i=1j=1 \k—

n n n n
<3y (Z rafkr) (Z \bm?)

i=1j=1 \k=1 k=1

< (ZZW%P) (ZZ |bkj|2) = A1 Bl
i=1j=1 j=1k=1
Remarque. On a : ||I||* = n # 1. Ce n’est pas une norme induite.

Définition 2.1.4. On appelle norme matricielle, une application K™*" — R* qui vérifie les 3
premieres propriétés du Théoréeme 2.1.2.

2.1.3 Valeurs singulieres

Définition 2.1.5. On appelle valeurs singulieres d’une matrice A € C™", les racines carrées
positives ou nulles des valeurs propres de la matrice A*A € C™".

Remarque. Ces valeurs singulieres sont bien définies. En effet, A* A est une matrice hermitienne.
Dong, il existe une matrice unitaire 6 et une matrice diagonale D tel que :

A*A =60"D0
et les valeurs propres sont réelles. Les valeurs propres sont forcément positives ou nulles car :

Pour = # 0, A*Ax = \v = (A*Az, 1) = ANz, 7) = (Az, Ar) = Mz, 7) & [|AL5 = A|2]5
—_— ==

>0 >0

Donc : A > 0.
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Theoréme 2.1.4 (Décomposition en valeurs singulieres). Soit A € C™™. [l existe deux matrices
unitaires et carrées U et V avec U € C™™ et V € C™" tel que :

U'AV =%

ot Y est une matrice rectangulaire de format m X n et :

(m>n)

1
M2

Hn
0

ot les (pi)1<i<n sont les valeurs singuliéres de la matrice A.

Démonstration. A*A est hermitienne donc il existe une matrice V' unitaire d’ordre n tel que :

VH(A*A)V =

2

Soit C; le vecteur correspondant a la jieme colonne de la matrice C' = AV
C*C = diag(y;)
Donc :
C;C = pjdy
Soit {1, ..., -} Pensemble des valeurs singuliéres non nulles et soit {41, ..., ttn } I’ensemble
des valeurs singulieres nulles. On a donc :

C;=0pourr+1<j<ncarl|Cj|=0

On pose u; = Z—J pour 1 < 5 < n. Par construction :
J

uiuj = 0;; pour 1 <j<n

]

On complete alors les r vecteurs u; (pour 1 < j < n) pour ainsi obtenir une base orthonormée
de C™.
C"™ = Sp{uy, Ugy ey Upy Up i1y ooy U } (Gram-Schmidt)

On a maintenant :

w;u; = 6;; pour 1 <7,7 <m

et :
C; = pjuj pour 1 <i<mn

Soit U la matrice carrée de dimension m x m dont la jieme colonne est formée du vecteur u;.
On a ainsi une matrice unitaire. On a (U*AV);; = w;C; pour 1 <i < m, 1 < j < n. Ce qui
s’écrit :

241

UAV =X =
Hn
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Remarque. Dans le cas o A € R™*™ alors A* = 'A. On remplace alors les * par des . On parle
de matrice orthogonale (a la place de matrice unitaire) et de matrice symétrique (a la place de
hermitienne).

2.1.4 Calcul de normes matricielles

Theoréeme 2.1.5. Soit A € C™". Alors
[Allz = \/p(A*A) = 1
la plus grande valeur singuliére de A. On rappelle que :

p(A) = \Jhax, |Ail

Démonstration. 11 existe une base orthonormée de C", notée {e;}1<;<n, constituée de vecteurs
. - 2 .
propres de A*A associés aux valeurs propres p7. Donc :

V1<i<n, A*Ae; = u?ei

Soit x € C". Alors :

Donc :
n n
|Az||; = (Az, Azx) = (A" Az, x) (AA* > Ee, ije])
i=1 j=1
=D D (Tpien, dye;) = D> Eidipk (e, e5) = > |
i=1j=1 i=1j=1 ‘T’ i=1
ij
On a ainsi :

1Az3 < 3 > 1237 = w3
i=1
Donc, on a que, pour ||z|s =1 :
A3 < g
et donc :
max || Az|3 <

l[zll2=
%,_/

lAll2

On va choisir maintenant un x particulier pour lequel I’égalité est vérifiée. On choisit x = e et
on aura :

1423 =

Corollaire. Soit A € C™",
() | Alla = [A"]]2
(i1) Soit A matrice hermitienne. Alors || Al = p(A).
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(i17) Soit Ae C™™, U e C" et Ve C™ avec U et V unitaires alors ||VAU |2 = || A2
Démonstration. (i) Soit A € R, A # 0 tel que :
A*Ax = dx, v # 0

donc :
A(A*Az) = MAz) & AA*(Az) = A(Ax)

donc A est valeur propre de AA* associé au vecteur propre Az # 0. Les valeurs propres
non nulles de A*A et de AA* sont les mémes.

1A4*]|2 = \/p(AA%) = /p(A*A) = || Al

(ii) Soit A une matrice hermitienne, on a :

1]l = /(A" A) = \/p(A2) = \/p(A)? =

(iii) Soit A € C™" U € C™™ et V € C™™ avec U et V unitaires, on a :

IVAUllz = max [[VAU(z)[> = max [[VAyl,

car en posant y = U(z), on a :

lyllz = llzll2 *

or :

max 2 = max (VAy,VAy) = max (V*V Ay, Ay) = max [|Ay||? = ||A
imax [[VAy|lz = max (VAy, VAy) y|z=1(\;-’ y, Ay) = max [|Ayl; = [|All2

donc : ||[VAU||2 = || A]|2

Theoréme 2.1.6. Soit A € C™" alors :

[A[ly = max Z |asj]

1<5<n

Démonstration. Soit x € C" tel que ||x||; = 1 alors :

m

Azl =

n
Z: i X

< ZZMU’%‘ = Z‘%‘Z’am‘ < maX Z‘Cbzﬂ
1=

Jj=1l1=1

H/—/
=1

Donc :

[nax | Az, < max Z|a”|

On note k tel que :

m m
pax (Z ’%’\) = layl

i=1 i=1

Hiyll? = (y.y) = Uz, Ux) = (U Uz, 7) = ||=|3
I
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Soit le vecteur x de composante x; suivante :

= Ojk [z[y =1

_JO0sig#k
S )1sij=k

On a ainsi :

m

Azl =3

n

Z ijLj| =

= 3% ol = o (el

=1 |j=1
O
Theoréme 2.1.7. Soit A € C™" alors :
HM@—gyEJ%\
Démonstration. Soit z tel que ||z|| = 1 alors :
|Mwm—g@<2%ﬂy gg?}%%ﬂ<g§§]%l
Soit k tel que :
n n
max > Jag| =3 lay|
7j=1 j=1
Soit x défini par :
si ag; # 0
%:{m : oo = 1
Isiag =0
- Sii#k:
n n
<D lai] <7 law)
- = j=1
- Sii=k:
n
5| = 2 lak]
j=1
donc :
n m n
a2 i) = 2 lawil = max D las
7j=1 7j=1 7j=1
O

Remarque. Pour une matrice A € R™" :

[l = I Allx
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2.1.5 Quelques propriétés

Définition 2.1.6. Une norme matricielle || - ||, une norme vectorielle || - ||y sont dites com-
patibles si :

|Az|lv < ||A||ar]|z]]v pour tout vecteur x de dimension compatible

Exemple 2.1.2. e Une norme vectorielle et la matrice matricielle induite (ou subordonnée)
par cette norme vectorielle sont compatible (par définition).
e La norme de Schur est compatible avec la norme hermitienne. En effet :

IAI[§ = tr(A"A) =3 i
i=1
Comme on sait par ailleurs que ||A]|3 = u?, on a que :

IAI5 < 1Al < nll Al

On a ainsi :

[Azlls < [[Allaflz]l2 < [[Alls]l]2

Theoréme 2.1.8. A toute norme matricielle (voir la Définition 2.1.3.) qui de plus vérifie
la quatrieme propriété du Théoréme 2.1.2., alors on peut associer une norme vectorielle qui
lui soit compatibles.

Démonstration. Soit ||.|| la norme matricielle, x un vecteur. On va introduire la matrice X tel
que :

X=|z 0 --- 00
Or par définition : ||z|| = || X]|. Il est clair que z — ||z|| est une norme vectorielle :

[Az|[ = [|[[Az,0,0,-- -, ][] = [AX] < [[A[[[|X]] = [[A][]|]
O

Theoréme 2.1.9. Soit ||- || une norme matricielle telle que pour A € C™" et B € C™" || AB|| <
|AINB||. Alors pour A € C™", p(A) < ||A].

Démonstration. On a vu qu’a cette norme matricielle, on pouvait leur associer une norme
vectorielle compatible, que 'on note également || - ||.
Soit (A, u) un élément propre de A, on a ainsi : Au = Au.

[Aull = [Afllull = [[Au]l < [|A]]Jul]
donc clairement, on a : |[A| < [|A||. Ce qui implique p(A) < ||A]|. O

Theoréme 2.1.10. Soit A € C™" et € > 0. Il existe au moins une norme matricielle subor-
donnée telle que ||A|| < p(A) +¢.
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Démonstration. 11 exsite une matrice inversible U telle que Ut AU soit triangulaire supérieure.

Aot tiz ooty
Aoty

U AU =

An

avec {\; }1<i<n valeurs prores de A. A tout scalaire 0 # 0, on va considérer la matrice :

1
J 0
Ds = 52
0
5n—1
A Otip Otz e 0",
)\2 5t23 T 6n_2t2n
(UDs) 'A(UD;) = Dy ' U ' AU Ds = :
T /\n—l 5tn—l,n
An
Soit € > 0, on fixe § > 0 tel que :
STy <e VI<i<n-—1
j=it+1
L’application || - || : B € C™" — ||B|| = ||(UDs) 'B(UDs)||« répond a la question. En effet :
1Al = (UDs) " A(UDs) || < p(A) + ¢
D’autre part, || - || est bien une norme matricielle car c¢’est une norme induite par la norme
vectorielle qui a tout v € C"* — ||(UD;) ']l (Théoréme 2.1.2.). O

Theoréme 2.1.11. Soit B € C™". Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) lim B¥ =0

(ii) lim B*vy =0, Yv e C"

(i17) p(B) <1

(i) ||B|| <1 pour au moins une norme matricielle subordonnée || - ||.

Démonstration. (1) = (di) Soit ||-|| une norme vectorielle, et ||-|| la norme matricielle induite
(ou subordonnée) correspondante.

| B*v|| < || B¥|||]v|| donc kliIll By =0

(17) = (i7i) Par I'absurde : On suppose que p(B) > 1. On peut trouver p € C", p # 0 tel
que Bp = Ap, |A\| > 1. Comme B¥p = X\*p alors il est impossible que klim Bfp =o.

——400

(73i) = (iv) Voir Théoréme 2.1.10, il suffit de choisir ¢ suffisamment petit.
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(iv) = (i) On applique I'inégalité | B¥|| < || B||¥ pour la norme en question.
[

Theoréme 2.1.12. (1) B € C"" et || - || une norme matricielle vérifiant ||AB]| < ||A]|||B||
pour (A, B) € (C™™)? alors :
Jim B = p(B)

(2) La série Y B* converge vers (I — B)™" si et seulement si p(B) < 1.
k=0

Démonstration. (1) D’aprés le Théoréme 2.1.9., on a : p(B) < ||B||. D’autre part, p(B*) =
(p(B))* donc p(B) = (p(BY))V* donc : p(B) < |[BH[V¥, Wk € N

On va montrer que :
Ve >0, 3l tel que k > 1. = | B¥||V* < p(B) + ¢

Soit € > 0, on définit :
B
p(B) +¢

On sait que p(B.) < 1. Donc d’aprés le Théoréme 2.1.11., on a :

B. =

lim BfF =0
k—+4o00

donec : i
1B,

3. tel que k > I. = ||BY|| = (p(B) + &)k =

c’est-a -dire :
|B¥|['* < p(B) + ¢

(2) (<) p(B) <1=1¢Sp(B) donc (I — B) inversible.

Ak =T+ B+.. .+ B* -
{ +B+..+ (Ln) (r2)= () (I — B)Ay = I — B!

BAF =B+ B+ ..+ Bl (L)
A= —B)"Y(I - B")
donc :
1Ak = (I = B) I < (I = B) I Bl = 0
donc : ’}Lr{)loAk =(I—-B)"
(=) On sait que klgrolo Ay, existe donc lim B* = 0 donc p(B) < 1.

k—+o00

2.2 Conditionnement

2.2.1 Position du probléeme

Supposons que 'on veuille résoudre le systeme Ax = B. En réalité, cette résolution n’est
jamais exacte, elle est entachée d’erreur qui peuvent provenir :
— de mesures ou de calculs pour déterminer les coefficients de A et B.
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— d’erreur diies a la représentation des chiffres de I'ordinateur.
Donc : on ne résout pas véritablement Az = B mais plutét (A + AA)y = (B + AB).

Question : Que dire sur y — x?

Exemple 2.2.1 (Wilson).

07 8 7 32
75 6 5 23
A=135 610 9| P= |33
75 9 10 31
39.1 10 7 81 72
99.9 708 506 6 5
B+AB=|g51 | ATAA=1"¢" roc 989 9
30.9 699 499 9 9.96
1
1
AX=B=X=|,
1
9,2
AY =B+AB =Y = _4125’6
11
81
(A+adz=B=z=|"
99

2.2.2 Résultats principaux

Theoréme 2.2.1. Soit A matrice carrée inversible. Soient x et x + Az, les solutions de :

Ax =B
on suppose que B # 0
{A(a:+A:c):B+AB ppose que B 7
(1) Alors :
[Az| 1 IAB]
< [ AINA™ N S
]l 1B
ot || - || est la norme induite par la norme vectorielle correspondante.

(2) Cette inégalité est optimale : pour une matrice A donnée, on peut trouver B # 0 et AB # 0
tel qu’elle deviennent une égalité.

Démonstration. (1)
Axr+ AA =B+ AB
Ar = A"'AB
IAz]| < [[ATIAB] (%)
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d’autre part Axr = B donc :
IB]l < [ Allll=]] ()

On a ainsi :

A N
B+ (0= T 18]

(2) Soit A fixée donc il existe AB tel que ||[A7'AB|| = ||A7Y|[|AB||. On pose Az = A~'AB.
|Az| = [ATAB| = [ATH[IAB]|

< [AIIA™ I S

Maintenant il existe x tel que ||Az| = ||A]|||z]]. On pose : B = Az, ||B|| = ||A]|||z]]. On a
donc : A(x + Ax) = B+ AB et :

[Az]| _ AT IAB[A]l _ _AlA 1HHABH
]l [l [[[|All 1B
O
Theoreme 2.2.2. A matrice carrée inversible. Soient x et v + Ax les solutions de :
Ar =B
(B #0)
(A+AA)(x+Ax) =B
1)
o+ A = Al
ou || - || est la norme induite par la norme vectorielle correspondants.

2) Cette majoration est optimale : pour une matrice A donnée, on peut trouver B # 0 et
AA # 0 tels qu’elle dénomme une égalité.

Démonstration. 1)
Ar = —AT'AA(z + Az) = ||Az|| < |JATH|||AA] ||z + Az]]

HA@"H 1 1AA]
— All|lA™

Remarque. Ici on ne doit pas supposer que (A + AA) est inversible, mais seulement que le
systeme linéaire (A + AA)(x + Az) = B ait au moins une solution, notée = + Ax.

2) admis
[l

Définition 2.2.1. Si || - || est une norme matricielle, on appelle conditionnement d’une matrice
A € C™" le nombre :
cond(A) = [|A[|[[A~"|

Si ||l =1l llp, on note cond,(A) = [ Al A~"[l,.
Exemple 2.2.2 (Retour sur 'Exemple 2.2.1 de Wilson).
I Alls = max [ ~ 30
1<i<a

1
1, =m —| =~
1477 = max ’AZ‘ 100

condy(A) ~ 3000
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Exemple 2.2.3 (Interprétation sur un exemple simple). Soit & résoudre le systéme linéaire
suivant :

4.218613x; + 6.327917x9 = 10.546530
3.141592x1 + 4.712390x9 = 7.853982

de solution : ;1 =25 = 1 et :

4.218611x1 4 6.327917x9 = 10.546530
3.141594x1 4 4.712390x4 = 7.853980

de solution : z1 = =5, 29 =5

2.2.3 Propriétés

Soit A € C™ inversible, | - || une norme matricielle induite, cond(A) = || A]||| 47|

Propriété 2.2.3. (1) Ya € R*, cond(aA) = cond(A).
(2) cond(A) = cond(A™1)
(8) cond(A) > 1
(4) condy(A) = ’:;f—(ﬁ)) ot 1 (A) > 0 et p,(A) > 0 désignent respectivement la plus petite et la

plus grande vaEeur singuliere de A.
5) Si A est symétrique, conds = 202 0t { A Fi<i<n SOnt les valeurs propres de A.

Si A 2 dy(A) = Bl 00 {ihi<ic les val de A

e conditionnement en norme || - ||a (conds est invartant par transformation unitaire

6) L d do(A f

(ou orthogonale) UU* = I alors condy(A) = condy(AU) = conda(UA) = condy(U*AU).
Démonstration. (1) cond(aA) = ||aA||||(cd)7Y| = %Icond(A)
(2) évident
(3) I =AA" alors :

L= [lZ]] < [[AI|A™]| = cond(A)

(4) condy(A) = [|Al|2]]A7 Y2 = fmaxfimax OU fmax €st la plus grande valeur singuliere de A et
fimax €St la plus grand valeur singuliere de A~! mais :

1

Hmax =
min

avec [imin plus petite valeur singuliere de A.
(5) Evident avec (4).

(6) Si U unitaire alors :

[V = /o(UU) = \/p(D) =1

AUy = max 14Tzl o - 1AVl
lizll=1 ||z lvl=1 ||yl

cond(AU) = AU |l2[|(AT) |2 = [|All2 A2

= HAH2

idem pour le reste.
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2.2.4 Quelques remarques
Remarque. 1) On dit qu’'une matrice A est "bien conditionnée" si son conditionnement n’est
pas beaucoup plus grand que 1.

2) Les matrices unitaires (ou orthogonales dans R) sont les mieux conditionnées = Utilisation
fréquente en analyse numérique.

3) il y a aucun lien avec le conditionnement et le déterminant.

Exemple 2.2.4.

1
0.1
A= 0.1
0-1/ 100x 100
On a : det(A4) = (0.1)* < condy(A) = 10
1 2
B =
2
1
nxn
On a : det(B) = 1 On peut montrer que :
1 -2 4 =8 -+ (=27t ... (=2)»!

) e (_2)%2 e (_2)71*2

ATl =

1

nxn

Ona:|Bli =||Bllec =3, |B e = ||B7|l1 =2"—1et cond(B) = cond;(B) = 3(2"—1) >>
1 pour n assez grand.



Chapitre 3

Moindres carrés

3.1 Moindres carrés : le cas continu

On notera P,, I'’ensemble des polynomes de degré au plus égal a n.

Motivation : On se donne une fonction f, et on va chercher un polynéme de degré n, qui
est "le plus proche possible" de f au sens d’'une norme a préciser. Plus précisement, si V' est
un espace vectoriel de fonctions [a,b] — R qui est normé pour la norme || - || et que P, C V,
Vn € N, alors le prolbeme auquel on s’interesse est le suivant :

"Trouver u,, € P, tel que ||u — u,|| < ||lu—v|, Vv € P, :

o — _ )
lu = unll = inf Jlu— v

3.1.1 Existence

Theoréme 3.1.1. Yu € V, il eziste au moins u,, € P, tel que ||u — u,|| = inpf |lu — ]|
vEPn

Démonstration. Soit {vy}ren une suite minimisante, c’est-a -dire telle que v € P, et

|lu — vg]| —— w = inf [ju—||
k—+o00 VEP,

On a que :
[orll < flok —ull +lul <€ VEEN

donc la suite {||vg||}ren est bornée. Comme P, est de dimension finie, on peut extraire une
sous-suite convregente vy, — u, dans V. Comme P, est fermé dans V' et que vy € P,, on en
déduit que u,, € P,,. Comme :

e = vl = llw = | = v, = 0 ] = et = w1 | = 0
——400

donc [[u — v, || = w. O
Remarque. L’existence est donc garantie mais pas 1'unicité.
Exemple 3.1.1. V = L. ([~1,1]), c’est-a -dire I'ensemble des fonctions définies sur [—1, 1] et

1
telle que / |u(z)|dxr < oo et on prend pour norme :
-1

1
lullzy,, = [ lu(@)lda

Soit u(x) = sgn(z) :

36
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0,5

-0,5

On cherche le polynéme de meilleure approximation dans Py : p(x) = « tel que :

1

inf [lu(z) —ally, = nf _%Isgn(:r)—aldl;
= inf[/ |1—0z|dx+/ | —1—aldz
a€cR| /o -1
= inf |1 —a|l+|1+aq|
a€cR
= Inf Fla)
avec :
—2asia<—1
Fla)=<2si —1<a<1
2 st a > 1
87 /
\ /
\\ 5 ,
\ /
\ ] 1/
\\. 7 /
N /
N

inf F(a) =2=F(f) pour —1<5<1

aceR

donc il y a une infinité de solutions minimisantes.

3.1.2 Quelques exemples classiques

Exemple 3.1.2. a) La meilleure approximation en norme || - ||o sur V = C%([a, b]) :

e = max u(a)

(approximation au sens de Tchebycheff), unicité de meilleur approximant.
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b) Cas hilbertien : on va utiliser une norme || - ||, déduite d’un produit scalaire :
u||? = (u, ) YueV

(V,(.,.)) est un espace préhilbertien. C’est dans ce cadre qu’on se place a partir de mainte-
nant.

3.1.3 Polynomes orthogonaux

Theoréme 3.1.2. Soit (V,(.,.)) un espace préhilbertien tel que P, C V. Alors il existe une
unique suite de polynomes p, tel que :

1) deg(pn) =n
2) Le coefficient directeur (ou coefficient dominant) de p, est égal a 1.
3) (pn,q) =0, Vg € Py

Cette suite est appelée suite de polynomes orthogonauz.

Démonstration. Gram-Schmidt appliquée a la base canonique 1, z, 22, ..., ™. On pose :

po(z) =1
p(x) = 2 — apy ot « est choisi tel que (py,py) =0 < o = ¢

n—1
Pn(x) =" — Z /\i,npz‘($)
i=0
ou les \; ,, sont choisis de telle sorte que (p,,p;) =0, Vj =0,...,n — 1, c’est-a -dire :

(xnvpj)
(xnap) = )\,n(pap) = )\',n -
J J J J J <p],p])

Exemple 3.1.3. w :Ja,b[— R avec a,b € R = RU {+o0} tel que :
a) w(x) >0,V €la,b]
b) [P a"w(x)dr < oo, Vn € N

On considere :
V = L2(a,b) = {v €]a,b[— R; v’w est intégrable sur ]a, b[}

et on prend comme produit scalaire :

b
(u,v) :/ wowdx

S
|

=—-1,b=1et w(zx) : ce sont les polynomes de Legendre.

(r) =1
=-1,b=1et w(z) = (1 —2?) : ce sont les polyndmes de Tchebycheff.

Q

=0, b= 400, w(r) =e " : ce sont les polynémes de Laguerre.

2

—~
—

. — .

SN— S~— N— SN—
S

S
|

=—00,b=+o0,w(r)=c¢ : ce sont les polynémes d’Hermite.
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3.1.4 Approximation au sens des moindres carrés

Theoréme 3.1.3. Soit (V,(.,.)) un espace préhilbertien. Alors Vu € V', Fu,, € P, tel que :
lu = wvall = mf [ju— ol

Cette meilleure approximation est caractérisé par les propriétés suivantes :
(1) (u, —u,v) =0, Vv € P,.
(2) De plus, on a ' :

Z u pz
= 2"
(3) Nlunll < fJull

Démonstration. 1) On va montrer que u, € P, qui satisfait (1) existe, est unique et elle est
donnée par (2). Comme les {p; }o<i<n forment une base de P, alors :

= Z QiDi
i=0
(1) s’écrit alors :

(Z ip; — uw) =0 <Z ip; — Uan) =0 < |p;|l*q; (Z ozzp“pj> (u,p;) Vi
=0

=0

YvePn Vvj=0,..,n

(u,pj) :
Vj
lIp; 1|2

d’ou existence et unicité de u,, défini par (1). On a aussi que :

<:>Oéj:

(1 = 10,0) = 0 [ 2 = (w,102) < [

donc [Jup| < ffull

2) Reste donc a montrer que u, € P, satisfaissant (1) est la meilleure approximation de u au
sens des moindres carrés. Soit v € P,

|lu—v]|? = [|u—tp+n—0||* = (U—tp+p—0, U—Up+Up+0) = [[u—tty, ||* ]|t —2|*4+2 (& — U, Uy,

—U)

0

Donc :
Ju = v)|* = [Jlu = up|? + lun — v]|> > [Ju — u,||*

Ce qui prouve que :
lu—vf > flu—u,l|  VoeP,

De plus, si v # u, alors |[u — v|| > ||u — u,|| donc :
Yv € P, avec v # u, alors |[|[u — v|| > ||lu, — v

Ce qui montre que wu,, est I'unique polynéme qui minimise ||u — v||, v € P,.

Ypito<i<n famille de polynomes orthogonaux de P, associée au (.,.)
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Corollaire. Soit V = C%([a,b]) muni de la norme suivante :

b
lullEaqosy = | (u())?da

Alors Yu € V', la meilleure approximation au sens des moindres carrés u, € P, tend vers u
quand n — 400, c’est-a -dire :

o= unllzzqany T= 0

Démonstration. Soit u € C°([a,b]). Par le théoréme de Weierstrass (admis, démontré dans le
module M315), il existe une suite de polynémes f,, € P,, n € N, tel que :

n > ([q = n - 0
[ = wll oo ) gﬁﬁf () = u(z)] P

On calcule :

b
o = oy = [ 1a(@) = (@) P < (b= @)l fo = tloe —— 0

n—-+00

On a forcément :
= un|l 2 < v = fall 2

donc [[u — | z2(tas) ——— 0. )

Remarque. La démonstration fonctionne encore pour :

b
lull = [ fu(@)Pw(e)da
avec w : [a,b] — R intégrable tel que :

0<w(z) <M < oo, Vzela,b

Lien avec les séries de Fourier

On pourrait maintenant reprendre cette théorie de I'approximation au sens des moindres
carrées en considérant : V' = espaces des fonctions f avec :

f:[=m 7] — R tel que /7r |f(z)]Pdx

—T

Cette norme est induite par le produit scalaire :

(f.0) = [ f(@)gw)ds

Plutét que de prendre P,, comme 'espace des polynomes de degré au plus n, on va prendre :
Z,, = span(1, cos(kz),sin(kx)) k=1 n

ou span veut dire "'espace vectoriel engendré par'. Z,, a les propriétés suivantes :
1)Z,CcV
2) dimZ, < o
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On vérifie de plus que {1, cos(kz),sin(kz)}}_, est une base orthogonale de Z,. Le Théoréme
3.1.3. reste valable et on a le théoreme suivant :

Theoréme 3.1.4. Vu € V, lu,, € 7, tel que :

lu = unll = inf [lu— o]
il vérifie (u — uy,,v) =0, Yo € I, et ||u, < ||u|| et il s’écrit :

un () + ag + Zi:(ak cos(kx) + by sin(kx))

=
o

|
[\
=)

I
[\
>1‘H
T~
3 e

£

S

S—

o |

g

—_

ar = —(u,cos(k)) = u(z) cos(kx)dx

—
3 3

N

—_
I

A= =

T

B 3

b = ;(u, sin(k)) u(z) sin(kx)dx

a cause des propriétés d’orthogonalité :
lunll* = 2mag + 7 > _(ag + bg)
k=1

il reste a montrer que u, o dans V' (admis).
nN—-—100

3.2 Moindres carrés discrets

Position du probleme

Supposons que l'on cherche a identifier une fonction y qui dépend de n parametres z;
(1<j<mn)

y(t) = f:ll’jfj(t)

ou les f; sont linéairement indépendants. On va prendre pour plusieurs ¢; (1 < i < m), des
valeurs mesurées y; et on suppose m > n. On cherche donc z; (1 < j <n) tel que :

Naifitt) =y  (1<i<m)
j=1

ou les y; est la valeur mesurée approche y;. C’est un systeme linéaire : n inconnues et m
équations. A priori, A solutions (systéme surdimensionné car m > n). On va chercher & satisfaire
au mieux les équations, en minimisant la quantité :

f: (i z;f(ti) — yz-)

i=1 \j=1

C’est une approximation au sens des moindres carrés.
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3.2.1 Existence et unicité

Soient n € N*, m € N* avec m > n, b € R", A € R™" (dans 'exemple précédent, on avait
a;; = f;(t;) et on cherche a résoudre au sens des moindres carrés AX = b, X € R". On pose
#(X) = ||AX —b||2 et on cherche X € R" qui minimise F(X) = (¢(X))>.

Theoréme 3.2.1. (i) « réalise le minimum de E sur R™

& "AAa ="Ab (équations normales)

(it) rg(A) = n < rg(*tAA) = n et dans ce cas, le probléme de minoration admet une unique
solution.

(117) Si oy et ag minimisant tous les deuz E alors :
o1 — g € ker A

(iv) Le probléme de minimisation posséde toujours au moins une solution.
Démonstration. (i) (<) Soit @ € R tel que "AAa ="Ab, y € R™ :
| Ay = blf3 = (Ay — b, Ay — b) = (A(y — @) + Aa = b, A(y — @) + Aa — )
= [ A(y — )II2 + | Aa = b|I3 + 2(A(y — @), Aa — D)
= [[Aa = bllz + [|A(y — @)l +2(y — o, "A(Aa = b)) > | Aa — b||3
(=) Soit « est solution du probléme de minimisation. Soit y € R", ¢ € R, on a donc :
A +ty) — b5 = || Az — b3
d’ott :
2t(Ay, Aa — b) + 2| Ayl|3 > 0
1" cas : ¢ > 0. Dans ce cas :
2(Ay, Aa =)+t Ay[3 > 0

et si on fait ¢t — 07, on obtient (Ay, Ao — b) > 0.
20me cag 1 ¢ > () alors :
2(Ay, Ao —b) +t]| Ayl; < 0

ett—0",ona: (Ay, Ax —b) <O0.
D’apres les deux cas, sit — 0 :

(Ay, Aa —b) =0 & (y,"A(Aa —2) =0

donc : PAAz = Ab
(ii) On montre que ker(A) = ker(*AA) :
(C) Az =0="AAz = 0=z € ker(*AA)
()
"AAz =0 & ("AAr,2) =0 & (Ar, Ar) =0 & ||Az|5 =0

& Ar =0< x € ker(A)
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rg(A) = dim(Im A) = n — dim(ker A) = n — dim(ker'AA) = rg(*AA)
Si rg(A) = n alors rg(*AA) = n donc *AA inversible donc :
"AAa ="Ab & a = ("AA) (P A

Unicité de z.

(iii)
tAAq; =t Ab
tAAx, =1 Ab

} S 'TAA(a) — ) =0 a; — ay € ker("AA) = ker(A)
(iv) A:R* - R™ m >n:
R” =ImA+ (ImA)" =Im A+ ker‘A
beR™ b=s+r,sc€ImA, rckertA, Jag € R" tel que Aoy = s.
b= Aag+r PAb="A(Aag + 1) ="AAg
Interprétation géométrique : I la projection orthogonale sur Im A :

R™ =Im A+ (Im A)*

b= IIb +(I —1I)b
~~ NI
€lm A €(Im A)+

Admettons que X™* soit une solution au sens des moindres carrés.
|AX*—b|5 = |AX*—TIb-+(IT-1)b||5 = (AX*—T+(II—1)b, AX*—TIb-+(I1—1)b) = || AX*—TIb||5 = |

X* est solution de AX™* = IIb, car ce systeme a toujours au moins une solution grace a la
surjectivité de A sur Im A (ITb € Im A). L’ensemble des solutions est constitué par :

S={X € R", AX = IIb}
Si de plus, rg(A) = n alors :

PAAX® ='Ab e X* = ("AA) (A = AX* = A(PAA) b
II

3.2.2 Lien avec la décomposition en valeurs singulieres

On suppose ici que A n’est pas de rang maximale et que X* est solution de :

E(X*)=min B(X) E(X)=|AX —b|3

XeRn

On a vu que le vecteur X* + Z avec Z € ker(A) est aussi solution. On va alors chercher a
minimiser la norme euclidienne de la solution elle-méme. On cherche a trouver X* € R", de
norme euclidienne minimale tel que :

* 2 < _ 2
[AXT = bl < max [AX =0l (+)
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Définition 3.2.1. Soit A € C™" de rang r tel que elle admette une décomposition en valeurs

singulieres de type U*AV = Y. La matrice AT = VXTU* est appelée pseudo-inverse (de Moore-
Penrose) ot ¥ = diag (i L Lo, ...,O) avec X = diag(oy, ..., 04,0, ...,0).

0-17 0—27"'7 ka’

Theoréme 3.2.2. Soit A € R™" dont la décomposition en valeurs singuliéres et donnée par
A =UXV. Alors l'unique solution de (xx) est donnée par X* = ATb ou AT est la pseudo-inverse
de A.

Démonstration. (xx) < Trouver w = V'z tel que w est une norme euclidienne minimale et :
IBw = U]l =2y —U'D];  VyeR"

Si r le nombre de valeurs singuliéres non nulles de A.

T n

[0 = U'b|l53 = > _(oiwi — (U'D)) + > (U'D);
i=1 i=r+1
avec (UD); est la i-itme composante du vecteur U'h. Ceci est minimal par w; = (AT
( p p p

(o4

1< <r

Parmi les vecteurs dont les r premieres composantes sont fixées, celui de norme euclidienne
la plus petite seet celui dont les (n — r) composantes restantes sont nulles. Donc on choisit
w; =0,r4+1<17<n,donc :

w= XU X*=Vw=VXU= A'b

3.2.3 Retour vers les équations normales

Une idée pour résoudre le probleme des moindres carrés consisterait a résoudre les équations
normales :

"AAX ='AB

(on suppose ici que rg(A) = n). On peut résoudre ce systéme par factorisation de Cholesky car
tAA est symétrique définie positive.

Probléme. 1)

1 11
e 00 . _
A= 0 : 0 ceR rg(A) =3
0 0 ¢
Donc :
14+ ¢2 1 1
tAA = 1 1+ ¢2 1
1 1 1+ ¢?

Soit &, la précision machine. Supposons que* * < g, < €. On a que : rg(*tAA) = 3 mais
pour la machine, rg(*AA) = 1. De facon plus générale, les perturbations de la solution dues
aux erreurs d’arrondis quand on utilise les équations normales peuvent dégénérées fortement
(quand A carrée, elles deviennent proportionnelles d cond(A)?).

’manque de chance!
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2) si A est trés creuse alors "AA peut l’étre beaucoup moins. Exemple :

al a2 DY an

A= "AA =

CL% a1y -+ aA10p

alan DY DY an

3.3 Factorisation QR

3.3.1 Intérét de la factorisation

On suppose rg(A) = n. On va montrer qu'il est possible de factoriser A vers la forme
A= QR avec :

1) @ matrice orthogonale de dimension m x m (*QQ = Q'Q = I)

2) R matrice m X n "triangulaire supérieure"

mXxn

On cherche X € R" tel que ||[AX — b||3 est minimale :
IAX = bll; = |IQRX —bll; = 'QIQRX = )| = |[RX —'Qbll; (%)

Soit :

0 T
(%) = [RX — cil3 + [leall3
et donc la solution est donnée par X* vérifiant :

EX* = C1

3.3.2 Existence de la factorisation ()R, unicité

Soit A € R™" dont les colonnes a; (1 < ¢ < n) sont linéairement indépendants. On va
montrer qu’on peut construire une matrice () orthogonale et une matrice R triangulaire su-
périeure tel que A = QR. On va d’abord définir () par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt.

A=la; ay -+ a,
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_ ai
¢ a1z

_ az—(Pqra2)q1
2 = Je-Cawo)al

i—1

ai—y '~ (‘g;ai)q
i —1

llai=> """ (fajai)g;ll

Q= 2 - @

Maintenant A = QR < 'QA = R.

X a, Qg -+ Qp

t

q1 1 Ti2 - Tin
t

q2 T2 -+ Topn
t

n 0 an

Cela permet donc de définir les coefficients de R par :
ri; = 'qaji 1<:<j<n

Cela montre donc 'existence de la décomposition QR.
Remarque. A = QR :

1 Ti2 - Tin
Tog - Top
X .
0 Qn
ap Gz -+ Qp = g1 g2 -+ (Qn

ay = T11q1

az = T12q1 + T22¢2

Ap = T1pq1 + Tonq2 + ... + Tndn

Chaque colonne ¢; est obtenue en soustrayant de a; ses projecteurs orthogonales sur les (i — 1)
premiers vecteurs de la base orthonormée déja calculés puis en normant le résultat.

Algorithme 3.3.1.

GRAM-SCHMIDT()

1 for i < 1 to n # Calcul de la iéme colonne de @) et de R
2 do for j«—1toi—1
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~N O Ot W

do Tji < tqjai
i—1
bi — a; — j=1T3ji4j

bill2

Tii + |

Theoréme 3.3.1. Soit A € R™" inversible. Il existe un unique couple de matrices (Q, R) avec

Q orthogonale et R triangulaire supérieure a diagonale strictement positive tel que A = QR.

Démonstration. (1) Existence : déja fait, par construction.
(2) Unicité : supposons A = Q1 R, = QaRy. Soit T = RyR;' = 'Q2Q;. T est une matrice

triangulaire supérieur qui vérifie :

TT ="("Q2Q1)' Q01 = I

D’autre part T;; > 0, 1 < ¢ < n donc T est la matrice de la factorisation de Cholesky de
la matrice /. Mais il y a unicité de cette décomposition donc necessairement 7" = I donc
RQRII == RQ = Rl et Ql = QQ.

O

3.3.3 Remarques "théoriques"

)

2)

Si on n’impose plus le caractere strictement positive de la diagonale de R, on perd 'unicité.
Dans ce cas-1a , deux factorisations différentes seraient liées par la relation Ry = ERy ou E
est une matrice diagonale avec des coefficients égaux a 1 ou —1.

Démonstration. En effet : T = RyRy ' triangulaire supérieure.

t11 t11 tig -0 tip
T T to1 Too 22
tnl tnn tnn

donc t;; = 0 et t2 =1 donc |t;| = 1. Soit E matrice diagonale telle que e;; = sgn(t;;).
RyR{'=E < R, = ER;
]

Si A est non inversible : on perd l'unicité et I'algorithme de Gram-Schmidt ne fonctionne
plus.

Exemple 3.3.1.

A:

—_ =
N DN DN
=~

1
by =11 7"11:\/g q1 =
1

Sl
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L (1) () _ 6
'S = — —_
12 \/§ \/§
1 2
1 () 6

1] —==0

by = v

N DN DO
—_
=

Mais on peut compléter ¢; pour avoir une base orthonormale de R3.

Exemple 3.3.2.

1 1 0 1 2 0
1 ol [1] cramscaunT 1 1 B 2N 1
1) \o/ \o V3 ) vBl_1) V2|,

q1  choix arbitraire

1/vV3 2/V6 0 V3 —6/v/3 12//3
A=|(1/V/3 —1/V/6 1/V2 0 0 0
1/v3 —=1/vV6 —1/v2) \ 0 0 0

3) Si AeR™™ m>n.
e Si rg(A) = n, on applique le méme procédé. Une fois déterminer les qi,¢qa, ..., ¢n, ON
compléte par ¢,i1, ..., ¢m pour avoir une base orthonormale de R”. On a : ) € R™™ et

R =R™" On a ainsi :

A=O0R
avec
Q: g 42 " 4n QGn+1 7 Gm
) R L
_— - ——, o .
0
mXn

il n’y a plus unicité de la décomposition car cela dépend comment on choisit ¢,11, Gni2,s - -y @n-
— Sirg(A) =r < n, on peut montrer en permuttant les colonnes de A de fagon convenable
que 3@, R, P matrice de permutations tel que :
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3.3.4 Remarques "numériques"

— Gram-Schmidt cofite cher numériquement
— (Cest un procédé instable : si les différents vecteurs a; ont des normes comparables, on
a necessairement ||b;|| décroit quand i croit et on divise par [|b;|2.

Exemple 3.3.3.
1 1—¢
A= <1—5 1 ), >0

Gram-Schmidt = 799 ~ |¢| mais si e = 107%°| ¢ = 0 pour l'ordinateur. ON verra dans la
Section 3.4. comment procéder.

3.3.5 Autre démonstration en lien avec les équations normales

Pour montrer que A € R"™" inversible admet une décomposition ()R, on peut aussi utiliser
tAA qui est symétrique définie positive car ‘AA admet une factorisation de Cholesky. AA =
tBB, B triangulaie supérieure a diagonale > 0. On pose 'Q = ‘B~1*A (Q orthogonale).

tQQ:tB—ltAAB—IZI

A:tAfltBB:tA(thl>le: (thltA)le: (tQ>le:QR

3.4 Meéthode de Householder

3.4.1 Les matrices de Householder

Définition 3.4.1. On appelle matrice élémentaire de Householder une matrice H de la forme :
H=1,—2u'uotueR"et |ul,=1

Theoréme 3.4.1. Toute matrice de Householder est :
(1) symétrique

(ii) orthogonale

Démonstration. (i) H=1—2u'u et 'H =" —2"(u'u) = — 2u'u = H
(ii) 'HH = (I — 2u'u)(I — 2utu) = I — 4(utu) + 4(u|'uu|tu) = 1
=1

[]

Interprétation géométrique : H est la matrice qui caractérise la symétrie par rapport a
un plan P orthogonal & .

o 1R
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E— —_— — e _—
OM' = OR+ RM' = OM — 2RM

= N —
mais RM = au avec o = |RM ||
|IRM|| = (OM, W) = '@ car |||, = 1

RM = |RM| % = (‘7 a)w
Donc :

R
OM' =7 -2('va)u =1 —-2w'v)a =Hd

Theoréme 3.4.2. Soient a et b deux vecteurs de R™ non colinéaires tel que ||b||a = 1. Alors il
existe u € R™ avec ||ulla = 1 et une réel a € R tel que si H = I —2u'u (noté (1)) alors Ha = ab

(noté (2)).
Démonstration. Pour que (2) ait lieu, il faut :
lallz = [Hall = [a[|b] = |af

donc il y a deux candidats pour « :
e o'=—lall
o a= a2
(2) & (I —2v'u)a=ab s a—2u 'ua = ab
—~~

scalaire
& a—2tua)u = ab < a—ab=2\u
ol in pose A = ‘ua. Pour trouver w, il suffit d’avoir X. On va faire :
ta(a — ab) = 2\'au
taa — otab = 2\'au = 2)\?
2\ = ;(taa — a'ab)

Une condition nécessaire pour que A > 0 est que ‘aa — aab > 0

cs

[(a,0)] = ['abl < [lall2 [Ib2
\,./\,1_/
=la] =

()

< car a et b non colinéaires, ce qui est vrai car (%) donc finalement on peut trouver A # 0 et
on pose u = 35 (a — ab)
[

Remarque. (1) H ne dépend pas du signe de A choisi (H = I — 2u'u)

(2) Pour éviter d’avoir a calculer une racine carrée, on écrit H = I — %vtv avec :

v=2\u=a—ab
B =2\ =a®—a(‘ab)

(3) Iy a deux solutions pour a (a > 0 et a < 0). Comme [ intervient au dénominateur, pour
des raisons de stabilités numérique, on choisit celui qui meéne a la plus grande valeur de (3
en prenant celui de signe opposé a ‘ab.
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(4) u=2\u.
fov = 1(20u) (2Mu) = 4X? car ||ullo = 1
donc 8 =2)\% = HU2HQ. Autrement dit, on peut eventuellement ne pas stocker la valeur de 3
car on la retrouve immédiatement avec celle de v.
1
0
(5) Cas particulier : b=e; = | .
0
o = lally =) af
i=1
sen(a) = sgn(‘ae;) = —sgn(ay)

B=a*—aa = o+ |ae|
a; — «
az
v=a-—ae =

Qn

3.4.2 Application a la factorisation QR
Soit A € R™" m > n et rg(A) = n.

Etape 1 : Soit a; € R™ la premiere colonne de A = Ajy. On détermine :

1
H1 =1 - ﬁ—vltvl tel que H1a1 = (x1€6q
1

donc : Ay = H{Aq a sa premiere colonne égale a aje; :
*
A= 0
0
la 7éme colonne de A; est égale a Hyay avec a; : iéme colonne de Ay (2 < i < n).

Etape 2 : Méme principe appliqué a la matrice constituée des (m — 1) derniéres lignes et
(n — 1) derniéres colonnes de Aj.

* % *
0
A =1. .
. (Al)m—l,n—l
0
10 0
Hy =1 . -
: (Hz)m—1,n—1
0
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On determiner H, tel que : )
Hsa, = 042(61)m—1

avec :
— @7 : premiere colonne de A,
— (€1)m_1 : vecteur de la base canonique :

1
0
0 m—1
- 1 .
Hy = 1,1 — 7(”2)771—1( U1)m—1
B2
1 N
H2 = [m - 7(1}2)m(tv2>m
B2
As = Hy)A
avec :
* %
0 =*
A2 = : 0
M *
00 -+« oo . 0

Etape successif: A;, = HA; 1 (1<i<n-—1)avec A,_1 = Rou:
1

Hy=H"'=1- Evitvi
1
0
1
o, — i—1xi—1
*

(m—i+1)x (m—i+1)
Aoy = H7 Ay = H A,
donc :
AO = HlHQ...Hn_l An—l
—_———
Q R
On a donc bien ) matrice orthogonale comme produit de matrices orthogonales. R a des zéros
sous sa diagonale principale (si m —n, R triangulaire supérieure).
Remarque. Si m = n : pour résoudre AX = B, on peut le remplacer par QRX = B < RX =
'QB. L’intérét de la décomposition QR dans ce cas A = QR :

condy(A) = condy(QR) = conds(R)

Pour la résolution d’un systéme linéaire, la méthode QR est plus stable que la méthode LU
(elle est aussi plus chere...).
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3.4.3 Algorithme

Algorithme 3.4.1.

QR()
1 # Donnée : A € R™"
2 H<—1I,
3 fork—1ton—1
4 do a «— /327, a? X (sgn(a))
5) ﬁ —a?—ax Ak
6
7 # Construction de vy,
8 Vi < Qe — &
9 fori«+— kton
10 do v; < a;
11

12 # Mise a jour de A
13 for j— kton

14 do ¢ — % S viag;

15 for : — k tom

16 do Q5 <— Qg5 — CU;
17

18  # Mise a jour de H = HyHy_4...H;
19 for j—1tom
20 do ¢ «+— %ng Uz'Hz'j

21 for i — k tom
22 do Hij — Hij — CV;
23 Q="1H

24 # et dans A, ily a R

Complexité algorithmique : 2 fois plus élevé qu’'une décomposition LU.
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3.5 Meéthode de Givens

3.5.1 Les matrices de rotations élémentaires

Définition 3.5.1. Soient § € R et n € N*. On appelle matrice élémentaire de Givens, la
matrice 4}, (0) définie par :

cos 0 sin

—sin 6 cos

nxn
ou :
— cosf est a la pieme ligne, pieme colonne et a la gieme ligne, giéme colonne.
— sinf est a la pieme ligne, giéme colonne.
— —sinf est a la gieme ligne, pieme colonne.

Proposition 3.5.1. 1) Si on multiplie un vecteur u € R™ d gauche par 9,,(0), on opére une
rotation d’angle 6 das le plan {e,,e,}.

Exzemple : en dimension 3 :

1 0 0 « «Q
Vog(0)u =10 cosf sinf||B|=| Bcosd+ysind =/
0 —sinf cosf) \vy —fFsinf + ycosf =+

el

e3

2) Si on multiplie a gauche une matrice par U,,(0), on effectue cette rotation sur chacun de ses
vecteurs colonnes.

3) Upy(0) est orthogonale (“0,,(0)0,,(0) = 1)
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3.5.2 Annulation d’un coefficient d’une matrice A € R™"

Soit B € R™™ tel que B = ¥,,(0)A (1 < p,q < n, p # q). Seules les lignes p et ¢ de la
matrice B sont différentes de celles de A :

byi = cos fa,y + sin Oagy, 1<k<n
bgi, = — sin Oayy, + cos Oag 1<k<n
Supposons que 1'on cherche a ce que by, = 0, il faut choisir 6 tel que 0 = by, = —sinfa,, +

cos fa,,. On sait de plus que cos® 6 + sin? @ = 1 donc on a deux possibilités pour choisir 6 :

a def
cosf = % = o p
/ cost = —a
Clpp + &qp ou {
. def ind — —
sinf) = ——e__ < 3 sinf I}
apptagp
Remarque. Si a,, # 0 alors :
6 a
tanf = = = 2
a Ay

Seul la possibilité choisie, on aura :

bpp = Faay, X £Bay, = £/d2, + a2,

et donc, en choisiant la premiere possibilité, on peut par exemple s’assurer que b,, > 0.

3.5.3 Application a la factorisation QR

A= (ai)i<ij<n :
1) On écrit ARV = 95,(0) A avec le coefficient (2,1) de AV qui est nul et le coefficient (1, 1)
de A®Y qui est positif.

cosf sind 0 *
—sinf cos®
1 A= | *
0
1 *

si as; = 0, on ne fait rien!

2) On continue en annulant succesivement tous les coefficients de la premiere colonne :
A®D — g9 ()A*-LD 3 <k<n

On a donc :
A(l) = A(n’l) = 791nA(n_1)’1) = ’1917711917”_1...’[91214 = Ql
Dans A tous les coefficients de la premiére colonne sont nuls sauf le premier que est *.

3) On recommence la méme stratégie pour annuler successivement les coefficients A1) (3,2),
AM(4,2), ..., AM(n,2). On note :

P2 = 19271192,7171--'1923
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et on a :

AB = QA0 = Q1A

on a finalement :
AP = Q1 Qs 1A
Q

Ona:R=QA< A= QR avec Q ="'Q.

Remarque. A € R™" m > n, rg(A) = m. On applique exactement la méme stratégie :

* ok % ¥ ok % ¥ ok % ¥ ok %
* ok ok 0 *x = 0 * * 0 x =%
— — —

* k% 0 x = 0 0 = 0 0 =
¥k ok 0 * % 0 0 =% 000

Complexité : Nombre d’opérations est le double du nombre d’opérations pour Householder.
Mais cette algorithme est bien adapté pour les matrices creuses.

Il existe une variante appelée "Givens rapide" qui a la méme complexité algorithmique que
Householder.

3.6 Application a la recherche de valeurs propres

Il existe une méthode dite "QR" pour evaleur les valeurs propres d’une matrice A € R™".
On définit :
A=A

Ay = Q1 Ry et on définit Ay = RO
Ag = 2Ry et on définit Az = Rs()

On va obtenir une suite de matrices semblables & A :

AkJrl = Rk@k
= tQkAka

(1025 Qr) A(Q1 Qo0 Q)

Theoreme 3.6.1. Soit A inversible et dont les valeurs propres sont toutes de modules diffé-
rentes. Il existe donc une matrice P inversible tel que A = PAP™! avec :

A= diag()\l,)\g,)\n) et ‘)\1‘ > ’)\2’ > > |)\n‘ >0

On suppose que P! admet une décomposition LU. Alors la suite de matrices (Ag)y>1 et telle
que :

kEIJPoo(Ak)” )\17 I1<i<n

Remarque. 11 existe d’autres méthodes de recherche d’éléments propores (méthode de la puis-
sance, Jacobi)...
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Méthodes itératives de résolution de
systemes linéaires

4.1 Principe de la méthode

A € R™™ inversible, n € N*. On veut résoudre le systéme linéaire Ax = b. L’idée consiste a
construire une suite de vecteurs (I'(k))ogk, qui a pour objectif de converger vers x, la solution
du systéme linéaire. On se donne z(® € R™ :

e* ) = Be® 4 ¢ ()

c € R", B € R™" est appelé matrice d’itération.

Remarque. 1) Sion pose le probléme de la convergence de la méthode, c’est-a -dire la propriété
vz e R, ]lgin% ) = 2. Se pose aussi le probléme de la vitesse de convergence, pour pouvoir

comparer plusieurs méthodes entre elles.

2) Pour la mise en oeuvre d’une telle méthode, le colit d'une itération est de 'ordre d'un
produit matrice/vecteur qui peut étre faible si B est creuse.

Remarque (Conditions nécessaire de convergence). Pour que la méthode (%) converge vers z,
solution de Ax = b, il faut que :

c=(I—-B)A (P)
En effet, si la méthode converge vers T, alors nécessairement :
T=BT+c
Comme z = A~'b, alors ¢ = (I — B)A™'b.

Theoréme 4.1.1. On suppose (P) vérifiée. La méthode itérative est convergente < p(B) < 1
1

Démonstration.
g® ) = Bg®) e gD g — B2 By

Y0 < n, z(n) —x = B(z" ™V —z) = B"(2® — z) (xx)

Lp(B) est le rayon spectral

57
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(=) Supposons p(3) > 1, si p(B) > 1, Jy € R" tel que B"y - 0 pour n — +o0o. En
choissant (¥ = 2 +y = A7 + y, (x*) devient :

¢ — g =B ——0

n—oo

donc la méthode n’est pas convergeante. Absurde. Donc p(B) < 1.
(<) Sip(B) <1 alors

2™ — = Bz — 1) — 0

donc z(™ DT A~1b. La méthode converge.

]

Nouvelle factorisation. A € R™" inversible, b € R". On va écrire A = M — N avec M
inversible (et facile a inverser!). On va définir la méthode itérative :

()

2 vecteur arbitraire
Mz*+D) = Nk g

Remarque. Si cette méthode itérative converge alors elle converge vers la solution du systéme
linéaire. En effet, si 2®) ——— y € R™ alors My = Ny +b< (M — N)y=b < Ay =b.

k—+o00

Theoréme 4.1.2. (i) La méthode itérative (xx) converge < p(M~1N) < 1

(ii) La méthode itérative (x*) convrege < il existe une norme induite tel que |[M~'N|| < 1.

Démonstration.

Mz* D = No® 1 p o g0 = A= IN 20 4 A=ty
B
Voir le théoreme précédent.

(<) Si il existe une norme induite tel que ||[M~'NJ|| < 1 alors p(M~'N) < 1. Donc la

méthode converge grace a (i).
(=) Silaméthode converge alors p(M~'N) < 1 grace a (). Donc 35 > 0 tel que p(M ' N) =
1—n. On prend ¢ = £, il existe une norme induité ||-|| tel que |[M~'N|| < p(M~'N)+e < 1.
O

Theoréme 4.1.3 (Condition suffisante de convergence). A € R™" symétrique définie positive.
A= M — N, M inversible. Si 'M + N est symétrique définie positive alors p(M~*N) < 1 et
donc la méthode (x*) converge.

Démonstration. Si B € R™" et que || - || est une norme induite sur R™, on a p(B) < ||B]|. On
va chercher une norme sur R”, notée || - ||« tel que :

[A7N |, = max M Nall, <1

2.1

Soit || - ||« définie par ||z]|? = (Ax, ), Vo € R™.
Soit x € R™, x # 0 :
|MN'z|> = (AM~'Nz, M~'Nx)

Soit y = M~YAx, y # 0 car x # 0 et M 1A inversible :

M 'Ne=M"'M—-Azr=z—y
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IM7INZ|Z = (Alx —y),z —y)
= (Az,z) — 2(Az,y) + (Ay,y)

A symétrique

= |lz||? — 2(Az,y) + (Ay,y)

Pour montrer que ||[M'Nz|? < |22, Vo € R", z # 0. 1l suffit de montrer que —2(Ax,y) +
A(y,y) < 0. Comme My = Ax :

—2(Az,y) + (Ay,y) = —2(My,y) + (Ay,y)

Mais :
(My,y) = (y,"My) = ("My,y)
—2(Az,y) + (Ay,y) = (=M ="M + A)y,y)
Comme A= M — N :
—2(Az,y) + (Ay.y) = (=('M + N)y,y) < 0
car y#0
Par hypothese : (*M + N) symétrique définie positive. ]
Remarque. Si on note e®) = z(*) — . avec B matrice d’itération alors :
ek — (k) _ . — B(x(k_l) —z) = Beh—1) — pk) (0
™12 = [[B*e@llz < | B*[|2]le®|l2 = (p(B))*[le™]l5

B normale

Bilan. Dans ce cas, on voit que plus p(B) est petit, plus la convergence est rapide.

Dans le cas général, la conclusion est identique asymptotiquement, ||e®®|| converge vers 0
comme (p(B))*.
4.2 Quelques méthodes usuelles

Dans toute cette partie, on prend A € R™", inversible. On cherche a résoudre Ax = b par
la méthode itérative.

4.2.1 La méthode de Jacobi

A=D—-FE—F
aiq 0
ai A1n (2
A= : D=

Qn1 Qpn 0 U

0 0 0 ai2 a1n

g | % — F =
; an—l,n
Qan1 An,n—1 0 0 o 0
On choisit :
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Remarque. Cette méthode peut étre définie si et seulement si a; # 0, V1 <1 < n.

Mz®+D) = No® + b o D2*) = (FE+ F)2® +b

& 2% = DYE+ F)z® + D71
= DYD—-D+E+F)z® + D '

= D YD — A)x® + D1p

g ) = (F— D71 A) 2™ + Db

Composante par composante :
) = 20 4 D7H(H — Ax(W)
!
AR O (% (bi D aij@“) ; l<i<n

1 n

Remarque. "V — :EZ(k) =~ avec 7™ = b — Az® (vésidu).

10 1 11
A (00 0o () aemvenn ()
L0 _ 0 L0 _ 11/10 22 _ 98/100 3 _ 1002/1000
0 12/10 99/100 1004,/1000
On conjecture la convergence.
1 10 11 1
A (5 oo (1) armsens ()
0 11 —49 501
0) — 1 — (2) ®3) = (4)
<)) ) -G) s

Divergence.

Exemple 4.2.1. 1)

—_ =

—2499
—2499

4.2.2 Méthode de Gauss-Seidel

Avec les mémes définitions des matrices D, E et ' que dans la Section 4.2.1, on définit :

M=D-F
N=F

(D — B)z* ) = pa® 4

avec :
0 app --- A1n

Ap—1n
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Composante par composante :

Zaw Jkl Zaw R 1 p, (1<i<n)
Jj=t+1
Supposons qu’on est déja obtenu xgkﬂ), xékﬂ), e xl(ﬁrl)

j=1 Jj=i+1

i—1
k1) 1 (k+1) k)
)= (- B - $ )

Remarque. Comme pour Jacobi, une condition nécessaire et suffisante pour que ’algorithme
soit bien définie et que a;; # 0, V1 < i < n.
En général, Gauss-Seidel converge plus vite que Jacobi.

4.2.3 Méthode de relaxation

Pour Gauss-Seidel, on avait décomposé :
A=(D—-FE)-F
Maintenant, on choisit w € R* et on prend :

=(8-0)- (50

M N

e w = 1= Gauss-Seidel.
e On a pu aussi "faire passer' une partie de la matrice D dans la matrice N. La matrice
d’itération est alors :

B, — (S _ E) (1;“1) + F) (D —wE) (1 = w)D + wF)

On peut ainsi espérer jouer sur w pour avoir p(B,,) aussi petit que possible.

Définition 4.2.1. — w > 1 : sur-relaxation.
— w < 1 : sous-relaxation.

(kH) (b — Zaw (k+1) Z a,-jx§~k)> +(1- w)a:gk)

Qg Jj=i+1

L’algorithme n’est pas plus couteux que Gauss-Seidel a ceci pres qu’il faut tenir compte du
temps nécessaire de la détermination de w. En notant :

i—1 n
~(k k+1 k
) = bz — E aij$§- ) — E aijxg )
j=1 j=i
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4.2.4 Méthode par blocs

On peut généraliser toutes ces méthodes en utilisant des décompositions par bloc de ma-
trices.

T bl
Ay Agg Ay
Ay A A
A= 21 22 '2p = | 2 b— bg
Alp App
Tp by
ou :
- A7,] € Rnﬁ, 1 S ZJJ Spa
- x; € R,
- b; € R".

Alors la méthode de relaxation peut s’écrire :

i—1 p
Aii$§k+1) = w (bz — Z Aij$§k_l)) + (1 - (,U)A”Zﬂl(k) — W Z A,ijgk)

j=1 j=i—1

. , . (k41 . C .
— il faut donc résoudre pour obtenir xﬁ ) un systeme linéaire de matrice A;;.

— il faut donc que Ay; soit inversibles (1 <i < p).

— on souhaite que le systéme linéaire soit rapide a résoudre, cela avantage la méthode. On
peut penser a une décomposition LU de A; (par exemple) calculée une fois pour toute
au début de ’algorithme.

4.2.5 Test d’arrét

(k) , .
HTHbHH < g, avec € donné. A priori, on peut montrer dans ce cas

On utilise habituellement
que :
le®™]| < cond(A)e||z]|

Remargue. Si on utilise Jacobi, on a directement r*). Si on utilise Gauss-Seidel, on utilise en

IF®
).
wr =€)

Autre possibilité. B matrice d’itération, B symétrique définie positive. On peut utiliser :

fait 7). ce qui évite des calculs supplémentaires (

lz®+D — W < | B]

le® 1l = [le®* — (@®*D — &®)|ly < p(B)[le®||z + [l2*+ — 2|,

On en déduit donc :
B, <« = |+ _ (k)
el < T %+ — 2]

<el|bll2

— Intéressant pour p(B) petit. La constante peut exploser si p(B) = L.
T—-1T00

— Si p(B) est petit, ¢a reste une bonne stratégie pour des matrices non nécessairement
symétique définie positive.

Attention :. Le test d’arrét pourrait étre vérifie si *) est loin de .
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4.3 Etude de convergence
A e R™ n e N*. On veut résoudre Az =b. On pose A= M — N :
25D = MIN® 4 M

Comme (M — N)x = b, si la méthode converge, elle converge forcément vers xz. On note
B = M™'N la matrice d’itération. On a déja vu une condition nécessaire et suffisante de
convergence (Théoréme 4.1.2). Reprenons les exemples de la Section 4.2.

10 1
A= ( 2 10)
La matrice de Jacobi est :

rerepas (L0 (0 0V (9 1) =L YY)

ﬁ}, p(J) = Y& <1 converge.

10 10
1 10 0 —10
=(wa) =)

On a : Sp(J) = {—v/50,v50}, p(J) = v/50 > 1 (divergence).

Exemple 1.

[

On a: Sp(J) = {—

Exemple 2.

4.3.1 Méthode de relaxation

Theoréme 4.3.1. Soit B, la matrice d’itération de la méthode de relaxtion. Alors :
1) p(B,)<1=0<w<2.
2) Si, de plus, A est symétrique définie positive alors (p(B,) <1< 0 <w < 2).

Démonstration. 1) On calcule det(B,,), B, = M~!N avec :

T w

M=1D_E
N=1¢p4F

det(B.) = (det(M))~! det(N)

Mais M et N sont triangulaires : le déterminant est le produit des termes diagonaux.

1=w)" det(D
det(B,) = ((ZJ)Z detZ;)) =(1-w)"

Mais le déterminant est le produit des valeurs propres de la matrice, dont chaque module
est inférieur ou égal au rayon spectral. Donc :

| det(By)| = [(1 —w)"| < (p(B.))"

Donc :
p(B,) <1l=0<w<?2
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2) On suppose que A est symétrique définie positive et 0 < w < 2. On montre que p(B,) < 1.
On utilise le Théoréme 4.1.3 :

tM_t<D_ >—D—F
w w
D 1— 92—
IMAN=Z_Fy+Fr4-—_—Yp_2"%p
w w w

On a que D est symétrique définie positive car A est définie positive. Donc d’apres le
Théoréme 4.1.3, p(B,) < 1.
]

Remarque. Ce théoréeme nous dit que A symétrique définie positive = Gauss-Seidel converge.
Mais attention, ce n’est forcément le cas pour Jacobi.
Exemple 4.3.1.

1

A= ——<ax<xl1
2 a

SIS

a
1
a

— Q2 2

7 . ’ . oy . . . 1 1
A est symétrique définie positive mais pourtant Jacobi converge < —3 < a < 3.

4.3.2 Comparaison Jacobi / Gauss-Seidel pour les matrices tridia-
gonales
Theoréme 4.3.2. Soit A matrice tridiagonale. Si les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel

sont définies alors p(By) = (p(J))?. Donc ces méthodes convergent ou divergent simultanément.
Si elles convergent, Gauss-Seidel converge plus rapidement.

Démonstration. 1) Soit p # 0. Soit :

by ple 0
paz by
Alp) = '
0 o e
pa, bn,

On a : det(A(p)) = det(A(1)), Vi # 0. En effet :

On vérifie que A(p) = Q(1)A(1)(Q(n))~*. Donc :
det(A(p)) = det(Q(n)) det(A(1)) det(Q(u)) " = det(A(1))
2) — Les valeurs propres de J = D™!(E + F) sont les racines du polynome caractéristique :
ps(\) =det(DY(E+ F) — M)
On définit ¢; par :
qgs(A) =det(—=D)ps(A) = det(AD — E + F)

Les racines de p;y(A) sont aussi racines de q;(\).
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— De méme, les valeurs propres de B; = (D — E)™'F sont les racines du polynéme caracté-
ristique :

pe,(\) = det((D — E)"'F — \I)
On définit gp, par :

g, (A\) = det(E — D)pp,(A) = det(AD — AE — F)

Les racines de pp, (A) sont aussi racines de gp, (A).

3)
qg,(N\?) = det(\’D — \’E — F)
1 1) + A tridiagonale
= det(\’D — AE — AF) = A\"det(AD — E — F) = \"q;()\)

Remarque. Vraie pour A = 0 aussi.

— Soit 5 € Sp{B}
= p5,(8) = 0= 45,(8) = 0% 4,(5") = s (=) = 0
oil 3'/2 est I'une des deux valeurs (complexes) de 3.
= ps(6'%) = ps(=6"%) = 0= {-4"2,5'%} € Sp(J)

— Réciproquement, 3 € Sp(J) et 3 # 0 = (3% € Sp(B). On en déduit que p(B;) = (p(J))%.
O

Remarque. Méme résultat quand A est triagonale par blocs :

B -1
-1 B
—1
-1 B
avec
4 1
1 0 )
I = B=1| '
0 1 o1
mXm _1 4
mXm

4.3.3 Paramétre de relaxation optimal pour le cas tridiagonal

Theoréme 4.3.3. Soit A matrice tridiagonale avec a;; # 0. Si toutes les valeurs propres de
la matrice de Jacobi sont réelles alors la méthode de Jacobi et la méthode de relazation (0 <
w < 2) convergent ou divergent simultanément. En cas de convergence, le paramétre wy tel que
p(By,) = min{p(B,),w €]0,2[} s’exprime en fonction de p(J) par la formule :

_ 2
L+ /14 (p(J))?

Wo

et on a : p(By,) =wo — 1.
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Remarque. — Cet énoncé est aussi valable pour les matrice tridiagonales par blocs.
— Evolution de p(B,) en fonction de w.
P(Bw)
1 —
wo-1| 1
| 1 | w

0 ]I_ wIO 2I

lim f'(w) = —o0
w—wy

lim f'(w)=1

Si on a une approximation de wy, on privilégie une valeur par exces (sur-relaxation par
rapport a la valeur optimale).

4.3.4 Matrices a diagonale dominante

Démonstration. A = (aij)1<ij<n

1) On dit que A est a diagonale dominante :

Vie{l,..n}  Jau| > D ayl

J=Ly#

2) On dit que A est a diagonale strictement dominante si :

n

Vi € {1, ,n} |(Z“| > Z |aij|

j=1,j#1

3) On dit que A est a diagonale fortement dominante si :
a) A est a diagonale dominante,
b) 3k € {1,...,n} tel que :

n

lare] > Y Jag,]

=Lk

]

Définition 4.3.1. n > 2, n € N*
— A est dite réductible si il existe une matrice de permutation P telle que B = ‘PAP sont
de la forme :

By By

~— ~—~

pXp (n—p)xp
0 Bas

~ ~~
pX(n=p)  (n—p)x(n—p)

avec Bjj et Byy des matrices carrés d’ordre p et n — p respectivement (p € N*).
— A est irréductible si elle n’est pas réductible.
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Theoréme 4.3.4 (Premier théoreme de Gershgorin-Hadamard). Si A est valeur propre de A

alors :
n

avec .

Dk = (akk,Ak) et Ak = Z ‘Cbkj‘

=1,

Dy est appelé le kieme disque de Greshgorin.

Exemple 4.3.2.

Theoréme 4.3.5 (Deuxieme théoreme de Gershgorin-Hadamard). Soit A irréductible. Si \ est
une valeur propre de A située sur la frontiére de la réunion des disques de Gershgorin alors
tous les cercles de Gershgorin passent par X.

A peut étre valeur propre

A ne peut pas étre valeur propre
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Exemple 4.3.3. D’apres le deuxieme théoreme de Greshgorin-Hadamard, 0 n’est pas valeur
propre de :

Démonstration. 1) Soit (A, u) un élément propre de A et u choisit tel que ||ullo = 1. A n’est a
I'intérieur d’aucun disque Dy : Vk € {1,..,n}, |\ — ar| > As.

2) Clairement, il existe [ € {1,...,n} tel que |u;| = max |ug] = 1. D’apres le premier théoréme
de Gershgorin-Hadamard, |\ — ay| < A;. Dong, nécessairement 1)+2)= |A—ay| = A
3) Soit I ={i € {1,....n}||u;| =1} #0.

— A est irréductible si elle n’est pas réductible :

n

> laglu| >

=1,

n
Z QAijty

j=Lj#i

= (A = a)ui]

n

=A—a; =N\ = Z |aij]

Jj=1,j#i
On vient donc de montrer que :

n

Y a1 = Ju]) <0

j=1j#i
Comme tous les termes de cette somme > 0, on a :
|ai;|(1 = lui|) =0 V)

Sijé&I= a;=0.Soit J=Ile complémentaire de I par rapport a {1,...,n}. J # 0 =
la partition I, J serait telle que Vi € I,Vj € J, a;; = 0. On pourrait donc en utilisant une
matrice de permutation trouver que :

k k

~—

B:tPAP: IxI JxI
0 *

~—

IxJ JxJ

Cela signifie que A est réductible (contraire a ’hypotheése). Donc nécessairement J = ().
Donc Vk, k € I et |u| = 1. Donc :

Z A Usj

oy

<D lagl =N, Vi<k<n
ik

A = apr| = [(A — app)ur| =

Donc : A appartient a tous les disques Dy, s'il appartient a la frontiere de ces disques (par

hypothése). Donc il appartient & la frontiére de tous les Dj.
m

Theoréme 4.3.6. A matrice soit a diagonale strictement dominante, soit irréductible et a
diagonale fortement dominante. Alors la méthode de Jacobi est convergente.
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Démonstration. 1) On montre quue A est inversible.
— Si A est a diagonale strictement dominante. Soit i € {1,...,n} :

—

n
|0 — ay| = |ai| > Z |ai;| = A;

=1,

Donc : 0 n’appartient a aucun des disques de Gershgorin. En appliquant le premier théo-
reme de Gershgorin-Hadamard, on peut en déduire que 0 ne peut étre valeur propre de A
donc A est inversible.

Si A est a diagonale fortement dominante et irréductible. Avec le méme raisonnement,
onaqueVie{l,..n}:

10— ay;| > A; (car a diagonale dominante)

Donc : 0 n’est a l'intérieur d’aucun des disques. Donc si 0 est valeur propre, il est sur la
frontiere de I'union des disques. A iréréductible donc, d’apres le deuxieme théoreme de
Gershgorin-Hadamard, tous les cercles passent par 0. A diagonale fortement dominante
donc il existe k tel que |0 — agi| > Ag. Donc Dy ne peut pas passer par 0. Donc : 0 n’est
pas valeur propre = A est inversible.

2) Laméthode de Jacobi est bien définie. En effet, supposons que 3i € {1,...,n} tel que a;; = 0:

n
ai; =0= > |ay|=0 (matrice a diagonale dominante)
i=Lj#i

Donc la iéme ligne de A est constituée de 0. Donc : A non inversible = contradiction avec

1)

. Donc Vi € |1,n], a; # 0 et la méthode de Jacobi est bien définie.

3) On étudie le rayon de convergence de J = D™ (E + F) :

a)

Jz]:_% (1§Zh7§n727éj)
n n a;;
2 Ml= > aTZ

Si A est a diagonale dominante :

Vi, 1<i<n, > iyl < 1
j=1

n
a3l = ] < 1

p(J) < ||J|lee <1 :la méthode converge.

Si A est a diagonale fortement dominante et irréductible. Si on fait le méme raisonnement
alors on aura p(J) < ||J||oo. Supposons que |A| = 1 soit valeur propre de J alors, d’apres
le deuxieme théoreme de Gershgorin-Hadamard, tous les cercle de Gershgorin passerait
par A. Cela est impossible car il existe au moins un indice (fortement dominant) par
lequel cette inégalité est strict donc |A| = 1 n’est pas valeur propre de J donc p(J) < 1:
la méthode converge.

O
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Theoréeme 4.3.7. A matrice soit a diagonale strictement dominante, soit a diagonale fortement
dominante et irréductible. 0 < w < 1 = la méthode de relaxation converge.

Remarque. 1l s’agit d’'une condition suffisante de convergence.

(21 (1w -
a=(hs) om0

La méthode converge < |1 — w| < 1, c’est-a-dire 0 < w < 2.

Exemple 4.3.4.

4.3.5 Vitesse de convergence d’une méthode itérative

On considere une méthode itérative de matrice d’itération B.
k) — (k) _ 4 k) — Bk0)
Axr =0
z(k+1) = Bz® + ¢

el _ B e
< ||B¥| = =
e =151 =285 o = % e

Définition 4.3.2. On appelle :
ERIA
7= )@

le facteur moyen de réduction de ’erreur par itération.

o < ||B*||"*¥ = exp(—Ri(B))
ou :

1
Ri(B) =~ (n | B¥])
Si on définit Nj, = (Ry(B))™" :

1 1
N, _ _
o™ = exp(NpIn(o)) < | ———(—Ri(B = ——
N n(0)) < i (- A(BD)) = -
N; mesure donc le nombre d’itérations nécessaires pour réduire la norme de l’erreur initiale
d’un facteur e.
Si on considére par exemple :

25D = Be®) ¢ 20 donné (1)
i) = BE® 4 ¢ 2O donné (i)
Si Ri(B) < Ri(B) alors Nj, > Ny et donc la méthode (ii) va étre plus rapide que (4).
On va définir :
Roo(B) = lim —In | BY"* 2% —Inp(B)

R (B) est le taux asymptotique de convergence de la méthode.

Si on pose Noo(B) = (Roo(B)) ', ona: p(B) < p(B) < 1= Rs(B) > R(B) = N, (B) <
N (B).

Pour comparer deux méthode entre elles, on regardera : M(B) X Noo(B) ou M(B) est le
nombre d’opérations nécessaires pour effectuer une itération.
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4.4 Introduction aux méthodes de gradient

Dans cette partie, on suppose A symétrique définie positive, de valeurs prores 0 < A\; <
Xy < oo < A,

4.4.1 Méthode du gradient a pas constant (Richardson)
Soit A=M —N,a>0,M=2Tet N=1_-A

1

0%

Mz*+D) = N2®) L o lx(kﬂ) - ( I — A) z®) 1 p
o}

& oD = 2% o (Az®) —p) o 2% = 2 4 o(h — Az
¢sid
Theoréme 4.4.1. On rappelle que A est symétrique définie positive.
1) La méthode de Richazrdson converge < o € }0, % [

2) Le paramétre optimal aopy qui minimalise p(M~'N) est donné par :

2
Qopt = v~
A+ A
pour lequel :
p(M-IN) = condy(A) — 1

condy(A) + 1
Démonstration. 1) Pour a € R*", on pose G, = M~'N :

p(Ga) = p(I — ad) = max [1 - a)j

2
p(Gy) <leVie|ln],[l-aN|<leVie|ln,l<a\<2&0<a< =
2) Maintenant, on calcule oy tel que p(Ga,,,) = min p(Gq)
0<C¥<Tn

|1-ahn|

max |1-ahi|
15i5n

I : I
0 1/An oop 1M1

On voit que agp vérifie :

2

1-— aopt)\l == O[Opt>\’n -1 aopt == ﬁ
1 n

2\ = +1  condy(A) -1

« =1- = o
PGy ) A+ A\, :\Trlz —1  condy(A)+1
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4.4.2 Interprétation fonctionnelle

A symétrique définie positive, A € R™" et b € R™. On considere la fonction :

J : R — R
r — J(x)=3(Az.x) — (bx)

1
2

Cette fonction est appelée fonctionnelle quadratique sur R™ di au caractere symétrique définie
positive de A.

On peut montrer que J est strictement convexe et qu’elle atteint son minimum en un unique
point z* € R" caractérisé par V.J(z*) = 0. Soit h € R™ :

(VJ(z"), h) = ;(A:z:*, h) + ;(Ah, 2 — (0, 1) A 2™ (Aa* — b, )

VI(z)=0 Az" —b=0< Az" =0
g® D = 20 L a(b — Ax®) = 2 — o (Az® —b) =2® — a0 V(W)

—_——
Méthode du gradient

Exemple 4.4.1 (en 2D). z € R?, A € R*»? symétrique définie positive.
Lignes de niveau : J(z) = cste.

v

Peut-on améliorer les choses?
1) On choisit oy a la place de o : méthode du gradiant a pas optimal local.

2) Ne peut-on pas choisir comme direction de descente autre chose que V.J(z*®)? Méthode
plus sophistiquée : méthode de gradient conjugué. Accélération tres forte de la convergence.
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