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Chapitre 1

Structures de groupe

1.1 Généralités
Définition 1.1. On appelle groupe la donnée (G, ◦) d’un ensemble G et d’une loi (ou opération)
de composition interne, c’est-à-dire une application

G×G 7→ G
(g1, g2) → g1.g2

.

vérifiant :
1. Associativité : x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z
2. Élément neutre : il existe e ∈ G tel que e ◦ x = x ◦ e = x

3. Élément symétrique : ∀x ∈ G, il existe x′ ∈ G tel que x◦x′ = x′◦x = e. On note x′ = x−1.

Remarque 1.2. Si en plus, on a la commutativité : x ◦ y = y ◦ x, le groupe est commutatif ou
abélien. Dans ce cas, en général, la loi est notée +.

Exemples 1.3. 1. (Z/nZ,+), (Q ∗,×),(Z,+) sont abéliens.
2. (GLm(C ),×) et (Sn, ◦) sont non abéliens.

Remarque 1.4. Si G est un groupe, alors on a : ∀a, n, b ∈ G

a.n = b ks +3 +3

��

n = a−1b

a−1.(a.n) = a−1.b

2:mmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmm

et

a.n = a.y ⇔ n = y,

n.a = y.a⇔ n = y.

Définition 1.5. On appelle ordre du groupe G le cardinal du groupe G. On note |G| = card(G).

1.2 Structure induite
Définition 1.6. Étant donné un groupe (G, ◦), un sous-groupe de G est la donnée d’un sous-
ensemble H de G tel que H muni de la loi induite (ou restriction) de G à H soit un groupe,
c’est-à-dire :
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6 Chapitre 1. Structures de groupe

– H ×H → G soit à valeurs dans H.
– passage à l’inverse :

H 7→ G
n → n−1

soit à valeurs dans H,
– 1 ∈ H (en particulier H 6= ∅).

Proposition 1.7. Si G est un groupe, H ⊂ G est un sous-groupe si et seulement si :
1. ∀x, y ∈ H, x.y−1 ∈ H,
2. H 6= ∅.

Remarque 1.8. Les sous-groupes triviaux de G sont G et 1.

Proposition 1.9. L’intersection d’une famille (Hi)i∈I de sous-groupes d’un groupe G est un
sous-groupe de G.

Démonstration. Soit H = ⋂
i∈I Hi.

– H ⊂ G
– H 6= ∅ car 1 ∈ Hi ∀i ∈ I
– Soient x, y. Par définition de H, x, y ∈ Hi, i ∈ I, d’où xy−1 ∈ Hi, i ∈ I. (car Hi sous-
groupe de G) c’est-à-dire xy−1 ∈ H.

Définition 1.10. Soient (G, ◦) un groupe et S ⊂ G sous-ensemble. Alors l’intersection de tous
les sous-groupes de G qui contiennent S est un sous-groupe de G qui contient S. On l’appelle
les sous-groupe de G engendré par S et on le note < S >. C’est le plus petit sous-groupe de G
qui contient S.

Proposition 1.11. On a

< S >= {gn1
1 . . . gnss , gi ∈ S, s ∈ N, n1, . . . , ns ∈ Z\{0}}.

Démonstration. Montrons que < S >= Hs.
– Hs est un sous-groupe de G

1. Hs ⊂ G,
2. Hs 6= ∅,
3. stabilité.

– Hs ⊃ S car si g ∈ S, on peut écrire g = g−1, d’où < S >⊂ Hs car on sait que < S >
est le plus petit sous-groupe. Si g1 . . . gs ∈ S ⊂< S > et n1, . . . , ns ∈ Z\{0}, alors
gn1

1 . . . gnss ∈< S >, d’où Hs ⊂< S > car < S > est un sous-groupe.

Remarques 1.12. 1. < ∅ >= {1}
2. On dit qu’un groupe G est :

– de type fini s’il existe S ⊂ G fini tel que G =< S >.
– monogène s’il existe g ∈ G tel que G =< g >, soit G = {gn, n ∈ Z}.
Si de plus, G est fini, alors il est dit cyclique.

Définition 1.13. Si G est un groupe et g ∈ G, alors on appelle ordre de g le nombre | < g > |.
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Théorème 1.14 (Théorème de Lagrange). Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G.
On a |H| divise |G|.

Démonstration. Les classes à droite de G modulo un sous-groupe H sont telles que, pour
x, y ∈ G, on pose x ∼ y si yx−1 ∈ H, qui est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence
de x est alors :

x = {y ∈ G, yx−1 ∈ H} ⇐⇒ yx−1 = h ∈ H
⇐⇒ y = hx, h ∈ H
⇐⇒ y ∈ Hx = {h.x, h ∈ H}.

Donc x = H.x.

Exemples 1.15. 1. gZ = 1 = 1 + gZ
2. Montrer que la preuve par g correspond à compter modulo g, c’est-à-dire dans la situation
gZ ⊂ Z.

Lemme 1.16. Si G et fini, alors ∀x ∈ G, card(H.x) = |H|.

Démonstration. L’application
H 7→ Hx
h → hx

est bĳective. On dit que Hx, H, et xH sont équipotents.

Preuve du théorème de Lagrange. Les classes à droite de G modulo H forment une partition
de G, d’où

|G| = somme des cardinaux des classes d’équivalences
⇒ |G| = {nombre de classes} × |H|.

Proposition 1.17. Soit G un groupe et x un élément de G d’ordre fini n. Alors n est le plus
petit entier > 0 tel que xn = 1.

Démonstration. Par définition, n = | < x > | = |{xm, m ∈ Z}|. Comme < x > est fini, il existe
m,m′ ∈ Z, m < m′ tel que xm = xm

′
. On a alors xm′−m = 1. Considérons l’ensemble

N = {h ∈ N/ h 6= 0, xh = 1}.

On a :
– N ⊂ N\{0}.
– N 6= ∅ car m′ −m ∈ N.
On note ν son plus petit élément. Il s’agit donc de montrer que m = ν. Si h ∈ N alors

xh = 1. On fait la division euclidienne de h par ν, c’est-à-dire h = νq + r, avec 0 6 r < ν. On
a alors :

xh = xνq+r = (xν)q.xr

= 1.xr = xr,
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d’où xr = 1 et r < ν. Impossible. Ce qui entraîne r = 0 donc ν divise h. On en déduit : pour
h, h′ ∈ Z tels que h′ > h, on a :

xh = xh
′ ⇐⇒ xh

′−h = 1 ⇐⇒ ν|h′ − h,
n = |{xh, h ∈ Z}| = (nombre de puissance de x distinctes),

< x > = {1, x, x2, ..., xν−1}.

Conclusion : | < x > | = ν, c’est-à-dire n = ν.

Remarque 1.18. Pour tout g ∈ G, l’ordre de g divise celui de G, en particulier g|G| = 1.

Définition 1.19. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G (H < G). On note [G : H]
l’indice de H dans G :

[G : H] = card(G)
card(H) .

Théorème 1.20. Dans un groupe, l’intersection d’un nombre fini de sous-groupes d’indices
finis est un sous-groupe d’indice fini.

(H1 ∩H2)x = H1x ∩H2x ⇒ [G : H1 ∩H2] 6 [G : H1][G : H2].

Théorème 1.21 (Formule des indices). Si H est un sous-groupe d’indice fini dans un groupe
G et si K est un sous-groupe de G contenant H, alors K est d’indice fini dans G et :

[G : H] = [G : K][K : H].

1.3 Morphisme de groupe
Définition 1.22. On appelle et on note Hom(G1, G2), morphisme (ou homomoprhisme) de
groupe entre deux groupes G1 et G2 l’application :

f : G1 → G2
f(x.y) 7→ f(x).f(y) .

En particulier :
– f(1G1) = 1G2,
– f(x−1) = f(x)−1.

Exemples 1.23. 1. a ∈ (Z,+, 0), n ∈ Z. Alors :

φa : Z → Z
n 7→ an

est un morphisme.
2. (G, ◦) pour g ∈ G.

ϕg : (Z,+) → (G, ◦)
n 7→ gn

.

ϕg(n+m) = gm+n = gn.gm = ϕg(n).ϕg(m).

3.
det : (GLn(C), ◦) → (C∗,×)

A 7→ detA .
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4. L’application signature :
(Sn,×) 7→ ({1,−1},×)

ω → σ(ω) .

Définition 1.24. On appelle endomorphisme d’un groupe G, un morphisme (ou un homomor-
phisme) f : G→ G. On note End(G), l’ensemble des endomorphismes du groupe G.

Définition 1.25. Un automorphisme d’un groupe G est un endomorphisme bĳective de G. On
note Aut(G), l’ensemble des automorphismes du groupe G.

Définition 1.26. L’ensemble des monomorphismes de G1 vers G2 est défini comme suivant :

Mono(G1, G2) = {f ∈ Hom(G1, G2) tel que f injective}.

Définition 1.27. On définit l’ensemble des épimorphismes :

Epi(G1, G2) = {f ∈ Hom(G1, G2) tel que f surjective}.

Proposition 1.28. Si f ∈ Hom(G1, G2) et
1. Si H1 < G1, alors f(H1) < G2.
2. Si H2 < G2, alors f−1(H2) < G1.

Cas particulier :
(a) Soit H1 = G1, on appelle groupe image de f , f(G1).
(b) Soit H2 = {1}, on appelle noyau de f et on note Ker(f), f−1({1}).

Démonstration. 1. en exercice

f−1(H2) ⊂ G1
f // G2 ⊃ H2.

2.

f−1(H2) = {g ∈ G1|f(g) ∈ H2}
f−1(H2) < G1

et égalité ssi f est bĳective.
I/ f−1(H2) ⊂ G1 (par construction).
II/ 1G1 ∈ f−1(H2) car f(1G1) ∈ H2 alors f−1(H2) = (f−1)(H2), image pas réciproque.
III/ Soient g, h ∈ f−1(H2). Alors f(gh) = f(g)f(h) ∈ H2, donc gh ∈ f−1(H2).
IV/ Si g ∈ f−1(H2), f(g−1) = f(g)−1 ; d’où g−1 ∈ f−1(H2).

Proposition 1.29. Si f ∈ Hom(G1, G2), alors
1. f est surjective ⇔ f(G1) = G2.
2. f injective ⇔ Ker(f) = {1G1}

Démonstration. 1. Définition
2. Exercice
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1.4 Structure produit direct
Définition 1.30. Soient G1 et G2 deux groupes. La loi sur G1 ×G2 définie par

(g1, g2)× (g′1, g′2)
déf= (g1g

′
1, g2g

′
2).

donne à G1 ×G2 une structure de groupe.

Définition 1.31. Les applications :

pr1 : G1 ×G2 → G1
(g1, g2) 7→ g1

et pr2 : G1 ×G2 → G2
(g1, g2) 7→ g2

sont surjectives,

et
i1 : G1 → G1 ×G2

g1 7→ (g1, g2)
et i2 : G2 → G1 ×G2

g2 7→ (g1, g2)
sont injectives.

Ce sont des morphismes de groupes (vérification en exemples).

Définition 1.32. Cette construction du produit se généralise au produit de n groupes, G1, ..., Gn,
et même d’une famille (Gi)i∈I avec

(gi)i∈I × (hi)i∈I
déf= (gihi)i∈I .

Le produit des groupes Gi où i ∈ I se note ∏i∈I Gi.

Exemple 1.33. ∏
n∈N

R = {suites réelles} = RN.

1.5 Structure quotient
Définition 1.34. Soit G un groupe. H sous-groupe de G. On définit deux relations sur G :

1. Pour g, h ∈ G,
g ∼g h si h−1g ∈ H.

2. Pour g, h ∈ G,
g ∼d si gh−1 ∈ H.

Ce sont des relations d’équivalence.

Remarque 1.35. Si h−1g ∈ H,

(h−1g)−1 = g−1h ∈ H.

Définition 1.36. On définit la classe de x, x :

x = {h ∈ G|h ∼g x} = {h ∈ G|x−1h ∈ H} = {h ∈ G|h ∈ xH}.

Les classes à gauche sont les sous-ensembles xH où x ∈ G. Les classes à droite sont les sous-
ensembles Hx où x ∈ G.

Remarque 1.37.
xH = yH ⇔ x ∼g y ⇔ y−1x ∈ H.
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On pose :

G/.H = {xH, x ∈ G} (ensemble des classes à gauche),
G/H. = {Hx, x ∈ G} (ensemble des classes à droite).

Remarque 1.38. Si G est abélien, xH = Hx.

Soient g1H, g2H ∈ G/.H. g1Hg2H = {g1hg2k|h ∈ H, k ∈ H} n’est pas en général de la
forme g1g2H (ou même gH avec g ∈ G). Ce n’est pas un élément de G/.H.

Définition 1.39. Le sous-groupe H est dit normal (ou distingué ou invariant) dans G si pour
tout sous-groupe H de G, pour tout h ∈ H et tout g ∈ G, on a ghg−1 ∈ H. On note : H / G.

Remarque 1.40. Si G est abélien, ghg−1 = h ∈ H. Donc tout sous-groupe est distingué,

Propriété 1.41. Si H /G, les classes à droite coïncident avec les classes à gauche : xH = Hx
(∀x ∈ G).

Démonstration. Soit xh ∈ xH, (h ∈ H).

xh = xhx−1︸ ︷︷ ︸
dans H car H/G

x ∈ Hx,

donc xH ⊂ Hx.

1.

g1Hg2H = g1(Hg2)H
= g1(g2H)H
= g1g2HH = g1g2H. (HH = H)

2.

(gH)−1 = H−1g−1

= Hg−1 = g−1H.

On pose :
G/.H = G/H. = G/H

On a une loi de groupe sur G/H (qui provient de celle de G) : g1H ◦ g2H = g1g2H.

Définition 1.42. L’application
G 7→ G/H
g → gH

est un morphisme surjectif qu’on appelle surjection canonique.

Exemples 1.43. 1. Pour (Z,+), les sous-groupes sont les nZ (n ∈ N). Ils sont distingués,
d’où le groupe quotient Z/nZ.

2. Pour (Sd, ◦), on définit :
Ad = {ω ∈ Sd |Σd(ω) = 1}.

où Sd est l’application signature définie aux exemples 1.23 et 1.46. On a ainsi :
– Ad < Sd,
– Ad / Sd : si ω ∈ Ad et g ∈ Sd, alors Σ(gωg−1) = Σ(g)Σ(ω)Σ(g)−1 = 1.
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On a : Sn/An = {+1,−1}.

Définition 1.44. On dit que G1 et G2 sont isomorphes si on peut trouver un isomorphisme f
(un morphisme bĳective) tel que f : G1 → G2. On note G1 ' G2 si G1 et G2 sont isomorphes.

Proposition 1.45. Si f ∈ Hom(G,G′), alors Ker(f) / G et G/Ker(f) ' f(G).

Exemple 1.46. Soit σ l’application signature :

σ : Sn → {±1},

– An / Sn,
– Sn/An ' σ(Sn) = {±1}.

Démonstration. On veut montrer que Ker(f) / G : soient h ∈ Ker f et g ∈ G. On veut ainsi
montrer que ghg−1 ∈ Ker(f).

f(ghg−1) = f(g) f(h)︸ ︷︷ ︸
=1

f(g)−1 = f(g)f(g)−1 = 1.

Donc : ghg−1 ∈ Ker f .

G
f //

s
��

G′

G/Ker(f) f // f(G)
i

OO .

On a construit f ∈ Isom(G/Ker(f), f(G)), avec i ◦ f ◦ s = f . On pose

f(xKer(f)) déf= f(x).

Les problèmes sont :
1. si xKer(f) = yKer(f), a-t-on f(x) = f(y) ?
2. La définition dépend-elle du nombre de représentants de la classe ?

La réponse est oui car :

xKer(f) = yKer(f)⇔ x−1y ∈ Ker(f)⇔ f(x−1y) = 1⇔ f(x)−1f(y) = 1⇔ f(y) = f(x).

– Soit g ∈ G.

(i ◦ f ◦ s)(g) = i ◦ f(s(g)) = i ◦ f(gKer(f)) = i(f(g)) = f(g).

– Surjectivité de f : Soit f(g) un élément quelconque de f(G), f(g) = f(gKer(f)).
– Injectivité : Soit gKer(f) un élément quelconque de G/Ker f , tel que f(gKer(f)) = 1.
On veut savoir si f est injective, soit :

gKer(f) = 1 Ker(f) = Ker(f).

On a : f(g) = 1 donc g ∈ Ker(f). g1−1 ∈ Ker(f). g ∼ 1, c’est-à-dire gKer(f) = 1 Ker(f).

Remarque 1.47. g ∈ H ⇔ g est dans la classe de 1.
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Proposition 1.48. Soit f ∈ Hom(G,G′) et H < Ker(f) tel que H / G.
Alors :

G

s
��

f // G′

G/H
f // f(G)

i

OO .

– f = i ◦ f ◦ s.
– f(G/H) = f(G)
– Ker(f) = Ker(f)/H

Il existe f ∈ Hom(G/H, f(G)) tel que f = i◦f ◦s. On dit que « f se factorise à travers G/H ».

Exemple 1.49. Soit le diagramme suivant :

Z
s

��

f // Z/2Z

Z/6Z

f
;;vvvvvvvvv

.

Alors Ker(f) = 2Z, soit H = 6Z, H = 6Z ⊂ 2Z.

Remarque 1.50. Pour H = Ker(f), on obtient

G
f //

��

G′

G/Ker(f) f // f(G)
i

OO

avec Ker(f) = Ker(f)/Ker(f) = {1}, c’est-à-dire f est surjective donc f(G) : G/Ker(f) →
f(G).

Démonstration. On pose f(gH) = f(g).
– On vérifie que f est bien définie donc on veut savoir si gH = g′H ⇒ f(g) = f(g′). Si
gH = g′H, alors g−1g′ ∈ H ⊂ Ker(f). Donc f(g−1g′) = 1 d’où f(g) = f(g′),

– f(G) = f(G/H)

– i ◦ f ◦ s = f .

Soit g ∈ G.
i ◦ f ◦ s(g) = i ◦ f(gH) = i(f(g)) = f(g).

Ker(f). Soit gH ∈ G/H. On veut savoir à quelle condition f(gH) = 1G ?

f(gH) = f(g) = 1⇔ g ∈ Ker(f)⇔ gH ∈ {kH, k ∈ Ker(f)}︸ ︷︷ ︸
déf. de Ker(f)/H

donc Ker(f) = Ker(f)/H.
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Théorèmes d’isomorphisme

Théorème 1.51 (Premier théorème d’isomorphisme). Soit H et K deux sous-groupes de G et
H / G alors :

– HK = KH =< H ∪K >
– H / KH et H ∩K /K
– KH/H ' K/H ∩K.

Démonstration. – Il est toujours vrai que :

HK ⊂< H ∪K >

KH ⊂< H ∪K > .

– Soit h ∈ H et k ∈ K.
hk = k︸︷︷︸

∈K

k−1hk︸ ︷︷ ︸
∈H

∈ KH.

D’où HK ⊂ KH, de même KH ⊂ HK.
– On montre que HK est un sous-groupe de G. Soient h, h′ ∈ H et k, k′ ∈ K.

hkh′k′ = h(kh′)k′ = h(h′′k′′)k′,

donc HK est stable. Soit h ∈ H, et k ∈ K.

(hk)−1 = k−1h−1 ∈ KH = HK.

Donc HK < G.
–

H ⊂ HK
K ⊂ HK

}
d’où < H ∪K >⊂ HK.

– On a : H /HK car H /G. Pour montrer que H ∩K /K, soit x ∈ H ∩K et k ∈ K. Ainsi
kxk−1 ∈ K car x, k ∈ K et kxk−1 ∈ H car x ∈ H / G. Donc kxk−1 ∈ H ∩ K et donc
H ∩K /K.

– On part de l’injection canonique qu’on compose avec la surjection canonique.

K
i // KH

s
��

KH/H

.

– s ◦ i est surjective : soit khH un élément de KH/H.
On a

khH = kH (h ∈ H)
= s(k).

– Noyau de s ◦ i : soit k ∈ K. On a

s ◦ i(k) = 1KH/H = H ⇔ kH = H ⇔ k ∈ H,

d’où Ker(s ◦ i) = {k ∈ K|k ∈ H} = H ∩K.
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Conclusion : K/Ker(s ◦ i) ' s ◦ i(K) donne

K/H ∩K ' KH/H.

Théorème 1.52 (Second théorème d’isomorphisme). Soit H1, H2 deux sous-groupes de G tel
que H1 ⊂ H2 et H1 ⊂ G, H2 / G, alors1

G/H2 ' (G/H1)/(H2/H1),

ce qui sous-entend que H2/H1 / G/H1.

Démonstration. H2/H1 / G/H1. On définit :

s : G→ G/H2

la surjection canonique. On a :

G/H2 = s(G), H2/H1 = s(H2).

En particulier H2/H1 < G/H1. De plus, si gH2 ∈ G/H2 et h2H1 ∈ H2/H1,

gH1h2H1(gH1)−1 ∈ H2/H1.

Comme s est un morphisme peut-on écrire que c’est s(gh2g
−1) ∈ H2/H1 ? Oui car gh2g

−1 ∈ H2
(H2 / G).

– On part de
G

s2 //

s1
��

G/H

G/H1

s2

;;vvvvvvvvv

.

s2 existe d’après la proposition 1.48, on a bien H1 ⊂ Ker(s2) = H2.
–

s2(G/H1) = s2(G) = G/H2 et Ker(s2) = Ker(s2)/H1 = H2/H1,

d’où (G/H1)/(H2/H1) ' G/H2.

Exemples 1.53. Soient G = Z, H = mZ, K = nZ. Alors

H ∩K = mZ ∩ nZ = µZ où µ = PPCM(m,n),
HK = mZ + nZ = δZ avec δ = PGCD(m,n),

d’où δZ/mZ ' nZ/µZ. Si d|n, dZ/nZ ' Z/nd−1Z. En particulier,

m

δ
= µ

n
⇔ mn = δµ.

1H1 / H2, évident
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Solution.
Z

µ // dZ

x // dx

s
��

dx

��
dZ/nZ classe de dx mod n

µ et s sont surjectives donc s ◦ µ aussi. On cherche Ker(s ◦ µ).

s ◦ µ(x) = 0, x ∈ Z.

s(dx) = 0 ⇐⇒ dx est divisible par n
⇐⇒ il existe h ∈ Z tel que dx = nh

ce qui donne x = nhd−1,

d’où Ker(s ◦ µ) = nd−1Z.

Propriété 1.54 (Sous-groupes de G/H). Soit G un groupe et H /G, alors les sous-groupes de
G/H sont les groupes K/H où K est un sous-groupe de G qui contient H.

Exemple 1.55. Les sous-groupes de Z/6Z sont nZ/6Z avec nZ ⊃ 6Z (c’est-à-dire n|6), c’est-
à-dire

Z/6Z, {0}, 2Z/6Z, 3Z/6Z.

Démonstration. On introduit la surjection canonique s : G −→ G/H. Si K est un sous-groupe
de G contenant H alors K/H = s(K) est un sous-groupe de G/H. Soit H un sous-groupe de
G/H.

s : G −→ G/H︸ ︷︷ ︸
⊃H

.

On pose K = s−1(H). On a alors :
– K < G,
– K = s−1(H) ⊃ s−1({1}) = Ker(s),
– K/H = H2 = s(s−1(H)), d’où H = s(K) = K/H.

1.6 Groupes monogènes
Définition 1.56. Un groupe monogène est un groupe contenant un élément a tel que, pour tout
élément x du groupe, il existe un entier n vérifiant x = an.

Exemples 1.57. 1. Z =< 1 >,
2 Pour une application f , on a toujours les inclusions suivantes :
– f(f−1(A) ⊂ A et égalité si f surjective,
– f−1(f(A)) ⊂ A, et égalité si f injective.

donc
(⊂) vrai car s est surjective,
(⊃) toujours vrai.
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2. Z/nZ =< 1 >.

Proposition 1.58. 1. Un groupe monogène infini est isomorphe à Z.
2. Un groupe cyclique est isomorphe à Z/nZ où n = |G|.

Démonstration. Soit G un groupe monogène, soit g un générateur de G =< g >. L’application

ϕ : Z → G =< g >
h 7→ gh

est :
– un morphisme,
– surjective car G =< g >= {gh|h ∈ Z}

On cherche Ker(ϕ) : c’est un sous-groupe de Z de la forme aZ, d’où Z/aZ ' G.
– Si a 6= 0, G est fini donc cyclique et d’ordre a.
– Si a = 0, G ' Z/0Z, G infini.

Proposition 1.59. Soit G un groupe cyclique d’ordre n :
1. Si H sous-groupe de G, alors H et G/H sont cycliques.
2. d|n⇔ il existe un unique sous-groupe Gd de G d’ordre d, quotient Qd de G d’ordre d.
3.

|G/H| = d ⇐⇒ |G||H|−1 = d

⇐⇒ H est un sous-groupe de G d’ordre n/d
⇐⇒ G/H = G/Gn/d = Gd.

Démonstration. 1. en exercice.
2. (⇐) |Gd| = d divise n = |G|, d’après le théorème 1.14 de Lagrange.

(⇒) Soit g un générateur de G et ϕ le morphisme :

ϕ : Z → G
m 7→ gm

.

Existence : Si m|n, gm d’ordre n
m

donc < gn/d > est un sous-groupe d’ordre d car n/d
divise n.

Unicité : Soit H ⊂ G d’ordre d. On a

H = ϕ(ϕ−1(H))3 car ϕ est surjectif,
= ϕ(aZ) = {gah|h ∈ Z} =< ga > .

On obtient en particulier que H est cyclique. D’autre part,

ϕ−1(H) = aZ ⊃ ϕ−1({1}) = {multiple de l’ordre de g} = nZ,

c’est-à-dire a divise |G| et alors H d’ordre n
a

= d.

Conclusion : Nécessairement H = ϕ(nd−1Z).

3ϕ−1(H) est un sous-groupe de Z donc de la forme aZ.



18 Chapitre 1. Structures de groupe

Proposition 1.60 (Isomorphismes). 1. f ∈ Hom(G,G′) et f bĳectif ⇔ f isomorphisme.
2. f est un isomorphisme ⇒ f−1 isomorphisme.

Définition 1.61. Si E est non vide, on note S(E), le groupe symétrique de E qui est l’ensemble
des applications bĳectives de E dans E.

Lemme 1.62. Si E est équipotent à E ′4 alors S(E) ' S(E ′).

Démonstration.
SE 7→ SE′

σ → f ◦ σ ◦ f−1 ,

(f est une bĳection de E sur E ′).

Indicateur d’Euler :

Soit n > 0, n ∈ N fixé, a ∈ Z et

a = classes de a mod n.

a engendre (Z/nZ,+) ks +3
KS

��

1 ∈< a > ks +3 ∃m ∈ Z tel que ma = 1KS

��
∃l,m ∈ Z, ma+ ln = 1

a est inversible dans Z/nZ pour × ks +3
px

08iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
a et n sont premiers entre eux

��

KS

Conclusion :

{générateurs de (Z/nZ,+)} = {classe d’entiers > 0 premiers à n et 6 n}
⇐⇒ {inversibles de (Z/nZ,×)}

On note ϕ(n) le nombre d’éléments de ces ensembles.

1.7 Automorphismes intérieurs, groupes simples
Définition 1.63. Soient G un groupe et g ∈ G. L’application

Cg : G → G
x 7→ gxg−1

est
– un morphisme (gxyg−1 = gxg−1gyg−1),
– bĳectif ((Cg)−1 = Cg−1).
C’est donc un automorphisme, appelé conjugaison par g. Ces automorphismes sont appelés

automorphismes intérieurs. On note Int(G) leur ensemble.

Proposition 1.64. On a Int(G) < Aut(G) car Cg1 ◦ Cg2 = Cg1g2.
4c’est-à-dire qu’il existe une bĳection de E à E′.
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Plus précisément, l’application

Γ : G → Aut(G)
g 7→ Cg

est un morphisme et Γ(G) = Int(G). Le noyeau de Γ, Ker(Γ) est l’ensemble :

Z(G) = {g ∈ G, xg = gx, x ∈ G},

appelé centre de G. D’où aussi : G/Z(G) ' Int(G).

Remarque 1.65. Un sous-groupe H < G est distingué ssi pour tout g ∈ G, Cg(H) ⊂ H ssi H
est invariant par tout automorphisme intérieur. On dit que H est un sous-groupe caractéristique
et on note H @ G si H est invariant par tout automorphisme de G. Donc H @ G⇒ H / G.

Définition 1.66. Un groupe G est dit simple si ses seuls sous-groupes distingués sont G et
{1}.

Exemple 1.67. (Z/nZ,+) est simple si et seulement si n est premier.

Proposition 1.68. Tout groupe fini d’ordre premier p est cyclique.
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Chapitre 2

Groupe opérant sur un ensemble

2.1 Groupe de permutations
Définition 2.1. Si X est un ensemble, l’ensemble

Per(X) = {bĳection/permutation : X → X}

est un groupe pour la composition. Si X = {1, . . . , d} alors

Per(X) = Sd (groupe symétrique d’ordre d)

est non abélien pour n > 2, en général.

Théorème 2.2 (Cayley). Tout groupe est isomorphe à un sous-groupe de permutation.

Démonstration.
G 7→ Per(G)

g → γg : G → G
x 7→ gx

est un morphisme injectif. Vérifions-le :
– γg1g2 = γg1 ◦ γg2 car g1g2x = g1(g2x),
– γg = id alors g = 1,
–

G/{1}︸ ︷︷ ︸
=G

' γ(G) ⊂ Per(G).

Remarque 2.3. γ représente les représentations régulières à gauche de G.

Définition 2.4. Pour s ∈ Per(X), On définit le support de s :

supp(s) = {x ∈ X, s(x) 6= x}.

Remarque 2.5. s(supp(s)) = supp(s).

Démonstration. En effet,
(⊂) Si x ∈ supp(s) alors

s(x) /∈ supp(s)⇔ s(s(x)) = s(x)
⇔ s(x) = x⇔ x /∈ supp(s)

d’où (⊂).

21
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(⊃) On veut montrer que supp(s) ⊂ s(supp(s)). D’après la précédente inclusion,

s−1(supp(s−1) ⊂ supp(s−1),

d’où supp(s−1) ⊂ s(supp(s−1)), c’est-à-dire supp(s) ⊂ s(supp(s)).

En conséquence, s|supp(s) ∈ Per(supp(s)).

Définition 2.6. Pour x ∈ X, on pose Os(x) = {sn(x)|n ∈ Z}, l’orbite de x sous s.

Remarque 2.7. Si {x1, . . . , xn} est une famille de représentants des σ-orbites, alors {Os(xi)}i
forme une partition.

Si X est fini,
Os(x) = {x, s(x), . . . , sp−1(x)},

où p est le plus petit entier > 0 tel que sp(x) = x.

s|Os(x) =
(
x s(x) · · · sp−1(x)
s(x) s2(x) · · · x

)

permute les éléments de Os(x) de façon circulaire. On dit que c’est un cycle de longueur pour
un p-cycle.

Définition 2.8. Un p-cycle de X est une permutation de X qui n’a qu’une orbite de longeur
> 2.

On utilise la notation suivante : (x1 x2 . . . xp) veut dire que
– x1 → x2 (x1 s’envoie sur x2),
– x2 → x3 (x2 s’envoie sur x3),
– ...
– xp → x1 (xp s’envoie sur x1).

Exemples 2.9. Dans S4, s : (1 2 3 4) est un cycle de longueur 4.

Os(1) = {1, 2, 3, 4}, Os(2) = {2, 3, 4, 1}

Soit maintenant
s = (1 2) ◦ (3 4) =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
.

Alors
Os(1) = Os(2) = {1, 2}, Os(4) = Os(3) = {3, 4}.

Ce n’est donc pas un cycle.

Proposition 2.10. Soient deux permutations s, s′ ∈ Per(X) telles que supp(s)∩ supp(s′) = ∅.
Alors ces deux permutations commutent.

Démonstration. Soit x ∈ X.
– Si x ∈ supp(s)

ss′(x) = s(x) (car x ∈ supp(s)⇒ x /∈ supp(s′)),
s′s(x) = s(x) (car x ∈ supp(x)⇒ s(x) ∈ supp(s)⇒ s(x) /∈ supp(s′)).
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– Si x ∈ supp(s′), idem.
– Si x /∈ supp(s), s /∈ supp(s′) alors ss′(x) = x = s′s(x).

Exemples 2.11. 1. (1 2)(3 4) = (3 4)(1 2).

(1 2 3)(2 3) = (1 2)
(2 3)(1 2 3) = (1 3)

}
⇒ supp(x) ∩ supp(s′) = ∅.

2.

s =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6 4 5 10 7 1 2 3 8 9

)
= (1 6)(2 4 10 9 8 3 5 7)

= (2 4 10 9 8 3 5 7)(1 6)

Théorème 2.12. Soit X fini. Tout élément s ∈ Per(X) s’écrit sous la forme s = p1 . . . pi, où
les pi sont des cycles à supports disjoints. De plus l’écriture est unique à l’ordre près.

Démonstration. Existence : pour x, y ∈ X, on pose x ∼ y s’il existe n ∈ Z tel que y ∈ sn(x).
∼ est une relation d’équivalence (le montrer). Pour x ∈ X, la classe de x ≡ Os(x). Les
orbites Os(x) sont soit égales, soit disjointes. Notons O1, . . . , Or les orbites de longueur
> 2 et posons s|Oi = pi. c’est un cycle de longueur card(Oi). On a s = p1, . . . , pr vérifiant :
soit x ∈ X.Si s(x) 6= x, alors x ∈ Oi pour un certain i, si(x) = s(x).

p1, . . . , pr(x) = pi(x) = s|Oi(x) = s(x).

Si s(x) = x, alors x /∈ ⋃ri=1 Oi, p1 . . . pr(x) = x, s(x) = x.
Unicité : supposons s = p1 . . . pr comme dans l’énoncé. On a s|supp(pi) = pi. Si x ∈ supp(pi),
Os(x) = supp(pi).

Conclusion : si s = p1 . . . pr, alors pi = s|O(x) où x ∈ supp(s).

Remarque 2.13. (x1, x2, . . . , xn) = (x1, x2)(x2, x3) . . . (xn−1, xn).

Conséquence 2.14. Sd est engendré par les 2-cycles (appelés aussi les transpositions).

Définition 2.15.

Ad = {s ∈ Sd, s s’écrit comme produit d’un nombre pair de transpositions}.

Exemple 2.16. Ad est engendré par les 3-cycles (d > 3).

Théorème 2.17. Il existe un unique morphisme (non trivial) ε : Sd → {−1, 1} tel que si s est
un 2-cycle, alors ε(s) = 1.

Corollaire 2.18. 1. Ker(ε) = Ad / Sd.
2. Sd/Ad ' {−1, 1}.

Preuve du théorème 2.17. Existence : Pour s ∈ Sd, on pose

ε(s) =
∏

(i,j)∈{1,...,d}2

i 6=j

Xs(i) −Xs(j)

Xi −Xj

= ±1.

On a ε(st) = ε(s)ε(t) et si s est un 2-cycle, alors ε(s) = −1.
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Unicité : Si ε non trivial, il existe un 2-cycle s tel que ε(s) = −1. Si s, s′ sont deux 2-cycles
alors il existe w ∈ Sd tel que s′ = wsw−1 et donc ε(s) = ε(s′). D’où l’unicité.

Autre démonstration pour montrer l’unicité de ε dans le théorème 2.17. Soit ε : Sn → {−1, 1}
un morphisme non trivial. Alors il existe un 2-cycle τ0 tel que ε(τ0) = −1 (car sinon comme les
2-cycles engendrent Sn, on aurait ε(ω) = 1 pour ω ∈ (Sn). En fait, ε(τ) = −1 pour tout 2-cycle
τ . Notons que si τ0 = (a b) et si ω ∈ Sn :

ωτ0ω
−1 = (ω(a) ω(b)).

On a en particulier :
ε(ω(a) ω(b)) = ε(ω)ε(τ0)ε(ω)−1 = −1.

Si τ = (a′ b′) est un 2-cycle on peut toujours l’écrire

τ = ωτ0ω
−1.

Il suffit de prendre pour ω une bĳection de {1, . . . , n} qui envoie a sur a′, et b sur b′. Donc
ε(τ) = −1. Les 2-cycles engendrent Sn, alors la connaissance de ε sur les 2-cycles détermine ε.
On a de plus Ker(ε) = An.

(⊃) évident.
(⊂) On observe que :

1. [Sd : Ker ε] = 2 car Sd/Ker ε ' ε(Sd) = {±1} (d’après le premier théorème d’iso-
morphisme, en cosidérant le morphisme ε).

2. [Sd : Ad] = 2. On veut le montrer. Soit ω ∈ Sd tel que ω = τ1 . . . τm avec τ des
transpositions. Si m est pair alors ω ∈ An, sinon

ωτm = τ1 . . . τm−1 ∈ An.

Donc soit ω ∈ An ou soit ωτm ∈ An. Il y a donc 2 classes à gauche de Sn modulo
An :
– la classe triviale An,
– la classes des 2-cycles τ0An.
D’où [Sd : Ad] = 2.

Ainsi :
|Sd|
|Ad|

= 2 = |Sd|
|Ker ε| ,

d’où |Ad| = |Ker ε|. On a
Ad ⊂ ker ε

et comme : |Ad| = |Ker ε| alors Ad = Ker ε.

Remarque 2.19. En particulier, on a :

Ad / Sd.

car Ker(ε) = Ad est distingué dans Sd.

Définition 2.20. On définit [G : H]

[G : H] = |G|
|H|

comme étant le nombre de classes à gauche (ou à droite) modulo H.
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Exemple 2.21. Soient n = 3 et σ = (1 2 3) alors

ε(σ) = (x2 − x3)(x3 − x1)(x2 − x1)
(x1 − x2)(x2 − x3)(x1 − x3)

= 1.

– Si σ ∈ Sn, ε(σ) ∈ {±1}
– Si σ est un 2-cycle, ε(σ) = −1.

Soient σ, τ ∈ Sn. Alors

ε(στ) =
∏

(i,j)∈Pn

xσ(τ(i)) − xσ(τ(j))

xi − xj
=

∏
(i,j)∈Pn

xσ(τ(i)) − xσ(τ(j))

xτ(i) − xτ(j)
.
xτ(i) − xτ(j)

xi − xj

=
∏

(i,j)∈Pn

xτ(i) − xτ(j)

xi − xj
×

∏
(i,j)∈Pn

xσ(τ(i)) − xσ(τ(j))

xτ(i) − xτ(j)

= ε(τ)
∏

(i′,j′)∈Z(Pn)

xσ(i′) − xσ(j′)

xi′ − xj′

= ε(τ)ε(σ)

où Z(Pn) désigne l’ensemble des couples où chaque paire n’est représentée qu’une seule fois.

2.2 Action d’un groupe
Définition 2.22. Soit G un groupe et E un ensemble. On définit l’action du groupe G sur
l’ensemble E, l’application :

G× E 7→ E
(g, x) → g.x

qui a les propriétés suivantes :
1. ∀(g1, g2) ∈ G×G, ∀x ∈ E, g1g2x = g1(g2x),
2. ∀x ∈ E, e.x = x.

On dit aussi que E est muni d’une loi de composition externe à gauche à opérateurs dans G.

Définition 2.23. Pour H 6 G, on peut définir l’action de G par translation à gauche sur
QH = (G/H)g.

En effet :

gxH ∈ xH ⇐⇒ gxH = xH

⇐⇒ gx ∈ xH ⇐⇒ g ∈ xHx−1.

On peut préciser le résultat. Avant cela, on rappelle la définition du noyau d’une action :

Définition 2.24. Soient G un groupe et E un ensemble. Soit γ une action de G sur E. On
définit le noyau de l’action :

Ker γ = {g ∈ G, γ(g) = idE}.

Proposition 2.25. Soient un groupe G et H 6 G alors le noyau de l’action γ de G sur
QH = (G/H)g est :

Ker γ = {g ∈ G, g.xH = xH, ∀x}

et c’est le plus grand sous-groupe de G, normal dans G et contenu dans H.
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Proposition 2.26. Soient G un groupe et E un ensemble et soit γ une action de G sur E.
1. Si H / G tel que x−1Hx = H alors Ker γ = H.
2. Si G est simple, G ' Im γ et Ker γ = {e}. Il est « évident » que ⋂x∈G xHx−1 / G.

Proposition 2.27. Si G est un groupe fini d’ordre n = 1, contenant un sous-groupe propre H
tel que [G : H] = k > 1 et n ne divise pas k!, alors G n’est pas simple.
Définition 2.28. Soit G un groupe et E un ensemble. On appelle action de G sur E la donnée
d’un homomorphisme

ρ : G → Per(E)

g 7→ ρ(g) : E → E
x 7→ ρ(g)(x) = g.x

.

Exemples 2.29. 1. Si E est un ensemble ρ : Per(E) → Per(E) induit une action de G =
Per(E) sur E : Si g ∈ Per(E) et x ∈ E, ρ(g)(x) = g.x.

2. E = {1, . . . , n}, Sn agit sur {1, . . . , n}.
3. Si Gn < Sn, le morphisme G → Sn qu’on appelle injection canonique induit une action

de G sur {1, . . . , n}.
4. Soit G un groupe. Le morphisme

γ : G → Per(G)

g 7→ γ(g) : G → G
x 7→ g.x

de représentation régulière à gauche de G induit une action de G sur lui-même.
5. Une action de S4 sur {1, . . . , 6} : Tout élément ω ∈ S4 agit sur les paires {i, j} formées

d’éléments de {1, 2, 3, 4} :

ω({i, j}) = {ω(i), ω(j)}, ω = (1 2 3 4),

1̇ = {1, 2} −→ {2, 3}
2̇ = {1, 3} −→ {2, 4}
3̇ = {1, 4} −→ {2, 1}
4̇ = {2, 3} −→ {3, 4}
5̇ = {2, 4} −→ {3, 1}
6̇ = {3, 4} −→ {4, 1}

On a ω = (1̇ 4̇ 6̇ 3̇)(2̇ 5̇). De façon générale, moyennant ces notations, tout élément ω
agissant sur les paires de {1, 2, 3, 4} s’écrit comme un élément de S6. On a aussi l’action
suivante S4 → S6.

Définition 2.30. Étant donnée une action ρ : G→ Per(E) pour tout x ∈ E, on pose

Oρ(x) = {ρ(g)(x)|g ∈ G} ⊂ E

qu’on appelle l’orbite de x dans l’action de G sur E et

Gρ(x) = {g ∈ G | ρ(g)(x) = x} ⊂ G,

qu’on appelle le fixateur de x dans l’action de G sur E (on a Gρ(x) < G).

g1, g2 ∈ Gρ(x), ρ(g1g2)(x) = ρ(g1) ◦ ρ(g2)(x) = ρ(g1)[ρ(g2)(x)] = ρ(g1)(x) = x.
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Remarque 2.31. Pour s ∈ Per(E) et x ∈ E, on a déjà défini l’orbite de x sous s comme
Os(x) = {sn(x)|n ∈ Z}. En fait, Os(x) correspond à l’orbite nouvellement définie de x dans
l’action < s >

ρ→ Per(E) (injection canonique)

Proposition 2.32. Si G fini, on a

card(Oρ(x)) = |G|
|Gρ(x)|

.

Démonstration. On considère l’application

G 7→ Op(x)
g → ρ(g)(x) .

Elle est
– bien définie (par définition),
– injective (par définition).

On définit pour g1, g2 ∈ G,
g1 ∼ g2 ⇒ ρ(g1)(x) = ρ(g2)(x).

C’est une relation d’équivalence.

g1 ∼ g2 ⇐⇒ ρ(g2)−1ρ(g1)(x) = x

⇐⇒ ρ(g−1
2 g1)(x) = x

⇐⇒ g−1
2 g1 ∈ Gρ(x) ⇐⇒ g1Gρ(x) = g2Gρ(x).

La relation ∼ est une relation d’équivalence associée avec classes à gauche de G modulo son
sous-groupe Gρ(x). On définit l’application :

ϕ : G/.Gρ(x) → Oρ(x)
gGρ(x) 7→ ρ(g)(x) .

– ϕ est bien définie : si g1, g2 sont 2 représentants de la même classe, alors g1 ∼ g2, c’est-à-
dire ρ(g1)(x) = ρ(g2)(x).

– ϕ est surjective : évident.
– ϕ est injective : soient g1Gρ(x), g2Gρ(x) tels que ρ(g1)(x) = ρ(g2)(x). On a donc : g1 ∼ g2,
c’est-à-dire g1Gρ(x) = g2Gρ(x).

⇒ ϕ est donc bĳective d’où

card(Oρ(x)) = card(G/Gρ(x)) = [G : Gρ(x)] = |G|
|Gρ(x)|

.

Proposition 2.33 (Formule des classes). Soit ρ : G → Per(E) une action. On pose, pour
x, y ∈ E, x ∼ y s’il existe g ∈ G tel que y = ρ(g)(x). ∼ est une relation d’équivalence.
Pour tout x ∈ E, la classe d’équivalence de x est Oρ(x). Les classes forment une partition de
l’ensemble E. Si E fini, on déduit :

card(E) =
r∑
i=1

card(Oi) (2.1)

où O1, . . . , Or sont les orbites distinctes.
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Remarque 2.34.

card(Oρ(x)) = 1 ⇐⇒ Oρ(x) = {x} ⇐⇒ ∀g ∈ G, ρ(g)(x) = x.

Définition 2.35. On pose EG = {x ∈ E|ρ(g)(x) = x} ⊂ E qu’on appelle ensemble des points
fixes de l’action. L’égalité (2.1) se réecrit :

card(E) = |Σ|+ card(EG).

où Σ est la somme des cardinaux des orbites de cardinal 2.

Définition 2.36. Une action ρ : G→ Per(E) est dite fidèle si ρ est injectif.

Remarque 2.37. Une définition équivalente à la définition 2.36 est la suivante :

g ∈ G et gx = x, ∀x ∈ E ⇒ g = e.

Exemple 2.38. L’action suivante est fidèle :

γ : G → Per(G)

g 7→ γg : G → G
x 7→ gx

.

On appelle cette action, représentation régulière de G à gauche.

Définition 2.39. ρ est dite transitive s’il n’existe qu’une seule orbite (c’est-à-dire tous les
éléments de E sont dans la même orbite ou c’est-à-dire pour tout x ∈ E, pour tout y ∈ E, il
existe g ∈ G tel que ρ(g)(x) = y.

Exemples 2.40. 1. γ est transtive car si x, y ∈ G, γg(x) = y pour g = yx−1.
2. σ = (1, 2, 3) dans S4. L’action de < σ > sur {1, 2, 3, 4} n’est pas transitive (les orbites

sont {1, 2, 3} et {4}).

Définition 2.41. ρ est dite n-transitive si pour tout (x1, ..., xn) ∈ En tel que les xi sont deux à
deux distinctes et pour tout (y1, ..., yn) ∈ En tel que les yi sont deux à deux distinctes, il existe
g ∈ G tel que gxi = yi, i = 1, ..., n.

Remarques 2.42. 1. Pour n ≥ m ≥ 1, n-transitif ⇒ m-transitive ⇒ 1-transitif (= transi-
tif).

2. Sd est d-transitif (dans son action sur {1, ..., d}) si (x1, ..., xd), (y1, ..., yd) vérifient la condi-
tion de la définition 2.41. L’application σ qui envoie xi sur yi pour i = 1, ..., d est une
permutation de {1, ..., d}.

3.

H = {homographie bĳective}

=
{
z

h−→ az + b

cz + d
| a, b, c, d ∈ C, (c, d) 6= (0, 0)

}
.

H opère sur C ∪ {∞}
ρ : H → Per(C)

h 7→ h : C→ C .

H est bien sûr un groupe et ρ. H est 3-transitif.
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Justification. Soient (a, b, c) ∈ (C∪{∞})3 (avec a, b, c deux à deux distincts) et (a′, b′, c′) ∈
(C∪{∞})3 (avec a′, b′, c′ deux à deux distincts) alors il existe une homographie h tel que :

h(a) = a′,

h(b) = b′,

h(c) = c′.

Définition 2.43. L’action ρ est dite imprimitive si ρ est transitive et il existe une par-
tition de E (non triviale, c’est-à-dire card(Ei) ≥ 2 et i ≥ 2) en sous-ensembles (Ei)i∈I
(automatiquement de même cardinal) qui soit invariante par l’action (de tout élément ρ(g)).
De façon plus explicite, on doit avoir : si g ∈ G, pour tout i ∈ I, si x, y ∈ Ei alors ρ(g)(x) et
ρ(g)(y) sont un même Ej qu’on note Ei(g).

Remarque 2.44. ρ(g) : Ei(g) → Ei est une bĳection.

Exemples 2.45. 1. G =< (123456)︸ ︷︷ ︸
σ

>⊂ S6 opère sur {1, 2, 3, 4, 5, 6}. L’action est :

– transitive,
– imprimitive : on écrit

{1, 2, 3, 4, 5, 6}︸ ︷︷ ︸
E

= {1, 3, 5}︸ ︷︷ ︸
E1

∪{2, 4, 6}︸ ︷︷ ︸
E2

et on a

σ2k+1(E1) = {2, 4, 6} = E2

σ2k+1(E2) = {3, 5, 1} = E1.

σ transforme la partition E1, E2 de E en la partition E2, E1 (c’est-à-dire la même).
2. Soit G un groupe. Soient γ : G→ Per(G) (représentation regulière à gauche) et H < G.

Les classes xH de G modulo H forment une partition de G. Cette partition est invariante
pour tout élément de G : soit g ∈ G, soient x, y ∈ G tel que y ∈ xH. On a gy ∈ gH.
Comme γ est aussi transitive, elle est imprimitive.

Définition 2.46. L’action ρ est dite primitive si ρ est transitive et non imprimitive.

Proposition 2.47. Soient ρ : G→ Per(E) une action transitive et x0 ∈ E. On a ρ imprimitive
si et seulement si il existe un sous groupe de H tel que G(x0) ⊆ H ⊆ G.

Démonstration. (⇒) Soit (Ei)i∈I une partition non triviale de E invariante par l’action.
Soit i0 ∈ I tel que x0 ∈ Ei0 . On pose

H = {g ∈ G, ρ(g)(Ei0) = Ei0} = StabG(Ei0),

et
– H < G,
– Gx0 ⊂ H : soit g ∈ Gx0 c’est-à-dire ρ(g)(x0) = x0 ∈ Ei0 , ce qui entraine ρ(g)(Ei0) = Ei0
car ρ lasse la partition invariante, tous les élémnets images de Ei0 sont dans le même
sous-ensemble de la partition.
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– H 6= G : si H = G alors

ρ(g)(Ei0) = Ei0 pour tout g ∈ G (2.2)

Cela contredit la transitivité de ρ car (2.2)⇒ l’orbite de x0 est contenue dans Ei0 6= E.
– Gx0 6= H. Soit h ∈ G tel que ρ(h)(x0) ∈ Ei0\{x0} (h existe par transitivité de l’action)
h /∈ Gx et h ∈ H (par imprimitivité et par définition de H).

(⇐) On considère les classes à gauche de G modulo H, g1H, ..., gnH et on pose

Ei = {ρ(gih)(x0), h ∈ H}.

On montre que ces Ei, i = 1, ..., n constituent une partition de E.
– Soient i 6= j et h ∈ H,

ρ(gih)(x0) ⇐⇒ ρ(gjh)(x0).

x0 = ρ(gjh)−1(ρ(gih)(x0))
= ρ((gjh)−1(gih))(x0) (car ρ est un morphisme)
= ρ(h−1g−1

j gih)(x0).

Ainsi, h−1g−1
j gih ∈ Gx0 . Comme Gx0 ⊂ H, on a h−1g−1

j gih ∈ H et donc g−1
j gi ∈ H d’où

g−1
j gi = h′ ∈ H, soit gi = gjH, d’où gi et gj sont dans la même classe. Ce qui contredit
l’hypothèse giH 6= gjH. Donc Ei ∩ Ej = ∅.

– ⋃
i=1 Ei = E.

(⊃) Soit x ∈ E. Par transitivité (ρ est transitive par hypothèse), il existe g ∈ G tel
que ρ(g)(x0) = x. L’élément g ∈ G est une classe à gauche giH, pour i ∈ {1, . . . , n}
car giH forment une partition de G, donc s’écrit g = gih pour un h ∈ H. D’où,

x = ρ(g)(x0) = ρ(gih)(x0) ∈ Ei.

– La partition de E en la réunion des Ei est invariante par l’action. Soit g ∈ G

ρ(g)(Ei) = {ρ(ggih)(x0), h ∈ H}

et
Ei = {ρ(gih)(x0), h ∈ H}.

Quand h décrit H, gih décrit giH et ggih décrit la classe ggiH qui est une des classes
giH où i = 1, ..., n. Disons ggih = gkH. Alors ρ(g)(Ei) = Ek. ρ(g) permute les ensembles
E1, ..., En.

– La partition est non triviale : soient h1Gx0, ..., hmGx0 la liste des classes à gauche de
H modulo Gx0 . Ces classes forment une partition de H, donc pour un h ∈ H, on peut
écrire : h ∈ hiγ avec γ ∈ Gx0 . Donc pour un gk, représentant d’une classe de H, on a :

ρ(gkh)(x0) = ρ(gkhiγ)(x0) = ρ(gk)ρ(hi)(x0) = ρ(gkhi)(x0).

Donc lorsque h parcourt H, ρ(gih)(x0) sera égal à l’un des ρ(gihj) (d’où m possibilités).
Donc

Ei = {ρ(gihj)(x0), j = 1, ...,m}.
Si j 6= j′,

ρ(gihj)(x0) 6= ρ(gihj′)(x0)
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car sinon
(gihj)−1(gihj) ∈ Gx0 et h−1

j hj ∈ Gx0.

Contradiction. Donc, s’il existe au moins deux hi distincts de deux classes différentes,
alors Ei a au moins deux éléments distincts. Voyons que c’est effectivement le cas :

card(Ei) = m = [H : Gx0 ]

d’après l’explication ci-dessus, quand h parcourt H. Chaque Ei contient autant d’élé-
ment qu’il y a de classes modulo Gx0 , soit m éléments.

= |H|
|Gx0|


6= 1 car H ) Gx0 par hyp. Donc card(Ei) ≥ 2
6= card(E) car cardE = [G : Gx0] = |G|

|Gx0| et que |H| 6= |G|
toujours par hypothèse. Donc card(I) ≥ 2.

.

On a donc les deux critères d’une parition non triviale : card(Ei) ≥ 2 et card(I) ≥ 2.

Proposition 2.48. Soit ρ : G → Per(X) une action et soit x ∈ X. Alors ρ est imprimitive
⇐⇒ il existe H un sous-groupe de G tel que G(x) ( H ( G.

Remarque 2.49. La condition ne dépend pas de x. Soit x′ ∈ X, il existe σ ∈ Per(X) tel que
σ(x) = x′. Alors G(σ(x)) = σG(x)σ−1.

Démonstration. (⊃) Si τ ∈ G(x) c’est-à-dire si τ.x = x soit ρ(τ)(x) = τ

(στσ−1)(σ(x)) = σ(x).

Donc στσ−1 ∈ G(σ(x)).
(⊂) Il faut écrire (⊃) pour σ−1 à la place de σ. Si G(x) ( H ( G alors G(x′) ( σHσ−1 ( G.

Exemple 2.50. Soit γ : G→ Per(G) une représentation regulière à gauche. Si x ∈ G :

G(x) = {g ∈ G | gx = x} = {1}.

L’action est imprimitive d’après le critère de la proposition 2.48, il suffit de montrer H < G tel
que

{1} ( H ( G,

ce qui est possible sauf si |G| premier.

Démonstration. Si |G| n’est pas premier, disons |G| = d, il existe r|d et il existe x tel que

| < x > | = r,

sinon ∀x, l’ordre de | < x > | = d⇒ (xr)d/r = e

| < xr > | = d/r < d,

(contradiction).
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Proposition 2.51. Soit ρ : G → Sn une action (on suppose ρ transitive). ρ est 2-transitive
⇐⇒ G(1) agit transitivement sur {2, ..., n− 1}.

Proposition 2.52. Soit ρ : G→ Sn une action. on a ρ 2-transitive ⇒ ρ primitive.

Démonstration de la proposition 2.51. (⇒) Il s’agit de montrer : pour tout j ∈ {2, ..., n−1},
il existe g(1) ∈ G tel que g(2) = j, c’est-à-dire :

g(1) = 1, g(2) = j.

Ce qui est possible par définition 2.41 (de la 2-transitivité).
(⇐) Il s’agit de démontrer pour tout (a, b) avec a, b ∈ {1, ..., n}, a 6= b, il existe g ∈ G tel
que  g(1) = a,

g(2) = b.
.

L’action est transitive donc il existe g ∈ G tel que g(1) = a. Soit g(2) = b′. Par hypothèse,
G(1) agit transitivement sur {2, ..., n − 1} dont il existe g′ ∈ G(1) tel que g′(b′) = b. On
a :  g′g(1) = g′(a) = a

g′g(2) = g′(b′) = b
.

Démonstration de la proposition 2.52. On suppose que ρ 2-transitive.
• ρ est transitive.
• Si ρ est imprimitive, il existe une partition (Ei)i∈I non triviale qui soit invariante par
l’action .Soient a, b ∈ Ei0 , a 6= b, Par la 2-transitivité, il existe g ∈ G tel que g(a) ∈ Ei0
et g(b) 6∈ Ei0 .
Ce qui contredit l’imprimitivité.

Proposition 2.53. Soit ρ : G ⊂ Sn → Sn action transitive. On suppose que G est engendré
par des cycles de longueur première. Alors l’action est primitive.

Démonstration. Supposons ρ imprimitive : il existe une partition (Xi)i∈I de {1, ..., d} invariante
par l’action. Soit g un cycle dans g, soit i ∈ {1, ..., n} quelconque. Supposons g(Xi) 6⊂ Xi alors
il existe xi ∈ Xi tel que g(xi) /∈ Xi. Par imprimitivité, on a :

g(x) /∈ Xi pour tout x ∈ Xi

et donc Xi ⊂ supp(g) car il n’y a aucun point fixe.
Supposons g(X1) 6⊂ X1, ce qui entraine, d’après ci-dessus, que :

X1 ⊂ supp(g) (2.3)

Soit i 6= 1, on a soit :
g(Xi) 6= Xi (2.4)

ou bien
g|Xi = id (2.5)

En effet, si g(Xi) = Xi et g|Xi 6= id, c’est-à-dire il existe x ∈ Xi tel que g(x) 6= x. Alors

supp(g) = g�(x) = {x, g(x), g2(x), . . . , gk(x)} ⊂ Xi car g est un cycle (2.6)



2.2. Action d’un groupe 33

On en déduit de (2.3) et (2.6) que X1 ⊂ Xi. Contradiction avec {Xi}i, partition de {1, . . . , d}.
Montrons maintenant (2.5) : si g(Xi) 6= Xi alors, par imprimitivité, Xi ⊂ supp(g) et si

g|Xi = id alors Xi ∩ supp(g) = ∅. Donc on a soit g(Xi) 6= Xi, soit g|Xi = id.
Conclusion : supp(g) est réunion d’un certain nombre ≥ 1 de Xi :

| supp(g)| = d = k|Xi| où d est premier

Si g est cycle de longueur un nombre premier, cela ne peut pas se produire. Contradiction dans
ce cas.

On obtient donc :

g(Xi) ⊂ Xi pour tout g cycle de longueur un nombre premier

g(Xi) ⊂ Xi pour tout g ∈ G
Ce qui contredit la transitivité de l’action. Donc ρ est primitive.

Définition 2.54. Deux actions ρ : G→ Per(X) et ρ′ : G→ Per(X ′) sont dites équivalentes si
« les actions sont les mêmes à la numérotation près des éléments de l’ensemble » c’est-à-dire
il existe une bĳection γ : X → X ′ tel que pour tout g ∈ G, ce diagramme :

X
ρ(g) //

γ

��
	

X

γ

��
X ′

ρ′(g)
// X ′

commute c’est-à-dire :
ρ′(g) ◦ γ = γ ◦ ρ(g)

(ou autrement si ρ(g)(x) = y alors ρ′(g)(γ(x) = γ(y))).

Soit G un groupe et soit H < G. On a déjà introduit l’action :

Tγ : G → Per(G/H)

g 7→ γ(g) : G/H → G/H
xH 7→ gxH

Cette fonction est transitive (dite de translation à gauche sur le classes à gauche).

Proposition 2.55. Réciproquement si ρ : G → Per(X) est une action transitive alors ρ est
équivalente à l’action Tγ précédente pour H = Gρ(x) (où x ∈ X).

Démonstration. On pose :
γ : G/G(x) → X

gG(x) 7→ ρ(g)(x)
On vérifie que γ est :
• bien définie. Si g et g′ sont dans la même classe : g−1g′ est dans Gx. Donc

ρ(g−1g′)(x) = x ⇐⇒ ρ(g−1)ρ(g′)(x) = x

⇐⇒ ρ(g−1)(ρ(g′)(x)) = x ⇐⇒ ρ(g′(x)) = ρ(g)(x),

en composant à gauche par ρ(g). Or : γ(g(G(x)) = ρ(g)(x) et γ(g′(G(x))) = ρ(g′)(x) et
ces images sont égales d’après ci-dessus, d’où γ est bien une application.
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• injective :
ρ(g)(x) = ρ(g′)(x) ⇐⇒ g−1g′ ∈ G(x) g ∈ G

surjective (transitivité).

G/G(x)
γ

��
	

T (g) // G/G(x)
γ

��
X

ρ(g)
// X

ρ′(g) ◦ γ = γ ◦ ρ(g)

Soit g′G(x) ∈ G/G(x)

ρ(g) ◦ γ(g′G(x)) = ρ(g)(ρ(g′)(x) = ρ(gg′)(x)

γ ◦ T (g)(g′G(x)) = γ(gg′G(x)) = ρ(gg′)(x)

Définition 2.56 (Action par conjugaison). Soit G un groupe. L’application

C : G → Per(G)

g 7→ Cg : G → G
x 7→ gxg−1

définit une action de G sur lui-même.

En effet, Cg est bĳective car (Cg)−1 = Cg−1 . g → Cg morphisme car

Cg1g2 = Cg1 ◦ Cg2 .

En effet,

Cg1g2 = g1g2x(g1g2)−1

= g1(g2xg
−1
2 )g−1

1 = Cg1 ◦ (Cg2)(x).

Remarque 2.57. Cg ∈ Aut(G)

Cg(xy) = gxyg−1

= gxg−1gyg−1 = Cg(x)Cg(y)

Pour x ∈ G,
O(x) = orbite de x = {gxg−1, g ∈ G},

classe de conjugaison de x dans G ;

Gx = fixateur de x = {g ∈ G, gxg−1 = x},

commutant de x dans G. On a si G fini

card(O(x)) = |G|
|Gx|
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Classes de conjugaison de Sn

Soit w ∈ Sn, la classe de conjugaison de w est

{gωg−1, g ∈ Sn}.

Définition 2.58. On dit que w est de type 1r12r2 ...nrn si dans la décomposition de w en produit
de cycles à supports disjoints figurent

r1 points fixes,
r2 cycle de longueur 2,
...
rn cycle de longueur n.

Exemple 2.59.
w = (123)(45)(6789)(12 13 14)

est de type 12213241.

Proposition 2.60. Deux permutations w,w′ ∈ Sn sont conjuguées si et seulement si w et w′
ont le même type de décomposition en cycles à supports disjoints

Exemple 2.61 (Dans S8).

22.3.1 = {produits 2-transpositions, un 3-cycle, un point fixe}

est une classe de conjugaison de S8.

Lemme 2.62. Si c = (x1, ..., xn) et g ∈ Sn alors

gcg−1 = (g(x1), ..., g(xn)).

Démonstration de la proposition 2.60. (⇒) On suppose

w′ = gwg−1 avec g ∈ Sn.

w s’écrit
w =

∏
i=1

ci,

où les ci sont des cycles de longueur ri à supports disjoints. On obtient

w′ = gwg−1 = g
∏
i=1

cig
−1

=
∏
i=1

gcig
−1 → cycle de longueur ri. (2.7)

Les cycles gcig−1 de la forme (g(x1), . . . , g(x2)) sont de support g(supp(ci)) qui sont
disjoints car g est bĳective et les xi sont distincts. Conclusion : (2.7) est la décomposition
de w′ en cycle à supports disjoints. Elle est de même type que celle de w.
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(⇐) On suppose que w et w′ sont de même type. On peut donc écrire

w =
∏
i=1

ci où les ci sont des cycles à support disjoints,

w′ =
∏
i=1

c′i où les c′i sont des cycles à support disjoints,

et où pour chaque i ∈ I, ci et c′i sont des cycles de même longueur. On pose

ci = (xi1 , xi2 , ..., xini︸ ︷︷ ︸
ni éléments

),

c′i = (x′i1 , x
′
i2 , ..., x

′
ini

).

On définit un élément g ∈ Sn par
g(xij) = x′ij ,

pour tout i ∈ I, pour tout j = 1, ..., ni.
Exemple 2.63.

w = (123)(45),
w′ = (341)(25),

g =
(

1 2 3 4 5
3 4 1 2 5

)
.

En utilisant le lemme 2.62, on obtient :

gwg−1 = g

(∏
i=1

ci

)
g−1 =

∏
i=1

gcig
−1

=
∏
i=1

g(xi1 , ..., xini )g
−1

=
∏
i=1

(g(xi1), ..., g(xini ))

=
∏
i=1

(x′i1 , x
′
i2 , ..., x

′
ini

)

=
∏
i=1

c′i = w′.

Conclusion : gwg−1 = w′.

2.3 Produit semi-direct
On se donne deux groupes G et H et une action ρ : G→ Aut(H).

Définition 2.64. Le produit semi-direct H oG est l’ensemble H ×G muni de la loi

(h.g).(h′, g′) = (hρ(g)(h′), gg′) ∈ H ×G.

On obtient aussi un groupe.

Vérification. – loi interne,
– élément symétrique,
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– élément neutre (ρ est un automorphisme donc ρ(g)(e) = e),
– associativité

((h.g).(h′, g′)).(h′′, g′′) = (hρ(g)(h′).ρ(gg′)′h′′), (gg′)g′′)
(h, g).((h′, g′).(h′′, g′′)) = (h.g).(h′ρ(g′)(h′′), g′g′′)

= (hρ(g)(h′ρ(g′)(h′′), g(g′g′′)).

On a que ρ(g) est un automorphisme donc

ρ(g)(h1h2) = ρ(g)(h1)ρ(g)(h2).

Ainsi,

ρ(g)(h′ρ(g′)(h′′)) = ρ(g)(h′)ρ(g)(ρ(g′)(h′′))
= ρ(g)(h′)ρ(gg′)(h′′).

On a ainsi que le symétrique est :

(h, g)−1 = (ρ(g−1)(h−1), g−1).

Remarques 2.65. 1. H oG n’est pas commutatif.
2. Le produit direct H ×G correspond au produit semi-direct où G→ Aut(H) est l’action

triviale, c’est-à-dire ρ(g) = idH .

Exemple 2.66 (groupe diédral). Dn = Z/nZ o Z/2Z, avec l’action

ρ : Z/2Z 7−→ Aut(Z/nZ)
0̇ −→ id
1̇ −→ − id
ṡ −→ (−1)s id .

(m, s)(m′, s′) = (m+ (−1)sm′, s+ s′).

Application pour n = 7 :

(3, 1)(2, 1) = (3− 2, 1 + 1) = (1, 0)
(2, 1)(3.1) = (2− 3, 1 + 1) = (6, 0).

Proposition 2.67. 1. L’application

i : H → H oG
h 7→ (h, 1)

est un isomorphisme de H sur un sous-groupe distingué H ′ de H oG.
2. L’applcation

j : G → H oG
g 7→ (1, g)

est un isomorphisme de G sur un sous-groupe G′ de H oG.
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3. L’application
ρ2 : H oG → G

(h, g) 7→ g

est un morphisme surjectif.
4. De plus, on a :

H oG = H ′G′,

avec H ′ est un sous groupe distingué de HoG, G′ est un sous-groupe de HoG, H ′∩G′ =
{1} et

j(g)i(h)j(g)−1 = i(ρ(g)(h)) pour g ∈ G, h ∈ H.

Démonstration. 1. On montre que i, j et ρ2 sont des morphismes :
(a) Pour l’application i :

i(hh′) = (hh′, 1),
i(h)i(h′) = (h, 1)(h′, 1) = (hρ(1)(h′), 1.1) = (hh′, 1).

(2.8)

(b) Pour l’application j, faire la même chose que (2.8).
(c) Pour l’application ρ2,

ρ2((h, g)(h′, g′)) = ρ2(hρ(g)(h′), gg′) = gg′

= ρ2((h, g))ρ2((h′, g′)).

(d) Par contre ρ1 n’est pas un morphisme :

ρ1((h, g)(h′g′)) = ρ1(hρ(g)(h′), gg′)
= hρ(g)(h′)
6= hh′ = ρ1(h, g)ρ1(h′, g′).

2. (a) On montre que i et j sont injectives :

H ' i(H) = H ′ < H oG,

G ' j(G) = G′ < H oG.

(b) On montre que ρ2 est surjective.
3. On montre que H ′ est un sous-groupe distingué de HoG. Soit (h, 1) ∈ H ′ tel que h ∈ H.

Soit (k, g) ∈ H oG avec k ∈ H et g ∈ G). On veut montrer que (k, g)(h, 1)(k, g)−1 ∈ H ′.

(k, g)(h, 1)(k, g)−1 = (k, 1)(1, g)(h, 1)
(
(k, 1)(1− g)

)−1

= (k, 1)(1, g)(h, 1)(1, g)−1(k, 1)−1

= (k, 1)(ρ(g)(h), g)(1, g−1)(k, 1)−1

= (k, 1)(ρ(g)(h), 1)(k, 1)−1 ∈ H ′.

D’autre part, le calcul montre que

j(g)i(h)j(g)−1 = i(ρ(g)(h)),

donc H ′ / H oG.
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4. Reste à voir que

H ′ ∩G′ = {(1, 1)} (par définition),
H oG = H ′G′. (2.9)

(2.9)—(⊃) évident.
(2.9)—(⊂) (h, g) = (h, 1)(1, g).

Remarques 2.68. 1.

H
i // H ′ ⊂ H ×G ⊃ G′ G

joo

h
� // (h, 1) (1, g) g�oo

.

2. On identifie H à H ′ (h à i(h), i à une inclusion) et G à G′ (g à j(g), j à une inclusion).
3. Tout élément (h, g) ∈ H oG s’écrit

(h, g) = (h, 1)(1, g) = hg.

4. j(g)i(h)j(g)−1 = i(ρ(g)(h)) donc

ghg−1 = ρ(g)h.

5. Le produit
(h, g)(h′, g′) = (hρ(g)(h′), gg′)

se réécrit
hg.h′g′ = hρ(g)(h′).gg′ = h(gh′g−1)gg′.

Définition 2.69. On appelle suite exacte (courte), la donnée

1 i // H
f // G

g // K
ρ // 1 , (2.10)

où H,G,K sont des groupes, 1 = {1}, i ∈ Hom(1, H) avec i(1) = 1, ρ ∈ Hom(K, 1) avec
ρ(k) = 1, f ∈ Hom(H,G), g ∈ Hom(G,K) et où l’image d’un morphisme est le noyau du
morphisme suivant :

f(H) = Ker(g)⇒ g ◦ f = 1,
i(1) = Ker(f) ⇐⇒ f injective,
g(G) = Ker(ρ)⇒ g injective.

Exemples 2.70. 1. Si K/ G, on a la suite exacte suivante :

1 // K // G // G/K // 1 .

2. Si G opère sur H, on a la suite exacte suivante :

1 // H
i // GoH

ρ2 // G // 1 ,

avec
i(H) = H ′, G = Ker(ρ2), (h, g) ρ2−→ g.
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Définition 2.71. Étant donnée une suite exacte (2.10), on appelle section un morphisme s :
G→ E tel que ρ ◦ s = idG. La suite exacte est dites scindée s’il existe une section.

Remarque 2.72. Le morphisme ρ est surjectif, donc pour g ∈ G, il existe un antécédent sg ∈ E
de g par ρ (on a ρ(sg) = g). La correspondance :

g → sg

n’est une section que si
sgg
′ = sgsg′ (morphisme).

Exemples 2.73. 1. Soit ρ : G→ Aut(H) donnée par la suite exacte suivante :

1 // H // H oG
ρ

44 G
sqq

// 1 .

Plus précisément,
ρ : H oG → G

(h, g) 7→ g

et s un morphisme :
s : G → H oG

g 7→ (1, g) .

s est une section.
2. Exemple d’une suite exacte non scindée. Soit la suite exacte suivante :

0 // 2Z/4Z // Z/4Z ρ // Z/2Z // 0 .

Supposons qu’il existe une section s : Z/2Z→ Z/4Z

0 s // 0 ρ // 0

1 // 2 // 0 6= 1

La deuxième ligne se justifie par :

s(1 + 1) = s1 + s1 = 4.

On aboutit ainsi à une contradiction.

Remarque 2.74. Une section s : G→ E est toujours injective si s(g) = 1E alors

ρ(s(g)︸ ︷︷ ︸
=g

) = ρ(1E) = 1G,

d’où Ker(s) = {1G}.

Proposition 2.75. Étant donnée une suite exacte,

1 // H
ϕ // E

ψ // G // 1 ,

les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) il existe une section s : G→ E,
(ii) il existe une action ρ : G → Aut(H) et un isomorphisme θ : E → H o G qui rend

commutatif le diagramme suivant :

E

θ

��

ψ ))
H

ϕ ##GGGGGGGGG

i

;;vvvvvvvvvv
G

s
ii

j

��
H oG

ρ

BB

avec
ρ ◦ θ = ψ et θ−1 ◦ ϕ = i.

Démonstration. (ii) ⇒ (i) On pose s = θ−1 ◦ j.
– s ∈ Hom(G,E)
–

ψ ◦ s = ψ ◦ (θ−1 ◦ j)
= (ψ ◦ θ−1) ◦ j
= ρ ◦ j = idG .

(i) ⇒ (ii) On définit une action ρ : G→ Aut(H) par ρ(g)(h) = s(g)hs(g)−1, avec g ∈ G et
h ∈ H. Autrement dit ρ(g) est la conjugaison sur H par s(g) (où on identifie h ∈ H à
ϕ(h) ∈ G). On a bien

ρ(g)(H) = H,

c’est-à-dire s(g)Hs(g)−1 = H car H = Ker(ψ) / E. On considère H oG et on définit :

θ : E → H oG
x 7→ θ(x) = (x(s(ψ(x))−1), ψ(x)) ,

avec ψ(x) ∈ G et x(s(ψ(x)))−1 ∈ H = Kerψ1. On montre que θ est un morphisme,
c’est-à-dire θ(x1x2) = θ(x1)θ(x2).

θ(x1x2) =
(
x1x2(s(ψ(x1x2)))−1, ψ(x1x2)

)
,

θ(x1)θ(x2) =
(
x1(s(ψ(x1)))−1, ψ(x1)

)
.
(
x2(s(ψ(x2)))−1, ψ(x2)

)
=
(
x1s(ψ(x1))−1.s(ψ(x1))x2(ψ(x1))−1s(ψ(x2))−1, ψ(x1)ψ(x2)

)
=
(
x1x2s(ψ(x1))−1s(ψ(x2))−1, ψ(x1)ψ(x2)

)
.

Or

x1x2s(ψ(x1))−1s(ψ(x2))−1 = x1x2(s(ψ(x2)ψ(x1)))−1 et ψ(x1x2) = ψ(x1)ψ(x2).
1En effet (en rappelant que ψ(s(x)) = x),

ψ(xs(ψ(x))−1) = ψ(x).ψ(s(ψ(x)))−1

= ψ(x)ψ(x)−1 = 1.
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Donc : θ est un morphisme, on montre maintenant qu’il est bĳectif. θ a pour réciproque

θ′ : H oG → E
(h, g) 7→ hs(g)

qui lui aussi est un morphisme :

θ′
(
(h1, g1), (h2, g2)

)
= θ′(h1s(g1)h2s(g1)−1, g1g2)
= h1s(g1)h2s(g1)−1.s(g1g2)
= h1s(g1)h2s(g2)
= θ′

(
(h1, g1)

)
θ′
(
(h2, g2)

)
.

En effet,

θ′ ◦ θ(x) = θ′(x(s(ψ(x)))−1, ψ(x))
= xs(ψ(x))−1xsψ(x) = x

θ ◦ θ′(h, g) = θ(hs(g)) =
(
hs(g)s(ψ(hs(g)))−1, ψ(hs(g))

)
=
(
hs(g)s(ψ(s(g)))−1, ψ(s(g))

)
= (h, g).



Chapitre 3

Théorèmes de Sylow

3.1 p-groupes
Définition 3.1. Pour p un nombre premier, un p-groupe 6= {1} est un groupe dont l’ordre est
une puissance de p.

Proposition 3.2. Soit P un p-groupe. Si P opère sur un ensemble X fini alors si

Xp = {points fixes de l’action},

on a
card(Xp) ≡ card(X) (mod p).

Démonstration. Utiliser la formule des classes.

Corollaire 3.3. Le centre d’un p-groupe P est 6= {1}.

Démonstration. On considère l’action

ρ : P → Per(P )

g 7→ Cg : x → gxg−1

p 7→ p
.

La proposition 3.2 donne
card(P ) ≡ card(Z(p)) (mod p),

d’où card(Z(G)) = 0 (mod p). Comme 1 ∈ Z(G), on a card(Z(G)) = p.

Proposition 3.4. Soient G un p-groupe et H un sous-groupe d’indice p. Alors G B H.

Démonstration. On considère l’action

ρ : G → Per(G/H)
g 7→ ρ(g) : xH → gxH

où H = Ker ρ.

Par translation à gauche sur les classes à gauche modulo H :

G/Ker(P ) ' ρ(G) ⊂ Per(G/H) ' SP .

Donc :
card(G/Ker(ρ)) = pα|p!

43
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et donc pα−1|(p− 1)! que donne :

α− 1 = 0 ⇐⇒ α = 1.

Donc :
card(G/Ker(ρ)) = p = card(G/H). (3.1)

Or Ker(ρ) ⊂ H. Combiné à (3.1) qui se réécrit card(H) = card(Ker ρ), cela donne :

H = Ker(ρ) / G.

On peut ajouter une précision par rapport à (3.1) : Z(G) contient un élément d’ordre p.

Démonstration. Soit z ∈ Z(G) tel que z 6= 1. Cet élément z est d’ordre pβ avec β ≥ 1. Posons
alors x = zp

β , alors x ∈ Z(G) et est d’ordre p.

Proposition 3.5. Soit G un p-groupe d’ordre pn. Alors il existe une suite de sous-groupe

{1} = G0 ⊂ G1 ⊂ ... ⊂ Gn = G

tel que card(Gi) = pi, pour i = 0, 1, ..., n et Gi / G.

Démonstration. On fait une démonstration par récurrence sur n.
– Pour n = 0, on a G = {1}.
– Supposons n ≥ 0. D’après le corollaire 3.3, il existe x ∈ Z(G) tel que x est d’ordre p. On
a : < x > /G (car x ∈ Z(G)). Le groupe G/ < x > est d’ordre pn−1. D’après l’hypothèse
de récurrence, il existe une suite :

{1} = H0 ⊂ H1 ⊂ ... ⊂ Hn−1 = G/ < x >

de sous-groupes de G/ < x > tel que card(Hi) = pi et Hi /G/ < x > pour i = 0, ..., n−1.
Notons s : G→ G/ < x > la surjection canonique. On pose :

Gi = s−1(Hi−1), i = 1, ..., n.

Posons G0 = {1}. On a ainsi
G0 ⊂ G1 ⊂ ... ⊂ Gn

tel que Gi / G pour i = 1, ..., n.

s−1(Hi−1) / s−1(G/ < x >) ⇐⇒ Hi−1 / G/ < x > .

On cherche maintenant card(Gi) pour i = 1, .., n. On a Gi = s−1(Hi−1), c’est-à-dire
s(Gi) = Hi−1 ⇒ Gi/ < x >= Hi−1. Donc card(Gi) = card(Hi−1). < x >= pi−1p = pi.

Proposition 3.6. Soit G un p-groupe d’ordre pn. Soit s < n et H un sous-groupe d’ordre ps.
Alors il existe un sous-groupe K d’ordre ps+1 tel qe K ⊃ H.

Démonstration. La preuve de cette proposition se fait par réccurrence sur n. Au rang n = 0 et
n = 1, la propriété est vraie. Soit G d’ordre pn+1, soit s < n + 1 et soit H un sous-groupe ps.
Il existe x ∈ Z(G) d’ordre P .
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1er cas Si x /∈ H alors H < x > est un sous-groupe (car x ∈ Z(G)) qui contient H et est
d’ordre :

card(H) < x >

card(H∩ < x >) = psp

1 .

2ème cas Si x ∈ H, on a :

H < x > / < x >' H/(H∩ < x >) = H/ < x > sous-groupe de G/ < x >,

card(H/ < x >) = ps−1, card(G/ < x >) = pn+1−1 = pn,

et s−1 < n. D’après l’hypothèse de réccurrence, il existe un sous-groupe H/ < x >< G <
x > (où H < G et H ⊃< x >) tel que H/ < x >⊂ H/ < x > et card(H/ < x >) = ps.
On a ainsi H < G, H ⊃ H et :

card(H) = ps.p = ps+1.

3.2 Théorèmes de Sylow
Soit p un nombre premier.

Définition 3.7. Si G est un groupe fini d’ordre mpn où p - m, on appelle sous-groupe de Sylow
de G, H un sous-groupe de G d’ordre pn.

Théorème 3.8 (Théorèmes de Sylow). Soit p | card(G),
1. il existe au moins un p-sous-groupe de Sylow ;
2. tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow ;
3. tous les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués (c’est-à-dire si S et S ′ sont des p-Sylow,

il existe g ∈ G tel que s′ = gsg−1) ;
4. Le nombre de p-sous-groupes de Sylow divise m et est congru à 1 modulo p.

3.3 Applications
Théorème 3.9 (Cauchy). Soit G un groupe fini arbitraire, si p| card(G) alors il existe g ∈ G
d’ordre p.

Démonstration. On a card(G) = pkm avec k ≥ 1 et p - m. Soit un S un p-sylow d’ordre pk.
Soit y ∈ S, y 6= 1, y est d’ordre pl avec l ≤ k. Alors g = yp

(l−1) est d’ordre p.

Théorème 3.10. Soient p et q deux nombrees premiers tel que p > q. Soit G un groupe d’ordre
pq. Alors G est isomorphe au produit semi-direct d’un sous-groupe dinstingué H d’ordre p et
d’un sous-groupe K d’ordre q. En particulier, G n’est pas un groupe simple (car H / G).

Démonstration. Le nombre de p-Sylow de G ≡ 1 mod p et divise q. Donc c’est 1 (puisque p > q).
Il existe un unique p-Sylow noté Sp. Il est automatiquement distingué1. On pose H = Sp et on

1En effet si g ∈ G, gSP g−1 est un p-Sylow et donc

gSpg
−1 = Sp.



46 Chapitre 3. Théorèmes de Sylow

choisit un q-Sylow K. Alors HK est un sous-groupe d’ordre card(H) card(K)/ card(H ∩K) =
pq. Donc G = HK. On a une suite exacte

1 // H // HK 11 HK/H
srr // 1

et HK/H ' K/(H ∩K) = K. L’isomorphisme s : HK/H → K ⊂ HK est une section de la
suite exacte. D’après la proposition 2.75,

HK ' H oKH/H ' H oK.

Théorème 3.11. Soient G un groupe fini et S un p-Sylow. On défint NorG(S), le normalisateur
de S dans G :

NorG(S) = {g ∈ G, gSg−1 = S}.

On a :
– S ⊂ NorG(S),
– NorG(S) = G ⇐⇒ S C G,
– NorG(S) est un sous-groupe de G.
– De plus, NorG(S) est le plus grand sous-groupe de G qui contient S et dans lequel S est

distingué.
Ainsi :

NorG(NorG(S)) = NorG(S).

Démonstration. – NorG(S) ⊂ NorG(NorG(S)).
– Soit n ∈ NorG(NorG(S)),

nSn−1 ⊂ nNorG(S)n−1 car S ⊂ NorG(S),
⊂ NorG(S).

Le sous-groupe S est un p-Sylow de G qui est contenu dans NorG(S). S est donc aussi un
p-Sylow de NorG(S).

S ⊂ NorG(S) ⊂ G,

avec
– S est d’ordre pk,
– NorG est d’ordre pk′m′ avec k′ ≤ k,
– card(G) = pkn.

Nécessairement k′ = k et S p-Sylow de NorG(S). De même, nSn−1 est un p-Sylow de NorG(S).
D’après les théorèmes 3.8 de Sylow, S et nSn−1 sont conjugués dans NorG(S), c’est-à-dire
il existe h ∈ NorG(S) tel que nSn−1 = hSh−1 ou encore h−1nS(h−1n)−1 = S donc h−1n ∈
NorG(S). En conclusion

n = h.h−1n ∈ NorG(S),

donc n ∈ NorG(S).
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Groupes abéliens, groupes nilpotents,
résolubles

4.1 Groupes abéliens
Proposition 4.1. Soit G un groupe abélien d’ordre m = pα1

1 ...pαrr . Alors G est isomorphe au
produit direct de ses p-sylows Si pour i = 1, ..., r. De plus, si

mi : G → G
g 7→ pαii g

,

Si = Ker(mi) =
∏
j 6=i

p
αj
j

G.
Démonstration. (⊃) On veut montrer que Ker(mi) ⊂ Si. L’inclusion est claire, d’après la

proposition 1.17 et la remarque 1.18 car pour un élément h ∈ ∏j 6=i pjαj, on a que l’image
de h par mi vaut :

pαii =
∏
j 6=i

p
αj
j

 g = |G|g = 0.

(⊃) On veut montrer que Si ⊂ Ker(mi). L’inclusion est claire car |Si| = pαii .
Soit Gi = Ker(mi), on considère :

φ : G1 × ...×Gr → G
(g1, ..., gr) 7→ g1 + ...+ gr

.

– φ est un morphisme.
– φ est injective : soit (g1, .., gn) ∈ Ker(φ) c’est-à-dire g1 + ...+ gr = 0. On multiplie pour
i par ∏j 6=i p

αj

j . On obtient ∏
j 6=i

p
αj
j gi = 0.

car pour k 6= i, gk ∈ Gk donc s’écrit :∏
j 6=k

p
αj
j g
′, où g′ ∈ G,

alors en multipliant par ∏j 6=i p
αj
j , chaque terme autre que celui en i, contiennent le∏

1≤j≤r p
αj
j g
′, qui vaut 0, d’après la remarque 1.18. On sait aussi pαii gi = 0 car gi ∈

Ker(mi), avec mi(g) = pαii g. Par Bezout, il existe ui, vi ∈ Z tel que

ui
∏
j 6=i

p
αj
j + vip

αi
i = 1.
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Cela donne 1gi = 0 + 0,
gi = 0, i = 1, ..., r,

donc Ker(φ) = {(0, 0, . . . , 0)}.
– φ surjectif : les nombres ∏j 6=1 p

αj
j , ∏j 6=2 p

αj
j , . . ., ∏j 6=r p

αj
j sont premiers entre eux. Il

existe donc u1, .., ur ∈ Z tel que

u1
∏
j 6=1

p
αj
j + · · ·+ ur

∏
j 6=r

p
αj
j = 1.

Ce qui donne pour tout g ∈ G,

g = u1
∏
j 6=1

p
αj
j g + · · ·+ ur

∏
j 6=r

p
αj
j g.

Or pour i = 1, .., r. ∏
j 6=i

p
αj
j

 g ∈ Gi = Ker(mi), (4.1)

car pαii
(∏

j 6=i p
αj
j

)
.g = |G|g = 0. D’où φ est surjectif. Ainsi φ est un isomorphisme.

(4.1) prouve également Gi ⊂
(∏

j 6=i p
αj
j

)
G. En effet, pour gi ∈ Gi, (4.1) s’écrit :

gi = 0 + · · ·+ 0 +
∏
j 6=i

p
αj
j

 g + 0 + · · ·+ 0,

d’où gi ∈
(∏

j 6=i p
αj
j

)
G. Donc G ' G1 × · · · × Gr. Reste à montrer que Gi ⊂ Si. On sait

que Si ⊂ Gi et |Si| = pαii . S’il existe i0 tel que Si0 ⊂ Gi0 , on a :

|G| = |G1 × ...×Gr| > pα1
1 . . . pαrr = |G|.

car un Gi0 contient strictement un Si0 , et Si est de cardinal pαii pour tout i. D’où la
contradiction donc Gi = Si pour tout i.

Définition 4.2. On dit qu’un groupe fini est nilpotent s’il est isomorphe au produit direct de
ses p-Sylows ou de façon équivalente s’il est isomorphe à un produit direct de p-groupes.

Remarques 4.3. 1. Si un groupe est abélien alors il est nilpotent.
2. Un p-Sylow d’un groupe nilpotent est nécessairement distingué (et donc à p fixé, il n’y a

qu’un p-Sylow.

Proposition 4.4. Si S (S / S × T 1) est le p-Sylow alors
1. G ' S × T (produit des autres p-Sylow),
2. G / S,
3. S ' S × {1},
4. S × T / S × {1}.
1Soit s ∈ S et t ∈ T alors

(1, t)(s, 1)(1, t)−1 = (s, 1) ∈ S.
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Théorème 4.5 (Admis). (a) p-groupes abéliens : Soit G un p-groupe abélien fini. Alors G est
isomorphe à un produit de p-groupes cycliques :

Z/pα1Z× · · · × Z/pαjZ,

avec α1 ≤ · · · ≤ αj. De plus, il y a unicité de α1 ≤ · · · ≤ αj.
(b) groupe abélien : Soit G un groupe abélien fini. Alors G est isomorphe à un produit direct

de groupes cycliques :
Z/d1Z× Z/d2Z× · · · × Z/d`Z,

avec d1|d2, d2|d3, ..., d`−1|d`. De plus, il y a unicité de la suite d1, . . . , d`.

Exemple 4.6. Soit un groupe G abélien d’ordre 360 = 23× 32× 5. D’après le proposition 4.1,
G ' S2 × S3 × S5 (où S2, S3 et S5 sont des Sylows). En utilisant les propositions (a) et (b) du
théorème 4.5, on obtient :

possibilité pour S2 Z/8Z Z/2Z× Z/4Z Z/2Z× Z/2Z× Z/2Z
possibilité pour S3 Z/9Z Z/3Z× Z/3Z
possibilité pour S5 Z/5Z
possibilité pour G Z/360Z2

Remarque 4.7. Avec les notations du théorème 4.5(b),

|G| = d1 × d2 × · · · × d`.

On définit expo(G), l’exposant de G qui est le plus petit entier n ≥ 0 tel que ng = 0, pour tout
g ∈ G. Ici, expo(G) = d`.

Lemme 4.8 (Lemme chinois). Si p1, . . . , p` sont des nombres premiers distincts 2 à 2 et
α1, . . . , α` des entiers ≥ 1 alors

Z/pα1
1 · · · p

α`
` Z ' Z/pα1

1 Z× · · · × Z/pα`` Z.

Attention ! Z/p2Z 6' Z/pZ× Z/pZ.

Démonstration.
Z 7→ Z/pα1

1 Z× . . .Z/pα`` Z
n → n (mod pα1

1 ), . . . , n (mod pα`` )
a pour noyau

{n ∈ Z, pα1
1 |n, . . . , p

α`
` |n} = pα1

1 . . . pα`` Z,
d’où un morphisme injectif

Z/pα1
1 . . . pα`` Z→ Z/pα1

1 Z× · · · × Z/pα`` Z

qui est un isomorphisme car les pi-groupes ont le même ordre. On peut voir aussi d’après le
théorème 4.5(a) que

Z/pα1
1 Z× · · · × Z/pαmm Z avec α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αm

2

Z/2Z × Z/4Z
Z/3Z × Z/3Z

Z/5Z
Z/6Z × Z/60Z

et Z/6Z× Z/60Z ' Z/360Z.
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est unique et elle détermine le groupe à isomorphisme près, voir l’exemple 4.9. Le même rai-
sonnement peut aussi se faire grâce au théorème 4.5(b) :

Z/d1Z× · · · × Z/d`Z avec d1|d2| . . . |d`.

Il y a unicité de la suite d1|d2| . . . |d` qui détermine le groupe à l’isomorphisme près.

Exemple 4.9.
Z/3Z︸ ︷︷ ︸

31

×Z/27Z︸ ︷︷ ︸
33

' Z/9Z︸ ︷︷ ︸
32

×Z/9Z︸ ︷︷ ︸
32

.

4.2 Commutateurs et groupes dérivés
Définition 4.10. Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupe. On pose :

[H,K] def=< {hkh−1k−1, h ∈ H, k ∈ K} >

qu’on appelle le groupe des commutateurs de H et K.

Lemme 4.11. Soient H,K < G et soit f ∈ Hom(G,G). On a :
(i) [H,K] = [K,H],
(ii) f([H,K]) = [f(H), f(K)],
(iii) H / G et K / G⇒ [H,K] / G,
(iv) H @ G et K @ G⇒ [H,K] @ G,
(v) K < NorG(H)⇒ [H,K] ⊂ H.

Démonstration. (i) Soient x ∈ H et y ∈ K

xyx−1y−1 = (yxy−1x−1)−1 ∈ [K,H]−1 = [K,H],

donc {xyx−1y−1, x ∈ H, y ∈ K} ⊂ [K,H], donc [H,K] ⊂ [K,H]. La démonstration de
l’autre inclusion est similaire.

(ii) Soient x ∈ H et y ∈ K,

f(xyx−1y−1) = f(x)f(y)f−1(x)f−1(y).

Donc si A = {xyx−1y−1, x ∈ H, y ∈ K},

f(A) = {[u, v], u ∈ f(H), v ∈ f(K)}.

On sait f(< A >) =< f(A) >, d’où f([H,K]) = [f(H), f(K)].
(iii) Soient g ∈ G et Cg l’action intérieur correspondant. D’après (ii),

Cg([H,K]) = [Cg(H), Cg(K)] ⊂ [H,K].

(iv) Soit χ une action de G,

χ([H,K]) = [χ(H), χ(K)] ⊂ [H,K].

(v) Soit h ∈ H et soit k ∈ K. On a hkh−1k−1 ∈ H.
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Définition 4.12. Si G est un groupe, on appelle groupe dérivé, le groupe D(G) = [G,G] ⊂ G.

Définition 4.13. Un groupe fini est dit résoluble s’il existe n tel que Dn(G) = {1}.

Remarque 4.14. D(G) @ G.

Proposition 4.15. (a) D(G) est le plus petit sous-groupe distingué de G tel que G/D(G)
abélien.

(b) Si A est un groupe abélien et ϕ ∈ Hom(G,A) alors D(G) ⊂ Ker(ϕ) et ϕ se factorise à
travers G/D(G).

Démonstration. (a) Soit H / G, alors

G/H abélien ⇐⇒ D(G) ⊂ H. (4.2)

Soient x, y ∈ G et x, y leur classe mod H,

xy = yx ⇐⇒ xyx−1y−1 = 1
⇐⇒ xyx−1y1 = 1
⇐⇒ xyx−1y−1 ∈ H (pour tous x, y ∈ G).

Pour H = D(G), (4.2) montre que G/D(G) est abélien. Si H est un sous-groupe distingué
tel que G/H est abélien alors (4.2) montre que D(G) ⊂ H, d’où (a).

(b) ϕ : G→ A induit un morphisme injectif G/Ker(ϕ)→ A. Donc G/Ker(ϕ) est isomorphe
à un sous groupe de A et est donc abélien. (4.2) montre que D(G) ⊂ Ker(ϕ). On sait
alors que ϕ se factorise par D(G).

G

��

ϕ // A

G/Ker(ϕ)

ϕ

::tttttttttt

, G

��

ϕ // A

G/D(G)

::vvvvvvvvv

.

Définition 4.16. On pose : {
D0(G) = G,

Dn+1(G) = D(Dn(G)).
Donc

– D1(G) = D(G),
– D2(G) = D(D(G).

Remarques 4.17. 1. Dn(G) @ · · · @ D2(G) @ D1(G) @ G. En particulier, Dn(G) @ G.
2. Dn(G)/Dn−1(G) est abélien.

Définition 4.18. Un groupe G est dit résoluble s’il existe n ≥ 0 tel que Dn(G) = {1}.

Exemples 4.19. 1. Si un groupe est abélien alors il est résoluble.
2. Dn = Z/nZ o Z/2Z est résoluble. On a, pour h, h′ ∈ Z/nZ et s, s′ ∈ Z/2Z,

(h, s)(h′, s′)(h, s)−1(h′, s′)−1 = (. . . , s+ s− s− s′)
= (. . . , 0).

Ce qui donne D(Z/nZ o Z/2Z) ⊂ Z/nZ et donc D2(Z/nZ o Z/2Z) ⊂ D(Z/nZ) = {1}.
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3. Un groupe G simple résoluble est nécessairement isomorphe à Z/pZ avec p premier.

Démonstration. D(G) @ G, doncD(G) = {1} ouD(G) = G. SiD(G) = G alorsDn(G) =
G, ce qui est impossible. Donc D(G) = {1}, c’est-à-dire G abélien. On sait que les groupes
abéliens simples sont les groupes Z/pZ avec p premier.

Proposition 4.20. La classe des groupes résolubles est stable par sous-groupe, par quotient et
par produit semi-direct.

Démonstration. – Soit H ⊂ G avec G résoluble. On a Dn(H) ⊂ Dn(G). Donc si DN(G) =
{1} alors DN(H) = {1}, d’où H est résoluble.

– Soient G résoluble et H / G. On a si s : G→ G/H est la surjection canonique :

Dn(G/H) = Dn(s(G))
= s(Dn(G)). (4.3)

Si DN(G) = {1} alors DN(G/H) = {1} et donc G/H résoluble. On vérifie tout de même
l’égalité (4.3). Pour n = 1

D(s(G)) = s(D(G))

D’après la propriété (ii) du lemme 4.11,

[s(G), s(G)] = s([G,G]).

On suppose la propriété vraie pour n, on veut la montrer pour n+ 1 :

Dn+1(s(G)) = D(Dn(s(G)) = D(s(Dn(G))) (hypothèse de récurrence)
= s(D(Dn(G)))
= s(Dn+1(G)).

– Soit GoH, un produit semi-direct d’un groupe G résoluble et d’un groupe H résoluble.
Pour g, g′ ∈ G et h, h′ ∈ H,

(g, h)(g′, h′)(g, h)−1(g′, h′)−1 = (. . . , hh′h−1(h′)−1).

Cela montre que D(G o H) = G o D(H). On en déduit Dn(G o H) ⊂ G o Dn(H). Si
DN(H) = {1}, on obtient DN(GoH) ⊂ G. Si DM(G) = {1}, DM+N(GoH) ⊂ DM(G) =
{1}, d’où GoH résoluble.

Remarque 4.21. Il est plus généralement vrai que pour G un groupe et H / G,

G résoluble ⇐⇒ H résoluble et G/H résoluble.

Corollaire 4.22. On a :
(i) Si un groupe est abélien alors il est nilpotent.
(ii) Si un groupe est nilpotent alors il est résoluble.
Les réciproques sont fausses.

Démonstration. (i) Voir les remarques 4.3.



4.2. Commutateurs et groupes dérivés 53

(ii) Un groupe nilpotent est isomorphe à un produit direct de p-groupes ; Il suffit de montrer
qu’un p2-groupe est résoluble. Soit G un p-groupe d’ordre pn. On fait une récurrence pn.
Les propriétés sont vraies pour n = 0 et n = 1. Elle est vraie aussi pour n = 2 car
tout groupe d’ordre p` est abélien. Si G est d’ordre pn+1, on sait qu’il existe H / G tel
que |H| = pn. Ainsi |G/H| = p et donc G/H est cyclique donc abélien, ce qui donne
D(G) ⊂ H. Par l’hypothèse de récurrence, H est résoluble donc il existe N tel que
DN(H) = {1}. D’où DN+1(G) = {1}.

Démonstration des réciproques fausses. (i) On a déjà vu que la réciproque est fausse.
(ii) Z/3ZoZ/2Z est résoluble et n’est pas nilpotent car s’il était nilpotent G ' Z/3Z×Z/2Z
serait abélien.

Remarque 4.23. Le théorème de Rait-Thompson nous dit que tout groupe d’ordre impaire
est résoluble.
Exemple 4.24. Soit Sn le groupe de n-permutaions et An le groupe alterné.

n = 5, An est simple et donc non résoluble. An n’est donc pas nilpotent. Sn n’est pas
résoluble car son sous-groupe An ne l’est pas.

n = 2, A2 = {1} et S2 ' Z/2Z.
n = 3, A3 ' Z/3Z, S3 ' Z/3ZoZ/2Z sont résoluble mais non nilpotent (donc non abélien).
n = 4, A4 est d’ordre 12 = 22 × 3.

3-Sylow : S3 = Z/3Z,
2-Sylow : S2 = Z/4Z ou Z/2Z× Z/2Z.

Si A4 est nilpotent alors A4 ' S3× S2 serait abélien. Donc A4 n’est pas nilpotent. S4 est
d’ordre 24 :

3-Sylow : S3 ' Z/3Z,
2-Sylow : S2 est d’ordre 8.

Si S4 est nilpotent alors S4 ' S3×S2 et les élément de S3 commutent à cause de S2. Tout
3-cycle est dans un 3-Sylow et tout 2-cycle est dans un 3-Sylow car il existe un 3-cycle et
un 2-cycle qui ne commutent pas. Donc S4 n’est pas nilpotent. On cherche à savoir si S4
et A4 sont résolubles. On a :

D(A4) = V4 abélien (4.4)

donc D2(A4) = {1} d’où A4 est résoluble
Démonstration de l’égalité (4.4). (⊂) V4/A4 etA4/V4 ' Z/3Z abélien donne queD(A4) ⊂
A4.

(⊃) résulte de la formule

(xyz)(xyt)(xyz)−1(xyt)−1 = (xy)(zt).

On finit l’exemple en donnant une preuve comme quoi S4 est résoluble. D(S4) ⊂ A4 car
s(xyx−1y−1) = s(x)s(y)s(x)−1s(y)−1 = 1, ce qui donne finalement

D3(S4) ⊂ D2(A4) = {1}

qui montre bien que S4 est résoluble.
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