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Chapitre 1

Structures de groupe

1.1 Généralités

Définition 1.1. On appelle groupe la donnée (G, o) d’un ensemble G et d’une loi (ou opération)
de composition interne, c’est-a-dire une application

GxG — G
(91,92) — 91.92

vérifiant :
1. Associativité : x o (yoz)=(xoy)oz

2. Elément neutre : il existe e € G tel que eoxr =x0e =1

3. Elément symétrique : Yz € G, il existe ' € G tel que zox’ = z'ox = e. On note 2’ = .

Remarque 1.2. Si en plus, on a la commutativité : z oy = y oz, le groupe est commutatif ou
abélien. Dans ce cas, en général, la loi est notée +.

Exemples 1.3. 1. (Z/nZ,+), (Q*, x),(Z,+) sont abéliens.
2. (GL,,(C), x) et (S,,0) sont non abéliens.

Remarque 1.4. Si G est un groupe, alors on a : Va,n,b € G

| =

al.(an)=a"tb
et

an=ay<n=y,
n.a=y.a<n=y.

Définition 1.5. On appelle ordre du groupe G le cardinal du groupe G. On note |G| = card(QG).

1.2 Structure induite

Définition 1.6. Etant donné un groupe (G, 0), un sous-groupe de G est la donnée d’un sous-
ensemble H de G tel que H muni de la loi induite (ou restriction) de G a H soit un groupe,
c’est-a-dire :
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- H x H — G soit a valeurs dans H.
— passage a l'inverse :

3 T
1]
= Q

soit a valeurs dans H,
- 1€ H (en particulier H # ().

Proposition 1.7. Si G est un groupe, H C G est un sous-groupe si et seulement si :
1. Ve,ye€ Hyzy e H,
2. H#0.

Remarque 1.8. Les sous-groupes triviaux de G sont G et 1.

Proposition 1.9. L’intersection d’une famille (H;);e; de sous-groupes d’un groupe G est un
sous-groupe de G.

Démonstration. Soit H = ;e H;.
-HcG
~ H#0carle H; Viel
— Soient x,y. Par définition de H, z,y € H;, 1 € I, don zy~' € H;, i € I. (car H; sous-
groupe de G) c’est-a-dire xy~ € H.
O

Définition 1.10. Soient (G, o) un groupe et S C G sous-ensemble. Alors l'intersection de tous
les sous-groupes de G qui contiennent S est un sous-groupe de G qui contient S. On [’appelle
les sous-groupe de G engendré par S et on le note < S >. C’est le plus petit sous-groupe de G
qui contient S.

Proposition 1.11. On «a
<S>={g"...90°, 9. €S, seN, ny,....,n, € Z\{0}}.

Démonstration. Montrons que < .S >= H,.
— H, est un sous-groupe de G

1. H, C G,
2. H, # 0,
3. stabilité.

~ H, D S carsig €S, on peut écrire ¢ = g7, d'ot < S >C H, car on sait que < S >
est le plus petit sous-groupe. Si ¢1...9; € S C< S > et ny,...,ny € Z\{0}, alors

grt... gl e< S > dou Hy C< § > car < S > est un sous-groupe.
O

Remarques 1.12. 1. <0 >= {1}

2. On dit qu’un groupe G est :
— de type fini §’il existe S C G fini tel que G =< § >.
— monogene s'il existe g € G tel que G =< g >, soit G = {¢", n € Z}.
Si de plus, G est fini, alors il est dit cyclique.

Définition 1.13. Si G est un groupe et g € G, alors on appelle ordre de g le nombre | < g > |.
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Théoréme 1.14 (Théoreme de Lagrange). Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G.
On a |H| divise |G)|.

Démonstration. Les classes a droite de G modulo un sous-groupe H sont telles que, pour
x,y € G,on pose x ~ ysiyr~t € H, qui est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence
de x est alors :

T={ycG yr'cH) < yr'=hcH

e y=hr,he H
< y€ Hx={hx, h € H}.

Donc 7 = H.x. O

Exemples 1.15. 1. gZ=1=1+gZ

2. Montrer que la preuve par g correspond a compter modulo g, ¢’est-a-dire dans la situation
97, C 7.

Lemme 1.16. Si G et fini, alors Vo € G, card(H.z) = |H]|.

Démonstration. L’application
H — Hzx
h — hx

est bijective. On dit que Hx, H, et xH sont équipotents. O

Preuve du théoréeme de Lagrange. Les classes a droite de G modulo H forment une partition
de G, d’ou

|G| = somme des cardinaux des classes d’équivalences
= |G| = {nombre de classes} x |H|.

O

Proposition 1.17. Soit G un groupe et x un élément de G d’ordre fini n. Alors n est le plus
petit entier > 0 tel que x™ = 1.

Démonstration. Par définition, n = | <z > | = [{2™, m € Z}|. Comme < x > est fini, il existe
m,m' € Z, m < m' tel que 2™ = ™. On a alors 2 ~™ = 1. Considérons ’ensemble

N={heN/h#0,z"=1}.

On a :

- N c N\{0}.

~ N #Qcarm’ —m € N.

On note v son plus petit élément. Il s’agit donc de montrer que m = v. Si h € N alors
2 = 1. On fait la division euclidienne de h par v, c’est-a-dire h = vq+r, avec 0 < 7 < v. On
a alors :
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d’ou 2" =1 et r < v. Impossible. Ce qui entraine » = 0 donc v divise h. On en déduit : pour
h,h' € Z tels que h' > h, on a :

=2 = " h=1 = v —h,
n=|{z", h € Z}| = (nombre de puissance de x distinctes),
<z>={l,z,2% .. 2"}
Conclusion : | < x > | = v, c’est-a-dire n = v. O

Remarque 1.18. Pour tout g € G, l'ordre de g divise celui de G, en particulier ¢/ = 1.

Définition 1.19. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G (H < G). On note [G : H|

lindice de H dans G :
card(G)

G = H] = card(H)

Théoreme 1.20. Dans un groupe, l'intersection d’un nombre fini de sous-groupes d’indices
finis est un sous-groupe d’indice fini.

(H1 ﬂHQ)z = Hlx ﬂH2$ = [G : H1 ﬂHg] < [G : Hl][G : HQ]

Théoréme 1.21 (Formule des indices). Si H est un sous-groupe d’indice fini dans un groupe
G et si K est un sous-groupe de G contenant H, alors K est d’indice fini dans G et :

|G: H|=|G: K|K:H].

1.3 Morphisme de groupe

Définition 1.22. On appelle et on note Hom(G1, Gy), morphisme (ou homomoprhisme) de
groupe entre deux groupes G et Gy application :
[ G — Gy
fley) = f@).fly) "
En particulier :

- f(]‘Gl) = 16’27
I = @

Exemples 1.23. 1. a € (Z,+,0), n € Z. Alors :

Go L — 7
n — an
est un morphisme.
2. (G,0) pour g € G.
¢y @ (Z4) — (Go)
— g"
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4. L’application signature :
(Sp, X

w

{17 _1}7 X) .

— o)

Définition 1.24. On appelle endomorphisme d’un groupe G, un morphisme (ou un homomor-
phisme) f : G — G. On note End(G), l'ensemble des endomorphismes du groupe G.

Définition 1.25. Un automorphisme d’un groupe G est un endomorphisme bijective de G. On
note Aut(G), 'ensemble des automorphismes du groupe G.

Définition 1.26. L’ensemble des monomorphismes de Gy vers Gy est défini comme suivant :
Mono(G1, Gy) = {f € Hom(G4, Gs) tel que f injective}.

Définition 1.27. On définit I’ensemble des épimorphismes :
Epi(Gy,Gs) = {f € Hom(G1, Gy) tel que f surjective}.

Proposition 1.28. Si f € Hom(Gy, Gs) et
1. Si Hy < Gy, alors f(Hy) < Gs.
2. Si Hy < Gg, alors fﬁl(H2> < .

Cas particulier :
(a) Soit H; = G, on appelle groupe image de [, f(Gy).
(b) Soit Hy = {1}, on appelle noyau de f et on note Ker(f), f~*({1}).

Démonstration. 1. en exercice

f_l(HQ) C G1 f4>G2 D) HQ.

7 (Hy) ={g € Gilf(9) € H,}
fH(Hy) < Gy

et égalité ssi f est bijective.

I/ f~Y(H,) C Gy (par construction).

I/ 1g, € f~Y(H;) car f(1g,) € Hy alors f~'(Hy) = (f~')(H>), image pas réciproque.
11/ Soient g,h € f~1(H,). Alors f(gh) = f(g)f(h) € Hy, donc gh € f~'(H,).
IV/ Sige [~ (Ha), flg7") = flg)™"; dott g7" € f~'(Ha).

Proposition 1.29. Si f € Hom(G4, G2), alors
1. f est surjective & f(G1) = G.
2. [ injective < Ker(f) = {1¢q,}

Démonstration. 1. Définition

2. Exercice
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1.4 Structure produit direct

Définition 1.30. Soient Gy et G5 deux groupes. La loi sur Gy x Go définie par

déf
= (9191, 9295)-

(91, 92) % (91, 95)
donne a G, x G une structure de groupe.

Définition 1.31. Les applications :

pry G1><G2 — Gl
(91,92) — @

pry G1><G2 —

et
(91,92) — o2

sont surjectives,

et
il : G1 — G1XG2 ot ig : G2 — G1><G2

g — (91,92) g2 — (g1,92)

Ce sont des morphismes de groupes (vérification en exemples).

sont injectives.

Définition 1.32. Cette construction du produit se généralise au produit de n groupes, Gy, ..., Gy,
et méme d’une famille (G;)icr avec

dé
(gi)ier < (hi)ier = (gihi)ier.

Le produit des groupes G; ot v € I se note [[;c; G;.
Exemple 1.33.
[I R = {suites réelles} = R".

neN

1.5 Structure quotient

Définition 1.34. Soit G un groupe. H sous-groupe de G. On définit deux relations sur G :

1. Pour g,h € G,
g ~gh si h~'ge H.

2. Pour g,h € G,
g~aq sigh™ € H.

Ce sont des relations d’équivalence.
Remarque 1.35. Si h™lg € H,
(h gyt =g 'he H.
Définition 1.36. On définit la classe de x, T :
T={he€Gh~y2}={heGlz"'he H} ={h e G|h € zH}.

Les classes a gauche sont les sous-ensembles tH ou x € G. Les classes a droite sont les sous-
ensembles Hx ou x € G.

Remarque 1.37.
tH=yH S r~,ysy 'veH.
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On pose :

G/.H ={zH, x € G} (ensemble des classes a gauche),
G/H.={Hzx, x € G} (ensemble des classes & droite).

Remarque 1.38. Si G est abélien, tH = Hzx.

Soient g1H, goH € G/.H. gtHgoH = {g1hgok|h € H,k € H} n’est pas en général de la
forme g1go H (ou méme gH avec g € GG). Ce n’est pas un élément de G/.H.

Définition 1.39. Le sous-groupe H est dit normal (ou distingué ou invariant) dans G si pour
tout sous-groupe H de G, pour tout h € H et tout g € G, on a ghg™' € H. On note : H < G.

Remarque 1.40. Si G est abélien, ghg~! = h € H. Donc tout sous-groupe est distingué,

Propriété 1.41. Si H <G, les classes a droite coincident avec les classes a gauche : tH = Hx
(Vz € G).
Démonstration. Soit zh € zH, (h € H).
th=  zhx™!
—
dans H car HaG

donc xH C Hzx. OJ

r € Hx,

1.

g HgoH = g1(Hgo)H
= g1(92H)H

On pose :
G/.H=G/H.=G/H

On a une loi de groupe sur G/H (qui provient de celle de G) : ¢1H o goH = g1go-H.
Définition 1.42. L’application

G — G/H
g — gH

est un morphisme surjectif qu’on appelle surjection canonique.

Exemples 1.43. 1. Pour (Z,+), les sous-groupes sont les nZ (n € N). Ils sont distingués,
d’otu le groupe quotient Z/nZ.
2. Pour (84, 0), on définit :
Ad = {w € Sd ’ Ed(w) = 1}

ou Sy est 'application signature définie aux exemples 1.23 et 1.46. On a ainsi :
— Ad < Sd,
~ Ay<8ysiw e Aget g € Sy, alors B(gwg™!) = 2(g9)B(w)B(g) "t = 1.
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Ona:S,/A, = {+1,—1}.

Définition 1.44. On dit que G et G sont isomorphes si on peut trouver un isomorphisme f
(un morphisme bijective) tel que f : G; — Gy. On note Gy ~ G4 si G et Gy sont isomorphes.

Proposition 1.45. Si f € Hom(G,G'), alors Ker(f) <G et G/ Ker(f) ~ f(G).
Exemple 1.46. Soit ¢ 'application signature :
o:8, — {£1},

- A, <S8,
- S,/ A, ~a(S,) = {1}

Démonstration. On veut montrer que Ker(f) <G : soient h € Ker f et ¢ € G. On veut ainsi
montrer que ghg~t € Ker(f).

flghg™") = f(g) f(h) fl9) ™" = f(9)f(9) " =1.

g
Donc : ghg™! € Ker f.
T
G/ Ker(f) T £(G)

On a construit f € Isom(G/ Ker(f), f(G)), avecio fos = f. On pose

FleKer(f) < f(x).
Les problemes sont :

1. si z Ker(f) = yKer(f), a-t-on f(x) = f(y)?
2. La définition dépend-elle du nombre de représentants de la classe ?

La réponse est oui car :

vKer(f) = yKer(f) & 27y € Ker(f) & flay) =1 f(2) ' f(y) = 1 fy) = f(2).

- Soit g € G.

(io fos)(g)=1io f(s(g)) =io fgKer(f)) =1i(f(9)) = f(g)-

— Surjectivité de f : Soit f(g) un élément quelconque de f(G), f(g) = f(gKer(f)).
— Injectivité : Soit g Ker(f) un élément quelconque de G/ Ker f, tel que flgKer(f)) = 1.
On veut savoir si f est injective, soit :

gKer(f) = 1Ker(f) = Ker(f).

On a: f(g) =1 donc g € Ker(f). g1 € Ker(f). g ~ 1, c’est-a-dire g Ker(f) = 1 Ker(f).
[

Remarque 1.47. g € H < g est dans la classe de 1.
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Proposition 1.48. Soit f € Hom(G,G") et H < Ker(f) tel que H<G.

Alors :
¢t
b
G/H — f(G)
~ f=iofos.

- [(G/H) = f(G)

- Ker(f) = Ker(f)/H
Il existe f € Hom(G/H, f(G)) tel que f =io fos. On dit que « f se factorise a travers G/H ».

Exemple 1.49. Soit le diagramme suivant :

Vi 7)2L .
e
Z./6Z
Alors Ker(f) = 2Z, soit H = 6Z, H = 67 C 27.
Remarque 1.50. Pour H = Ker(f), on obtient
G——¢
o
G/Ker(f) — f(G)

avec Ker(f) = Ker(f)/Ker(f) = {1}, c’est-a-dire f est surjective donc f(G) : G/Ker(f) —
F(G).

Démonstration. On pose f(gH) = f(g).

— On vérifie que f est bien définie donc on veut savoir si gH = ¢H = f(g) = f(g'). Si
gH = g'H, alors g~'¢' € H C Ker(f). Donc f(g~'g") =1 d'ou f(g) = f(¢),
- f(G) = f(G/H)

~i0fos=f.
Soit g € G.
iofos(g)=iof(gH)=1i(f(9)) = f(9)-
Ker(f). Soit gH € G/H. On veut savoir a quelle condition f(gH) = 1¢?

flgH) = f(g) =1 g € Ker(f) & gH € {kH, k € Ker(f)}

déf. de Ker(f)/H

donc Ker(f) = Ker(f)/H. O
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Théoremes d’isomorphisme

Théoréme 1.51 (Premier théoréeme d’isomorphisme). Soit H et K deux sous-groupes de G et
H <G alors :

- HK=KH=<HUK >

- H<KH et HNK<K

- KH/H~K/HNK.

Démonstration. — Il est toujours vrai que :

HK cC<HUK >
KHC<HUK >.

— Soithe Het ke K.
hk = k k‘hk e KH.
N —

€K €H

D'ou HK C KH, de méme KH C HK.
— On montre que HK est un sous-groupe de G. Soient h,h' € H et k, k' € K.

hkh'k' = h(kh )k = h(h"E"K
donc HK est stable. Soit h € H, et k € K.

(hk) ™' =k"'h"' € KH = HK.
Donc HK < G.

HCHK
K CHK

— Ona: Hs<HK car H<G. Pour montrer que HN K< K, soit x € HN K et k € K. Ainsi
kxk™' € K car v,k € K et kxk™' € H car x € H <G. Donc kxk™ € HN K et donc
HNK<K.

— On part de I'injection canonique qu’on compose avec la surjection canonique.

} dou < HUK >C HK.

K—>KH

|

KH/H

— soi est surjective : soit khH un élément de K H/H.
On a

khH = kH (h € H)
= s(k).

— Noyau de so 1 : soit k€ K. On a
SOZ(/{}):lKH/H:H@k’H:H@kEH,

d'on Ker(soi) ={ke Klke H} = HNK.
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Conclusion : K/ Ker(soi) ~ soi(K) donne
K/HNK ~ KH/H.
[l

Théoréme 1.52 (Second théoréme d’isomorphisme). Soit Hy, Hy deuz sous-groupes de G tel
que Hy C Hy et H C G, Hy <G, alors

G/Hy ~ (G/H.)/(Hy/H1),
ce qui sous-entend que Hy/Hy <G/ H;.
Démonstration. Hy/Hy <G /Hy. On définit :

s:G— G/H;
la surjection canonique. On a :
G/Hy = s(G), Hy/H, = s(H,).

En particulier Hy/H, < G/H,. De plus, si gHy € G/Hs et hoHy € Hy/H,

gH1hoHi(gH,) ™" € Hy/H;.

Comme s est un morphisme peut-on écrire que c’est s(ghog™') € Hy/H; ? Oui car ghog™t € Hy

(H2<]G).
— On part de
G—>2~G/H .
G/H,

57 existe d’apres la proposition 1.48, on a bien Hy C Ker(sy) = Ho.

52(G/Hy) = s2(G) = G/Hy et Ker(s;) = Ker(sq)/Hy = Hy/Hy,
d’ou (G/Hy)/(Hy/Hy) ~ G/ H,.

Exemples 1.53. Soient G = 7Z, H = mZ, K = nZ. Alors

HNK=mZNnZ = uZ ou u = PPCM(m,n),
HK =mZ+nZ = 0Z avec 0 = PGCD(m,n),

d’ott 0Z/mZ ~nZ/uZ. Si dn, dZ/nZ ~ 7 /nd~'Z. En particulier,

ﬂzﬁﬁmnzéu.
o n

LH, « Hy, évident
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Solution.
“w

Z

dZ

r———dx dx

dZ/nZ classe de dr  mod n

i et s sont surjectives donc s oy aussi. On cherche Ker(s o p).

sou(x) =0, x € Z.

s(dr) =0 <= dz est divisible par n
<= il existe h € Z tel que dz = nh

ce qui donne x = nhd ™!,
d’ou Ker(sopu) =nd '7Z. O

Propriété 1.54 (Sous-groupes de G/H). Soit G un groupe et H <G, alors les sous-groupes de
G/H sont les groupes K/H ou K est un sous-groupe de G qui contient H.

Exemple 1.55. Les sous-groupes de Z/67Z sont nZ/67Z avec nZ O 67 (c’est-a-dire n|6), c’est-
a-dire
Z/6Z, {0), 2L/6Z, 3Z/6L.

Démonstration. On introduit la surjection canonique s : G — G/H. Si K est un sous-groupe
de G contenant H alors K/H = s(K) est un sous-groupe de G/H. Soit ‘H un sous-groupe de
G/H.

s:G— G/H.
~——
SH

On pose K = s7}(H). On a alors :
- K <G,
- K=s"1H)>s'({1}) = Ker(s),
- K/H=H?*=s(s"'(H)), dou H=s(K)=K/H.

1.6 Groupes monogenes

Définition 1.56. Un groupe monogéne est un groupe contenant un élément a tel que, pour tout
élément x du groupe, il existe un entier n vérifiant x = a”.

Exemples 1.57. 1. Z=<1>,

2 Pour une application f, on a toujours les inclusions suivantes :
— f(f~Y(A) C A et égalité si f surjective,
— f7YH(f(A)) C A, et égalité si f injective.
donc
(C) vrai car s est surjective,
(D) toujours vrai.
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2. Z/nZ =<1 >.

Proposition 1.58. 1. Un groupe monogene infini est isomorphe a 7Z.

2. Un groupe cyclique est isomorphe a Z/nZ ou n = |G|.
Démonstration. Soit G un groupe monogene, soit g un générateur de G =< g >. L’application

o 1L - G=<g>
hl—)gh

est :
— un morphisme,
— surjective car G =< g >= {¢"|h € Z}
On cherche Ker(p) : c’est un sous-groupe de Z de la forme aZ, d’ou Z/aZ ~ G.
— Sia # 0, G est fini donc cyclique et d’ordre a.
- Sia=0,G~7Z/0Z, G infini.

Proposition 1.59. Soit G un groupe cyclique d’ordre n :
1. S§i H sous-groupe de G, alors H et G/H sont cycliques.
2. d|n < il existe un unique sous-groupe Gy de G d’ordre d, quotient Qq de G d’ordre d.
3.

IG/H|=d < |G||H| ' =d
<= H est un sous-groupe de G d’ordre n/d
— G/H =G/Gyq = Ga.

Démonstration. 1. en exercice.
2. (<) |Gq4| = d divise n = |G|, d’apres le théoreme 1.14 de Lagrange.
(=) Soit g un générateur de G et ¢ le morphisme :

v - Z — G

m — g"’

n/d

Eristence : Si m|n, g™ d’ordre ™ donc < g"/® > est un sous-groupe d’ordre d car n/d

divise n.
Unicité : Soit H C G d’ordre d. On a

H=p(p ' (H))? car ¢ est surjectif,
- p(aZ) = (g h e Ty =< g* >

On obtient en particulier que H est cyclique. D’autre part,
¢ YH) =aZ > ¢ '({1}) = {multiple de Pordre de g} = nZ,
c’est-a-dire a divise |G| et alors H d’ordre 2 = d.

Conclusion : Nécessairement H = ¢(nd'Z).

3p~1(H) est un sous-groupe de Z donc de la forme aZ.
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Proposition 1.60 (Isomorphismes). 1. f € Hom(G,G’) et f bijectif < f isomorphisme.

2. f est un isomorphisme = f~1 isomorphisme.

Définition 1.61. Si E est non vide, on note &(FE), le groupe symétrique de E qui est [’ensemble
des applications bijectives de E dans F.

Lemme 1.62. Si E est équipotent a E'* alors 6(F) ~ &(E').
Démonstration.

GE = GE/

o — foaof_l’

(f est une bijection de E sur E'). O
Indicateur d’Euler :
Soit n >0, n € N fixé, a € Z et
@ = classes de a mod n.

a engendre (Z/nZ,+) <———=1¢c<a><——=3Im € Z tel que ma =1

ﬂ

d,meZ, ma+in=1

ﬂ

@ est inversible dans Z/nZ pour x a et n sont premiers entre eux

Conclusion :

{générateurs de (Z/nZ,+)} = {classe d’entiers > 0 premiers a n et < n}
<= {inversibles de (Z/nZ, x)}

On note p(n) le nombre d’éléments de ces ensembles.

1.7 Automorphismes intérieurs, groupes simples
Définition 1.63. Soient G un groupe et g € G. L’application

¢, : G —- G

r +— grgt

est

— un morphisme (gryg~' = grg~'gyg'),

— byjectif ((Cy)~t = Cy-1).

C’est donc un automorphisme, appelé conjugaison par g. Ces automorphismes sont appelés
automorphismes intérieurs. On note Int(G) leur ensemble.

Proposition 1.64. On a Int(G) < Aut(G) car Cy, o Cy, = Cyy g, -

4cest-a-dire qu'’il existe une bijection de E a E'.
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Plus précisément, ’application

r : G — Aut(G)
gHCg

est un morphisme et I'(G) = Int(G). Le noyeau de I'; Ker(I') est '’ensemble :
Z(G)={g9€ G, zg=gzx, z€G},
appelé centre de G. D’ott aussi : G/Z(G) ~ Int(G).

Remarque 1.65. Un sous-groupe H < G est distingué ssi pour tout g € G, Cy(H) C H ssi H
est invariant par tout automorphisme intérieur. On dit que H est un sous-groupe caractéristique
et on note H C G si H est invariant par tout automorphisme de G. Donc H C G = H < G.

Définition 1.66. Un groupe G est dit simple si ses seuls sous-groupes distingués sont G et
{1}.

Exemple 1.67. (Z/nZ,+) est simple si et seulement si n est premier.

Proposition 1.68. Tout groupe fini d’ordre premier p est cyclique.
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Chapitre 2

Groupe opérant sur un ensemble

2.1 Groupe de permutations

Définition 2.1. Si X est un ensemble, [’ensemble
Per(X) = {bijection/permutation : X — X'}
est un groupe pour la composition. St X = {1,...,d} alors
Per(X) =S, (groupe symétrique d’ordre d)
est non abélien pour n > 2, en général.
Théoréme 2.2 (Cayley). Tout groupe est isomorphe a un sous-groupe de permutation.

Démonstration.

G — Per(G)
v G — G

g = T = gx

est un morphisme injectif. Vérifions-le :

~ Yg1g2 = Vg1 © Vg2 CAT G1G2T = gl<92$>,
— 7y =id alors g = 1,

Remarque 2.3. 7 représente les représentations régulieres a gauche de G.

Définition 2.4. Pour s € Per(X), On définit le support de s :

supp(s) = {z € X, s(x) # x}.
Remarque 2.5. s(supp(s)) = supp(s).

Démonstration. En effet,
(C) Six € supp(s) alors

d’ou (C).

21
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(D) On veut montrer que supp(s) C s(supp(s)). D’apres la précédente inclusion,

s~ (supp(s™') C supp(s™'),

d’ott supp(s™!) C s(supp(s71)), c’est-a-dire supp(s) C s(supp(s)).

En conséquence, s|supp(s) € Per(supp(s)). O
Définition 2.6. Pour x € X, on pose Og(z) = {s"(x)|n € Z}, lorbite de x sous s.

Remarque 2.7. Si {xy,...,x,} est une famille de représentants des o-orbites, alors {Os(z;)};
forme une partition.

Si X est fini,
O.(x) = {,5(z), .., " (@)},

ou p est le plus petit entier > 0 tel que s”(x) = z.

o= (5 507 )

permute les éléments de O4(x) de fagon circulaire. On dit que c’est un cycle de longueur pour
un p-cycle.

S

Définition 2.8. Un p-cycle de X est une permutation de X qui n’a qu’une orbite de longeur
> 2.

On utilise la notation suivante : (z1 x3 ... x,) veut dire que
— o1 — X9 (71 s’envoie sur xs),
— o9 — x3 (75 s’envoie sur x3),

— x, — 21 (x, s'envoie sur zy).
Exemples 2.9. Dans Sy, s: (1 2 3 4) est un cycle de longueur 4.
Os(1) ={1,2,3,4}, 0s(2) ={2,3,4,1}
Soit maintenant Lo 34
s=(12)0(34) = (2 1 4 3>.

Alors
0;(1) = 0,(2) ={1,2},  O;(4) = O4(3) = {3,4}.

Ce n’est donc pas un cycle.

Proposition 2.10. Soient deux permutations s, s’ € Per(X) telles que supp(s) Nsupp(s’) = 0.
Alors ces deux permutations commutent.

Démonstration. Soit x € X.
— Si x € supp(s)

ss'(x) = s(x) (car z € supp(s) = x ¢ supp(s’)),
s's(x) = s(x) (car x € supp(z) = s(x) € supp(s) = s(z) ¢ supp(s’)).
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— Si x € supp(s’), idem.
— Six ¢ supp(s), s ¢ supp(s’) alors ss'(z) =z = s's(x).
Exemples 2.11. 1. (12)(34) = (3 4)(1 2).

(123)(23)=(12) ,
(23)(123)=(13) } = supp(z) Nsupp(s’) = 0.

—_

. 1 2 0

- \6 4 9
Théoréme 2.12. Soit X fini. Tout élément s € Per(X) s’écrit sous la forme s = py...p;, ol
les p; sont des cycles a supports disjoints. De plus [’écriture est unique a [’ordre pres.

3 4 56 7 8
5 10 71 2 3

oo ©

>:(16)(241098357)

=(241098357)(16)

Démonstration. FEzistence : pour z,y € X, on pose x ~ y s'il existe n € Z tel que y € s"(x).
~ est une relation d’équivalence (le montrer). Pour x € X, la classe de x = O,(z). Les
orbites Og(x) sont soit égales, soit disjointes. Notons Oy, ..., O, les orbites de longueur
> 2 et posons $|p, = p;. c’est un cycle de longueur card(0;). On a s = py, ..., p, vérifiant :
soit © € X.Si s(x) # x, alors z € O; pour un certain i, s'(z) = s(z).

Pry- (@) = pila) = slow = s(2).

Sis(x)==x,alorsx ¢ U_, O, p1...pr(x) =2, s(z) = x.

Unicité : supposons s = py ...p, comme dans I'énoncé. On a s|supp(p;) = Pi- i & € supp(p;),
Os(x) = supp(p;)-

Conclusion : si s = py ...py, alors p; = s|oz) ou & € supp(s).

Remarque 2.13. (z1,z9,...,2,) = (1, 22) (22, 23) .. . (Tp_1, Tn).
Conséquence 2.14. S; est engendré par les 2-cycles (appelés aussi les transpositions).
Définition 2.15.

Ag = {s € 84, s s’écrit comme produit d’un nombre pair de transpositions}.
Exemple 2.16. A, est engendré par les 3-cycles (d > 3).

Théoréme 2.17. [l existe un unique morphisme (non trivial) € : S — {—1,1} tel que si s est
un 2-cycle, alors £(s) = 1.

Corollaire 2.18. 1. Ker(e) = A;<4S;.
2. Sd/Ad ~ {—1, 1}.

Preuve du théoréme 2.17. Ezxistence : Pour s € S, on pose

)= I

On a e(st) = e(s)e(t) et si s est un 2-cycle, alors £(s) = —1.
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Unicité : Si e non trivial, il existe un 2-cycle s tel que £(s) = —1. Si s, s’ sont deux 2-cycles
alors il existe w € Sy tel que s’ = wsw™" et donc &(s) = &(s'). D’olt 'unicité.
O

Autre démonstration pour montrer ['unicité de ¢ dans le théoréme 2.17. Soite : S, — {—1,1}
un morphisme non trivial. Alors il existe un 2-cycle 7y tel que (1) = —1 (car sinon comme les
2-cycles engendrent S, on aurait e(w) = 1 pour w € (S,,). En fait, e(7) = —1 pour tout 2-cycle
7. Notons que si 7o = (a b) et siw € S, :

wrw ™t = (w(a) w(b)).

On a en particulier :
e(w(a) wb) = e(w)e(m)e(w) ™ = —1.

Si 7= (a’' V) est un 2-cycle on peut toujours I’écrire
T = wrw™ L.

Il suffit de prendre pour w une bijection de {1,...,n} qui envoie a sur @, et b sur b'. Donc
e(7) = —1. Les 2-cycles engendrent S,,, alors la connaissance de ¢ sur les 2-cycles détermine e.
On a de plus Ker(e) = A,.
(D) évident.
(C) On observe que :
1. [Sy: Kere] = 2 car §y/ Kere ~ ¢(S;) = {£1} (d’apres le premier théoreme d’iso-
morphisme, en cosidérant le morphisme ¢).
2. [S4 1 Ag) = 2. On veut le montrer. Soit w € Sy tel que w = 71...7, avec T des
transpositions. Si m est pair alors w € A,,, sinon

Wy, = T1 -+ - Tm-1 € A,.

Donc soit w € A, ou soit wt,, € A,. Il y a donc 2 classes a gauche de S,, modulo
A, :
— la classe triviale A,,,

— la classes des 2-cycles 19.A4,,.
D’ou [Sd : Ad] = 2.

Ainsi :
[Sal _ o _ 1S4l
| Adl | Kere|’
d’ou | A4 = |Kere|. On a
Ag C kere
et comme : |Ay| = | Kere| alors A; = Kere. O

Remarque 2.19. En particulier, on a :

A; <8,
car Ker(e) = Ay est distingué dans Sy.
Définition 2.20. On définit |G : H]

g2 l6l
G H =

comme étant le nombre de classes a gauche (ou a droite) modulo H.
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Exemple 2.21. Soient n = 3 et 0 = (1 2 3) alors

o (552 - $3)($3 - $1)($2 - $1) o
8(0) B (1'1 - $2)($2 - 363)(% - $3) =t

- Sioces,, (o) e {£1}
— Si o est un 2-cycle, (o) = —1.
Soient o, 7 € S,,. Alors

cor)= [ @ ZTew) _ 1 Tetr®) Z Tel) Tr) = IrG)
Ti—Tj O - O B ©)) Ti— T

— H Lr(i) = Tr(5) % H Lo(r(@) ~ Lo(r(5)

(ij)ePn i T L G)ep, L) — Tr(5)

Lo(iy — Lo(y
I e
(@".5")€Z(Pn) ! J

= &()e(0)

ou Z(P,) désigne I'ensemble des couples ou chaque paire n’est représentée qu'une seule fois.

2.2 Action d’un groupe

Définition 2.22. Soit G un groupe et E un ensemble. On définit l'action du groupe G sur

l’ensemble E, l’application :
GxE — E

(9,%) — g=
qui a les propriétés suivantes :
1. ¥(g1,92) € G x G, Vx € E, g1g2x = g1(g2),
2.Vex e E, ex =ux.

On dit aussi que E est muni d’une loi de composition externe a gauche a opérateurs dans G.

Définition 2.23. Pour H < G, on peut définir l'action de G par translation a gauche sur

Qu = (G/H)g-
En effet :

grH € xH <— gxH =zH
= grecazH < gcaHx '

On peut préciser le résultat. Avant cela, on rappelle la définition du noyau d’une action :

Définition 2.24. Soient G un groupe et E un ensemble. Soit v une action de G sur E. On
définit le noyau de l’action :

Kery = {g € G, 7(g9) = idg}.

Proposition 2.25. Soient un groupe G et H < G alors le noyau de l’action v de G sur
Qu = (G/H), est :
Kery={g € G, gaH =aH, Vx}

et c’est le plus grand sous-groupe de G, normal dans G et contenu dans H.
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Proposition 2.26. Soient G un groupe et E un ensemble et soit v une action de G sur E.
1. Si H<G tel que x™*Hx = H alors Kery = H.
2. Si G est simple, G ~TIm~ et Kery = {e}. Il est « évident » que NyeqxHz ' <G.

Proposition 2.27. Si G est un groupe fini d’ordre n = 1, contenant un sous-groupe propre H
tel que [G: H| =k > 1 et n ne divise pas k!, alors G n’est pas simple.

Définition 2.28. Soit G un groupe et E un ensemble. On appelle action de G sur E la donnée
d’un homomorphisme
p : G — Per(k)
plg) - E — E
= p(g)(x) =g
Exemples 2.29. 1. Si E est un ensemble p : Per(F) — Per(E) induit une action de G =
Per(E) sur E : Si g € Per(E) et z € E, p(g)(z) = g.x.
2. E={1,...,n}, S, agit sur {1,...,n}.
3. Si G, <&, le morphisme G — §,, qu’on appelle injection canonique induit une action
de G sur {1,...,n}.
4. Soit G' un groupe. Le morphisme
v : G — Per(G)
W)+ G = G

T = g

g =

g —

de représentation réguliere a gauche de G induit une action de G sur lui-méme.

5. Une action de Sy sur {1,...,6} : Tout élément w € Sy agit sur les paires {i,j} formées
d’éléments de {1,2,3,4} :

w({i,j}) ={w(i),w()},  w=(1234),

1={1,2} — {2,3}
2=1{1,3} — {2,4}
3={1,4} — {2,1}
4=1{2,3} — {3,4}
5=1{2,4} — {3,1}
6={3,4} — {4,1}

Onaw = (146 3)25). De facon générale, moyennant ces notations, tout élément w
agissant sur les paires de {1,2,3,4} s’écrit comme un élément de Sg. On a aussi l'action
suivante Sy — Sg.

Définition 2.30. Etant donnée une action p : G — Per(E) pour tout x € E, on pose
Op(x) ={p(g)(z)lge G} C E

qu’on appelle 'orbite de x dans l’action de G sur E et

Go(r)={9eG | plg)(z)=2}Cq,
qu’on appelle le fixateur de x dans Uaction de G sur E (on a G,(z) < G).

91,92 € Gy(x),  p(9192)(x) = p(g1) © p(g2)(x) = p(g1)[p(g2)(x)] = p(g1)(z) = 2.



2.2. Action d’un groupe 27

Remarque 2.31. Pour s € Per(F) et z € E, on a déja défini 'orbite de x sous s comme
Os(x) = {s"(z)|n € Z}. En fait, O4(x) correspond a l'orbite nouvellement définie de = dans
I'action < s >-% Per(E) (injection canonique)

Proposition 2.32. Si G fini, on a

G
|Go()]

card(O,(x)) =

Démonstration. On considere 'application

G = Oy(z)
g9 — plg)z)”
Elle est
— bien définie (par définition),
— injective (par définition).
On définit pour g1, g2 € G,
91~ g2 = pg1)(x) = p(g2)(x).

C’est une relation d’équivalence.

g~ g = plg2) ' p(g)(2) =z
= plg;'q)(z) =2
< 92_191 & GP(ZE) < gle(x) = QQGp(ZE)

La relation ~ est une relation d’équivalence associée avec classes a gauche de G modulo son
sous-groupe G,(z). On définit I’application :

0 i G).Gya)

— (p est bien définie : si g, go sont 2 représentants de la méme classe, alors g; ~ go, c’est-a-
dire p(g1)(z) = p(g2)().
—  est surjective : évident.
—  est injective : soient g1G (), g2Gp(x) tels que p(g1)(z) = p(g2)(x). On a donc : g1 ~ go,
c’est-a-dire g1G,(z) = g2Gp().
=  est donc bijective d’ou

card(O,(x)) = card(G/G,(z)) = [G : G,(x)] = TGk

]

Proposition 2.33 (Formule des classes). Soit p : G — Per(FE) une action. On pose, pour
x,y € B, x ~ vy s’il existe g € G tel que y = p(g)(x). ~ est une relation d’équivalence.
Pour tout x € E, la classe d’équivalence de x est O,(x). Les classes forment une partition de
l’ensemble E. Si E fini, on déduit :

card(F) = écard(Oi) (2.1)

ot O, ...,0, sont les orbites distinctes.
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Remarque 2.34.
card(O,(z)) =1 <= O,(x) ={z} < Vg€ G, p(g)(z) = =.

Définition 2.35. On pose Eq = {x € E|p(g)(x) = x} C E qu’on appelle ensemble des points
fizes de Uaction. L’égalité (2.1) se réecrit :

card(E) = |X| + card(Eg).
ot X est la somme des cardinaux des orbites de cardinal 2.
Définition 2.36. Une action p : G — Per(E) est dite fidele si p est injectif.

Remarque 2.37. Une définition équivalente a la définition 2.36 est la suivante :
geGetgr=z, Ve F=g=ce.
Exemple 2.38. L’action suivante est fidele :

v : G — Per(G)
v G — G

gy = T = gr

On appelle cette action, représentation réguliere de G' a gauche.

Définition 2.39. p est dite transitive s’il n’existe qu’une seule orbite (c’est-a-dire tous les
éléments de E sont dans la méme orbite ou c’est-a-dire pour tout x € E, pour tout y € E, il
existe g € G tel que p(g)(z) = v.

Exemples 2.40. 1. v est transtive car si z,y € G, 7,(z) = y pour g = yz~'.

2. 0 = (1,2,3) dans S;. L’action de < o > sur {1,2,3,4} n’est pas transitive (les orbites
sont {1,2,3} et {4}).

Définition 2.41. p est dite n-transitive si pour tout (z1, ...,x,) € E™ tel que les z; sont deux a
deuz distinctes et pour tout (yi,...,yn) € E™ tel que les y; sont deuz d deuz distinctes, il existe
g € G tel que gr; =vy;, i1 =1,...,n.
Remarques 2.42. 1. Pour n > m > 1, n-transitif = m-transitive = 1-transitif (= transi-
tif).
2. S, est d-transitif (dans son action sur {1, ...,d}) si (1, ..., z4), (Y1, ..., ya) vérifient la condi-

tion de la définition 2.41. L’application ¢ qui envoie x; sur y; pour ¢ = 1,...,d est une
permutation de {1, ..., d}.

'H = {homographie bijective}

B n oaz+b
—{z cz+d|a,b,c,dec,<c,d>7é<o,o>}.

H opere sur CU {oco}
p : H — Per(C)
h — h:C—-C"

‘H est bien stir un groupe et p. ‘H est 3-transitif.
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Justification. Soient (a,b, c) € (CU{oo})? (avec a, b, ¢ deux a deux distincts) et (o', V', ) €
(Cu{oo})? (avec a', V', ¢ deux & deux distincts) alors il existe une homographie & tel que :

h(a) =d,
h(b) =1,
hic) =¢.

O

Définition 2.43. L’action p est dite imprimitive si p est transitive et il exviste une par-
tition de E (non triviale, c’est-a-dire card(E;) > 2 et i > 2) en sous-ensembles (E;)icr
(automatiquement de méme cardinal) qui soit invariante par laction (de tout élément p(g)).
De fagon plus explicite, on doit avoir : si g € G, pour tout i € I, si x,y € E; alors p(g)(x) et
p(g)(y) sont un méme E; qu’on note ).

Remarque 2.44. p(g) : E; 5 — E; est une bijection.

Exemples 2.45. 1. G =< (123456) >C Sg opeére sur {1,2,3,4,5,6}. L’action est :
—_——

— transitive,

— imprimitive : on écrit
{1,2,3,4,5,6} = {1,3,5}U{2,4,6}
—_— —_——— ——

E Ey Es

et on a

oY E)) = {2,4,6} = E,
02k+1(E2) = {37 57 1} = El-

o transforme la partition Ej, Fs de E en la partition Ey, E; (c’est-a-dire la méme).

2. Soit G' un groupe. Soient v : G — Per(G) (représentation reguliére a gauche) et H < G.
Les classes H de G modulo H forment une partition de G. Cette partition est invariante
pour tout élément de G : soit g € G, soient x,y € G tel que y € xH. On a gy € gH.
Comme 7 est aussi transitive, elle est imprimitive.

Définition 2.46. L’action p est dite primitive si p est transitive et non imprimitive.

Proposition 2.47. Soient p : G — Per(E) une action transitive et xg € E. On a p imprimitive
si et seulement si il existe un sous groupe de H tel que G(xo) C H C G.

Démonstration. (=) Soit (E;);e; une partition non triviale de E invariante par l'action.
Soit 7y € I tel que zy € E;,. On pose

H = {g € G7 p<g)<Ei0) = Eio} = StabG(Eio)7

et

- H <G,

— Gy, C H :soit g € Gy, cest-a-dire p(g)(zo) = x¢ € Ej,, ce qui entraine p(g)(E;,) = E;
car p lasse la partition invariante, tous les élémnets images de E;, sont dans le méme
sous-ensemble de la partition.
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- H+# G :si H=G_ alors
p(9)(E;,) = E; pour tout g € G (2.2)

Cela contredit la transitivité de p car (2.2) = l'orbite de x est contenue dans E;, # FE.
— Gzo # H. Soit h € G tel que p(h)(xo) € Ei,\{zo} (h existe par transitivité de 'action)
h ¢ Gx et h € H (par imprimitivité et par définition de H).

(«<=) On considere les classes a gauche de G modulo H, g1H, ..., g, H et on pose

E; = {p(gih) (o), h € H}.

On montre que ces E;, i = 1,...,n constituent une partition de F.
— Soient 7 # j et h € H,

p(gih) (o) <= p(g;jh)(xo).

p(gih) " (p(gih)(x0))
p((g;h)"(gih))(zo) (car p est un morphisme)
p

(h™'g; " gih)(xo).

Ainsi, h'g; 'g;h € G,,. Comme G, C H,ona h™'g;'g;h € H et donc g;'g; € H d’on
gj_1 gi =N € H, soit g; = g;H, d’out g; et g; sont dans la méme classe. Ce qui contredit
I'hypothese ¢;H # g;H. Donc E; N E; = 0.
— Ui Bi = E.
(D) Soit x € E. Par transitivité (p est transitive par hypothese), il existe g € G tel
que p(g)(xo) = z. L’élément g € G est une classe a gauche g;H, pour ¢ € {1,...,n}
car g;H forment une partition de GG, donc s’écrit g = g;h pour un h € H. D’ou,

Zo

z = p(g)(wo) = p(gih)(z0) € E;.

— La partition de E en la réunion des FE; est invariante par ’action. Soit g € G

p(9)(E:) = {p(ggih)(x0), h € H}

et
E; = {p(gih)(x0), h € H}.

Quand h décrit H, g;h décrit g; H et gg;h décrit la classe gg; H qui est une des classes
giH oui=1,....n. Disons gg;h = g H. Alors p(g)(E;) = Ej. p(g) permute les ensembles
Ei, ... E,.

— La partition est non triviale : soient hiGxy, ..., h,,Gxq la liste des classes a gauche de
H modulo G,,. Ces classes forment une partition de H, donc pour un h € H, on peut
écrire : h € h;y avec v € (4,. Donc pour un gy, représentant d'une classe de H, on a :

p(grh) (o) = p(grhiv) (o) = p(gr)p(hi)(z0) = p(grhi) (o).

Donc lorsque h parcourt H, p(g;h)(xo) sera égal a I'un des p(g;h;) (d’ott m possibilités).
Donc

E; = {p(gzhj)(l’o), J=1 7m}
Sij#J,
p(gihj)(xo) # p(gihy)(xo)
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car sinon

(gihj>71<gihj> c G$0 et h;lhj c Gx(].

Contradiction. Donc, s’il existe au moins deux h; distincts de deux classes différentes,
alors E; a au moins deux éléments distincts. Voyons que c’est effectivement le cas :

card(E;) =m = [H : Gy

d’apres l'explication ci-dessus, quand h parcourt H. Chaque E; contient autant d’élé-
ment qu’il y a de classes modulo G, soit m éléments.

" #1 car H D Gz par hyp. Donc card(E;) > 2
— |‘G || # card(E) car card E = [G : Gxg| = |£|0| et que |H| # |G|
zo

toujours par hypothese. Donc card(l) > 2.

On a donc les deux criteres d'une parition non triviale : card(E;) > 2 et card(l) > 2.
[l

Proposition 2.48. Soit p : G — Per(X) une action et soit v € X. Alors p est imprimitive
<= il existe H un sous-groupe de G tel que G(z) C H C G.

Remarque 2.49. La condition ne dépend pas de z. Soit 2’ € X, il existe o € Per(X) tel que
o(x) =1a'. Alors G(o(z)) = oG(z)o™".

Démonstration. (D) SiT e G(x) cest-a-dire si 7.x = x soit p(7)(x) =7

(ot 1) (o(z)) = o(x).

Donc o7t € G(o(x)).
(C) Il faut écrire (D) pour o=t alaplacede 0. Si G(x) € H C G alors G(2') C oHo ! C G.
[

Exemple 2.50. Soit 7y : G — Per(G) une représentation reguliere a gauche. Si x € G :

G(z) ={9 € Glgz =z} = {1}.

L’action est imprimitive d’apres le critere de la proposition 2.48, il suffit de montrer H < G tel
que
{1} CHCG,

ce qui est possible sauf si |G| premier.
Démonstration. Si |G| n’est pas premier, disons |G| = d, il existe r|d et il existe = tel que
| <z >|=m,

d/r:6

sinon Vz, l'ordre de | <z > | =d = (27)
| <2 >|=d/r <d,

(contradiction). O
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Proposition 2.51. Soit p : G — S, une action (on suppose p transitive). p est 2-transitive
<= G(1) agit transitivement sur {2,...,n — 1}.

Proposition 2.52. Soit p: G — §,, une action. on a p 2-transitive = p primitive.

Démonstration de la proposition 2.51. (=) Ils’agit de montrer : pour tout j € {2,...,n—1},
il existe g(1) € G tel que g(2) = j, c’est-a-dire :

91) =1, ¢(2) =

Ce qui est possible par définition 2.41 (de la 2-transitivité).
(<) 1l s’agit de démontrer pour tout (a,b) avec a,b € {1,....n}, a # b, il eziste g € G tel

que
{ g(1) =a,
9(2) =b.

L’action est transitive donc il existe g € G tel que g(1) = a. Soit g(2) = . Par hypothese,

G(1) agit transitivement sur {2,...,n — 1} dont il existe ¢’ € G(1) tel que ¢'(b') = b. On
a:

Démonstration de la proposition 2.52. On suppose que p 2-transitive.

e p est transitive.

e Si p est imprimitive, il existe une partition (E;);c; non triviale qui soit invariante par
l'action .Soient a,b € E;,, a # b, Par la 2-transitivité, il existe g € G tel que g(a) € E;,
et g(b) ¢ EiO'

Ce qui contredit I'imprimitivité.

]

Proposition 2.53. Soit p : G C S,, — S, action transitive. On suppose que G est engendré
par des cycles de longueur premiere. Alors I'action est primitive.

Démonstration. Supposons p imprimitive : il existe une partition (X;);c; de {1, ..., d} invariante
par 'action. Soit g un cycle dans g, soit ¢ € {1,...,n} quelconque. Supposons g(X;) ¢ X; alors
il existe x; € X; tel que g(z;) ¢ X;. Par imprimitivité, on a :

g(zr) ¢ X; pour tout z € X;

et donc X; C supp(g) car il n’y a aucun point fixe.
Supposons ¢(X7) ¢ X, ce qui entraine, d’apres ci-dessus, que :

X; C supp(g) (2.3)
Soit ¢ # 1, on a soit :
9(X;) # X; (2.4)
ou bien

En effet, si g(X;) = X; et g|x, # id, c’est-a-dire il existe z € X; tel que g(z) # x. Alors

supp(g) = g (z) = {z, g(z), ¢*(x), ..., ¢"(x)} € X; car g est un cycle (2.6)
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On en déduit de (2.3) et (2.6) que X; C X;. Contradiction avec {X;};, partition de {1,...,d}.
Montrons maintenant (2.5) : si g(X;) # X, alors, par imprimitivité, X; C supp(g) et si
glx, = id alors X; N'supp(g) = 0. Donc on a soit g(X;) # X;, soit g|x, = id.
Conclusion : supp(g) est réunion d’un certain nombre > 1 de X; :

|supp(g)| = d = k| X ou d est premier

Si g est cycle de longueur un nombre premier, cela ne peut pas se produire. Contradiction dans
ce cas.
On obtient donc :

9(X;) C X; pour tout g cycle de longueur un nombre premier

9(X;) C X; pour tout g € G
Ce qui contredit la transitivité de 1’action. Donc p est primitive. O
Définition 2.54. Deux actions p : G — Per(X) et p' : G — Per(X') sont dites équivalentes si

« les actions sont les mémes a la numérotation prés des éléments de ’ensemble » c’est-a-dire
il existe une bijection v : X — X' tel que pour tout g € G, ce diagramme :

! > !
o' (g)

commute c’est-a-dire :
p'(g) oy =v0p(g)
(ou autrement si p(g)(x) =y alors p'(g)(v(z) = (y)))-

Soit G un groupe et soit H < G. On a déja introduit l'action :

Ty : G — Per(G/H)
g) « G/H — G/H
g = *H +— grH

Cette fonction est transitive (dite de translation a gauche sur le classes a gauche).

Proposition 2.55. Réciproquement si p : G — Per(X) est une action transitive alors p est
équivalente a Uaction Ty précédente pour H = G,y (ot x € X ).

Démonstration. On pose :

v o G/G()

On vérifie que 7y est :
e bien définie. Si g et ¢’ sont dans la méme classe : g~'¢’ est dans G,. Donc

plg ') (z) =2 = plg " p(d)(z) ==
— plg )(p(g)(x) =2z < p(¢'(z)) = p(g)(x),

en composant a gauche par p(g). Or : y(9(G(z)) = p(g)(x) et (g (G(z))) = p(g')(x) et
ces images sont égales d’apres ci-dessus, d’ou 7y est bien une application.
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e injective :
-1 7

p(g)(x) =p(¢d)(z) = g ' €G(x) ged

surjective (transitivité).

G /G(x) 29 G /o)
fyi 5 lv
X p(9) X

Soit ¢'G(x) € G/G(x)
p(g) ov(g'G(x)) = p(g)(p(g)(x) = p(gg')(x)

v0T(9)(g'G(x)) =(99'G(x)) = p(gg’)(x)

Définition 2.56 (Action par conjugaison). Soit G un groupe. L’application

C : G — Per(G)
¢, : G —- G
r — grg !

g —>
définit une action de G sur lui-méme.
En effet, C, est bijective car (Cy)~' = Cy-1. g — C, morphisme car
Cgigs = Cg, 0 Cg,.
En effet,

Cglgz = g1g2$(9192)71
= g1(gagy g = Cy, 0 (Cy,) ().
Remarque 2.57. C, € Aut(G)
Cy(zy) = gryg™
= gzg gyg " = Cy(x)Cy(y)

Pour z € G,
O(z) = orbite de x = {gzg™!, g € G},

classe de conjugaison de x dans G';
G, = fixateur de = {g € G, grg™* = z},

commutant de z dans G. On a si G fini

e
Gl

card(O(x))
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Classes de conjugaison de S,

Soit w € S, la classe de conjugaison de w est

{gwg™", g € S,}.

Définition 2.58. On dit que w est de type 172"2..n™ si dans la décomposition de w en produit
de cycles a supports disjoints figurent

r1 points fizes,

ro cycle de longueur 2,

r, cycle de longueur n.

Exemple 2.59.
w = (123)(45)(6789)(12 13 14)

est de type 1221324!,

Proposition 2.60. Deux permutations w,w’ € S, sont conjuguées si et seulement si w et w'
ont le méme type de décomposition en cycles a supports disjoints

Exemple 2.61 (Dans Sg).
22.3.1 = {produits 2-transpositions, un 3-cycle, un point fixe}
est une classe de conjugaison de Ss.

Lemme 2.62. Sic= (x1,...,x,) et g €S, alors

gcg_l = (g(xl)v s g({Bn))

Démonstration de la proposition 2.60. (=) On suppose

1

w' = gwg™ " avec g € S,..

w s’écrit
w=]e
i=1

ol les ¢; sont des cycles de longueur r; a supports disjoints. On obtient

w' =gwg™t =g]eg™
=1

= H gc;g~t — cycle de longueur r;. (2.7)
i=1

Les cycles gc;ig~! de la forme (g(z1),...,g(x2)) sont de support g(supp(c;)) qui sont
disjoints car g est bijective et les x; sont distincts. Conclusion : (2.7) est la décomposition
de w' en cycle a supports disjoints. Elle est de méme type que celle de w.
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(«<=) On suppose que w et w’ sont de méme type. On peut donc écrire
w = H c; ou les ¢; sont des cycles a support disjoints,

=1
w' =[] ¢ oulesc sont des cycles & support disjoints,
i=1

et ou pour chaque i € I, ¢; et ¢; sont des cycles de méme longueur. On pose

C; = (f,’l y Ligy ey .Cl}ini),
—_— ——————
n; éléments

On définit un élément g € S,, par

pour tout ¢ € I, pour tout 5 =1, ..., n,.
Exemple 2.63.

w = (123)(45),

w' = (341)(25),
(12345

9‘(3 41 2 5)'

En utilisant le lemme 2.62, on obtient :

gug =y (H cz-> g =] gcg™
=1 =1
-1

= Hg(ajzmaxlm)g
=1
=1
g CRERE
= H ¢ =w'.
=1

Conclusion : gwg™! = w'.

2.3 Produit semi-direct

On se donne deux groupes G et H et une action p : G — Aut(H).
Définition 2.64. Le produit semi-direct H x G est l’ensemble H x G muni de la lot
(h.g).(h'.g") = (hp(g)(K), 99) € H x G.
On obtient aussi un groupe.

Vérification. — loi interne,
— élément symétrique,
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— élément neutre (p est un automorphisme donc p(g)(e) = e),

— associativité
((h.g)-(W, 9").(h", g") = (hp(g)(h')-p(99')'h"), (99')g")
(h, 9).((K',g).(h", g")) = (h.g).(Wp(g")(R"), d'g")
= (hp(g)('p(g")(R"),9(g'd")).
On a que p(g) est un automorphisme donc
p(9)(hiha) = p(g)(h1)p(g)(h2).
Ainsi,
p(9) (W' p(g')(R")) = p(g)(R')p(9)(p(g") (R"))
= p(9)(h)p(gg")(h").

On a ainsi que le symétrique est :

(h,g) ™' = (plg ") (A1), g7 ).

Remarques 2.65. 1. H x G n’est pas commutatif.
2. Le produit direct H X G correspond au produit semi-direct ou G — Aut(H) est I'action
triviale, c’est-a-dire p(g) = idy.
Exemple 2.66 (groupe diédral). D,, = Z/nZ x 7 /27, avec I’action
7)27 +—— Aut(Z/nZ)
0 — id
1 — —id
$ — (=1)%id.
(m,s)(m',s") = (m+ (=1)°m/, s + ).

Application pourn =17 :

(3,1)(2,1) =(3-2,14+1)=(1,0)
(2,1)(3.1) = (2—3,1+1) = (6,0).

Proposition 2.67. 1. L’application

Hxd

i . H —
h — (h1)

est un isomorphisme de H sur un sous-groupe distingué H' de H x G.

2. L’applcation
j G - HxG
g — (Lyg)

est un isomorphisme de G sur un sous-groupe G' de H x G.
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3. L’application
pp - HxG — G

(h,g9) — g
est un morphisme surjectif.
4. De plus, on a :
HxG=Hd,
avec H' est un sous groupe distingué de H x G, G' est un sous-groupe de H x G, HNG' =
{1} et
i(9)i(h)j(g)~" = i(p(g)(h)) pour g € G, h € H.
Démonstration. 1. On montre que 7, j et ps sont des morphismes :

(a) Pour l'application i :

i(hl') = (hW', 1),

i(h)i(R) = (b, 1)(W,1) = (hp(1)(I'), 1.1) = (hI, 1). (28)

(b) Pour l'application j, faire la méme chose que (2.8).

(c¢) Pour l'application ps,

p2((h, 9) (R, g") = pa(hp(g) ('), 99") = g9’
= pa((h, 9))p2((1', 9)).

(d) Par contre p; n’est pas un morphisme :

p1((h,g)(W'g")) = pr(hp(g) ('), 99")
= hp(g)(h')
# hh' = pi(h, g)pr (W', g').

2. (a) On montre que 7 et j sont injectives :

H~i(H)=H < HxG,

(b) On montre que ps est surjective.

3. On montre que H' est un sous-groupe distingué de H x G. Soit (h,1) € H' tel que h € H.
Soit (k,g) € H x G avec k € H et g € G). On veut montrer que (k, g)(h,1)(k,g)"* € H'.

(k. 9) (. D) (ks g) ™ = (k, 1)(1, ) (R, 1) (£, 1)1 — 9))
— (k,1)(L,g)(h, 1)(L, ) (k, 1)
— (k,1)(p(g)(R), 9)(1, g™") (k, 1)~
— (k, 1) (p(g)(R), )(k, 1)~ € H".

donc H' <« H x G.
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4. Reste a voir que

H' NG ={(1,1)} (par définition),
HxG=HG{G. (2.9)

(2.9)—(D) évident.
(2.9)—(C) (h,g) = (h, 1)(1, 9).

Remarques 2.68. 1.

H—>1 c HxG Sa<l—a.

h—=(h,1) (1,9) <—19

2. On identifie H & H' (h a i(h), i & une inclusion) et G & G’ (g a j(g), 7 & une inclusion).
3. Tout élément (h,g) € H x G s’écrit

(h.g) = (h,1)(1,9) = hg.
4. j(9)i(h)j(g)~" = i(p(g)(h)) donc
ghg™" = p(g)h.

5. Le produit
(h, g)(W,g") = (hp(g)(h), 99)
se réécrit
hg.h'g' = hp(g)(I').99' = h(gh'g™")gg"

Définition 2.69. On appelle suite exacte (courte), la donnée

i f g

1 H G

K-">1, (2.10)

ou H,G,K sont des groupes, 1 = {1}, i € Hom(1,H) avec i(1) = 1, p € Hom(K,1) avec
p(k) =1, f € Hom(H,G), g € Hom(G, K) et ou l'image d’un morphisme est le noyau du
morphisme suivant :

f(H) =Ker(g) = go f=1,
i(1) = Ker(f) < f injective,
g(G) = Ker(p) = g injective.

Exemples 2.70. 1. Si K< G, on a la suite exacte suivante :

1 K G G/K 1.

2. Si G opére sur H, on a la suite exacte suivante :

l—H—5GxHZ2>g—>1,

avec
i(H) = o', G= Ker(p2), (h,g) =, g.
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Définition 2.71. Etant donnée une suite ezacte (2.10), on appelle section un morphisme s :
G — FE tel que po s =1idg. La suite exacte est dites scindée s’il existe une section.

Remarque 2.72. Le morphisme p est surjectif, donc pour g € G, il existe un antécédent s, € £
de g par p (on a p(s,) = g). La correspondance :

g — S5y

n’est une section que si
! _ .
Sg¢' = 45y (morphisme).

Exemples 2.73. 1. Soit p: G — Aut(H) donnée par la suite exacte suivante :

l—H—HxG ___~G——1.
p

Plus précisément,
p : HxG — G
(h,g) — g

et s un morphisme :

s : G - Hx(@G
g — (lLg) °
s est une section.

2. Ezemple d’une suite exacte non scindée. Soit la suite exacte suivante :

0 —> 27./47 — 7.JAZ7, —2~ 7./27. 0.

Supposons qu'il existe une section s : Z /27 — 7 /A7

0—>0—2—>0

1—2—>0+#1
La deuxiéme ligne se justifie par :
s(141)=sl+sl=4.
On aboutit ainsi a une contradiction.

Remarque 2.74. Une section s : G — E est toujours injective si s(g) = 1g alors

d’on Ker(s) = {1¢}.
Proposition 2.75. Etant donnée une suite exacte,

¥ P

1 H E G 1,

les assertions suitvantes sont équivalentes :
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(1) il existe une section s : G — E,

(it) il existe une action p : G — Aut(H) et un isomorphisme 6 : E — H x G qui rend
commutatif le diagramme suivant :

/EY
H ew,\‘a
J
X //p4
HxG
avec
pol =1 et loyp=i
Démonstration. (i) = (i) On pose s =607 o .
— s € Hom(G, F)

bos=1o(0 o))
= (Yob7)oj
=poj=idg.
(i) = (ii) On définit une action p : G — Aut(H) par p(g)(h) = s(g)hs(g)™!, avec g € G et

h € H. Autrement dit p(g) est la conjugaison sur H par s(g) (ou on identifie h € H a
¢(h) € G). On a bien

pl9)(H) = H,
c’est-a-dire s(g)Hs(g)™! = H car H = Ker(¢)) < E. On considére H x G et on définit :

g - F — HxG
v B() = (a(s(b(@) ). ¥x)

avec ¥(z) € G et z(s(y(zr)))™ € H = Kerey'. On montre que 6 est un morphisme,
c’est-a-dire 0(x1x2) = 0(x1)0(x2).

O(x122) = ($1I2(3(¢($1$2)))717 1/1(%132))7

)
¢($1)¢($2))

Il
/N
8
—
»
=
8
—
=
L
2 .
<
=
Bl
)
—~
<
=
2
<
8
N
I
e

= (wrmas(@a1) " (@)™, Yl ) (s) ).
Or

21225(P(21)) " s (W (w2)) T = maa(s(P()(21))) 7 et (aras) = Y1) (22).

'En effet (en rappelant que ¥ (s(z)) = x),
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Donc : 6 est un morphisme, on montre maintenant qu’il est bijectif. # a pour réciproque

9 : HxG — FE
(h,g) = hs(g)

qui lui aussi est un morphisme :

0’((!11,91), (hz,gz)) = 0'(h1s(g1)has(g1) ™", g192)

= h15(g1)has(g1) " -5(g192)
= h15(g1)h2s(g2)

=0 ( hi, g1 ) /( ha, go )

h
h

En effet,
00 0(z) = 0'(x(s(t(x)) ", v(w))
= 2s(v(x)"wsi(z) =
006 (h,g) = 0(hs(g) = (hs(9)s(w(hs(9))) ", v (hs(9)))
= (hs(g)s((s(9)) ", ¥(s(9)))= (. 9).



Chapitre 3

Théoremes de Sylow

3.1 p-groupes

Définition 3.1. Pour p un nombre premier, un p-groupe # {1} est un groupe dont l’ordre est
une puissance de p.

Proposition 3.2. Soit P un p-groupe. Si P opére sur un ensemble X fini alors si
X? = {points fizes de l'action},

on a
card(X?) = card(X) (mod p).

Démonstration. Utiliser la formule des classes. O
Corollaire 3.3. Le centre d’un p-groupe P est # {1}.

Démonstration. On considere 1’action

p : P — Per(P)
c, : grg~t

r —
—
g p = p

La proposition 3.2 donne
card(P) = card(Z(p)) (mod p),

d’ou card(Z(G)) = 0 (mod p). Comme 1 € Z(G), on a card(Z(G)) = p. O
Proposition 3.4. Soient G un p-groupe et H un sous-groupe d’indice p. Alors G > H.

Démonstration. On consideére 'action

p : G — Per(G/H)

g — plg): oH — geH ou H = Ker p.

Par translation a gauche sur les classes a gauche modulo H :
G/ Ker(P) ~ p(G) C Per(G/H) ~ Sp.

Donc :
card(G/ Ker(p)) = p°|p!

43
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et donc p®~!(p — 1)! que donne :
a—1=0 <+ a=1L1

Donc :

card(G/ Ker(p)) = p = card(G/H). (3.1)
Or Ker(p) C H. Combiné a (3.1) qui se réécrit card(H) = card(Ker p), cela donne :

H = Ker(p) < G.

]

On peut ajouter une précision par rapport a (3.1) : Z(G) contient un élément d’ordre p.

Démonstration. Soit z € Z(G) tel que z # 1. Cet élément 2 est d’ordre p® avec 3 > 1. Posons
alors © = 2" alors € Z(G) et est d’ordre p. O

Proposition 3.5. Soit G un p-groupe d’ordre p". Alors il existe une suite de sous-groupe
{1}:GQCG1C...CGn:G
tel que card(G;) = p', pouri=0,1,...,n et G; < G.

Démonstration. On fait une démonstration par récurrence sur n.
— Pour n =0, 0on a G ={1}.
— Supposons n > 0. D’apres le corollaire 3.3, il existe x € Z(G) tel que z est d’ordre p. On
a: <z ><G (car x € Z(G)). Le groupe G/ < x > est d’ordre p"~!. D’aprés 'hypothese
de récurrence, il existe une suite :

{1}=HyCH, C..CH,1=G/<z>

de sous-groupes de G/ < x > tel que card(H;) = p' et H;<G/ < x > pouri=0,...n— 1.
Notons s : G — G/ < x > la surjection canonique. On pose :

GZ':Sil(Hifl), 221,,72

Posons Gy = {1}. On a ainsi
GoCGiC..CG,

tel que G; <G pouri=1,...n
sTHHi)<s MG/ <a>) <= Hi <G/ <z>.

On cherche maintenant card(G;) pour i = 1,..,n. On a G; = s '(H;_ 1), c ‘est-a-dire
s(Gy) = Hi-1 = G,/ < x >= H;_1. Donc card(G; ) = card(H; ). <z >=p"~lp=p".
[

Proposition 3.6. Soit G un p-groupe d’ordre p™. Soit s < n et H un sous-groupe d’ordre p°.
Alors il existe un sous-groupe K d’ordre p*™t tel qe K O H.

Démonstration. La preuve de cette proposition se fait par réccurrence sur n. Au rang n = 0 et
n = 1, la propriété est vraie. Soit G d’ordre p"*!, soit s < n + 1 et soit H un sous-groupe p°.
Il existe x € Z(G) d’ordre P.
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ler cas Si x ¢ H alors H < x > est un sous-groupe (car x € Z(G)) qui contient H et est

d’ordre :
card(H) <z > _ p°p

card(HN < = >) 1

2eme cas Siz € H,on a :
H<zx>/<z>>H/(HN<z>)=H/ <z > sous-groupe de G/ < x >,

card(H/ <z >) = p* !, card(G) <z >) = p" 7t =p",

et s—1 < n. D’apres I'hypothése de réccurrence, il existe un sous-groupe H/ < z >< G <
x> (uH<Get HD<z>)telque H/ <z >C H/ < x > et card(H/ < z >) = p®.
Onaainsi H< G, HD H et :

card(H) = p*.p = p**h.

3.2 Théoréemes de Sylow

Soit p un nombre premier.

Définition 3.7. Si G est un groupe fini d’ordre mp™ ow p 4 m, on appelle sous-groupe de Sylow
de G, H un sous-groupe de G d’ordre p™.
Théoréme 3.8 (Théoremes de Sylow). Soit p | card(G),

1. il existe au moins un p-sous-groupe de Sylow

2. tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow ;

3. tous les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués (c’est-a-dire si S et S’ sont des p-Sylow,
il existe g € G tel que s' = gsg™');

4. Le nombre de p-sous-groupes de Sylow divise m et est congru a 1 modulo p.

3.3 Applications

Théoréme 3.9 (Cauchy). Soit G un groupe fini arbitraire, si p|card(G) alors il existe g € G
d’ordre p.

Démonstration. On a card(G) = p*m avec k > 1 et p { m. Soit un S un p-sylow d’ordre p*.
Soit y € S, y # 1, y est d’ordre p' avec | < k. Alors g = y?"™" est dordre p. O

Théoreme 3.10. Soient p et q deux nombrees premiers tel que p > q. Soit G un groupe d’ordre
pq. Alors G est isomorphe au produit semi-direct d’un sous-groupe dinstingué H d’ordre p et
d’un sous-groupe K d’ordre q. En particulier, G n’est pas un groupe simple (car H < G).

Démonstration. Le nombre de p-Sylow de G = 1 mod p et divise ¢. Donc c’est 1 (puisque p > q).
Il existe un unique p-Sylow noté S,. Il est automatiquement distingué'. On pose H = S, et on

'En effet si g € G, gSpg~" est un p-Sylow et donc

gSpg_1 =5,.
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choisit un ¢-Sylow K. Alors HK est un sous-groupe d’ordre card(H) card(K)/card(H N K) =
pq. Donc G = HK. On a une suite exacte

S

l—>H—=HK- _HK/H—~1

et HK/H ~ K/(HNK) = K. Lisomorphisme s : HK/H — K C HK est une section de la
suite exacte. D’apres la proposition 2.75,

HK ~HxKH/H ~H x K.

]

Théoréme 3.11. Soient G un groupe fini et S un p-Sylow. On défint Norg(S), le normalisateur
de S dans G :
Norg(S) = {g € G, gSg~' = S}.

On a :
-5cC NorG(S),
- Norg(S) =G <= S <G,
— Norg(S) est un sous-groupe de G.
— De plus, Norg(S) est le plus grand sous-groupe de G qui contient S et dans lequel S est
distingué.
Ainsi :

Norg(Norg(S)) = Norg(.S).

Démonstration. ~ — Norg(S) C Norg(Norg(S)).
— Soit n € Norg(Norg(95)),

nSn~t C nNorg(S)n™! car S C Norg(S),
C Norg(9).

Le sous-groupe S est un p-Sylow de G qui est contenu dans Norg(.S). S est donc aussi un
p-Sylow de Norg(S).
S C Norg(9) C G,

avec

— S est d’ordre pk,

— Norg est d’ordre p¥'m’ avec k' < k,

— card(G) = pn.
Nécessairement k' = k et S p-Sylow de Norg(S). De méme, nSn~! est un p-Sylow de Norg(9).
D’aprés les théorémes 3.8 de Sylow, S et nSn~! sont conjugués dans Norg(S), c’est-a-dire
il existe h € Norg(S) tel que nSn~' = hSh™! ou encore h™'nS(h~'n)~! = S donc h™'n €
Norg(S). En conclusion

n = h.h™'n € Norg(9),

donc n € Norg(S5). O
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Groupes abéliens, groupes nilpotents,
résolubles

4.1 Groupes abéliens

Proposition 4.1. Soit G un groupe abélien d’ordre m = p{*...p%". Alors G est isomorphe au
produit direct de ses p-sylows S; pour i =1,...,r. De plus, st

m; : G — G

g = pi'g’
S; = Ker(m;) = (Hp?]) G.
JF
Démonstration. (D) On veut montrer que Ker(m;) C S;. L'inclusion est claire, d’apres la

proposition 1.17 et la remarque 1.18 car pour un élément h € J[,; pja;, on a que 'image
de h par m; vaut :
Pt = (Hp}”) 9=1Glg = 0.
J#i
D) On veut montrer que S; C Ker(m;). L’inclusion est claire car |.S;| = ps“.
p;
Soit G; = Ker(m;), on consideére :
¢ . G x..xG, — G
(91, 9)) = git . Fg
— ¢ est un morphisme.
— ¢ est injective : soit (g1, .., gn) € Ker(¢) c’est-a-dire g; + ... + g» = 0. On multiplie pour
i par [, p?J. On obtient
Hpj]gi = 0.
J#i
car pour k # 1, gr € G} donc s’écrit :
[Ir;7¢, ong €@,
i#k
alors en multipliant par []; p?j, chaque terme autre que celui en 4, contiennent le
Ih<j<r P?jg/, qui vaut 0, d’apres la remarque 1.18. On sait aussi pj“g; = 0 car g; €
Ker(m;), avec m;(g) = pj'g. Par Bezout, il existe u;, v; € Z tel que
u; [[pj” +wvipf* = 1.
J#

47
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Cela donne 1g; =0+ 0,

donc Ker(¢) = {(0,0,...,0)}.
— ¢ surjectif : les nombres [Tz ), [1jz2p;’, .- [l p;’ sont premiers entre eux. Il
existe donc uq, .., u, € Z tel que

u [T05 + 4w [ 97 = 1.
J#1 J#r
Ce qui donne pour tout g € G,
g=u [[p;79+ - +u ]9
J#1 J#r
Orpouri=1,..,r.

(Hp;)]) g - Gl = Ker(mi), (41)
J#i

car py" (H#i p?j) .g =|G|g = 0. D’ou ¢ est surjectif. Ainsi ¢ est un isomorphisme.
(4.1) prouve également G; C (H#i p?j) G. En effet, pour g; € G;, (4.1) s’écrit :

gi=04---+0+ (Hp?f)g+0+---+0,
j#i

d’ou g; € (H#i p?j) G. Donc G ~ G; X -+ X GG,.. Reste a montrer que G; C S;. On sait
que S; C G, et |S;] = pii. S'il existe ig tel que S;, C Gy, on a :
|G| = |G X ... x G| >pit...pf =Gl

r

car un G, contient strictement un S;,, et S; est de cardinal pj" pour tout i. D’ou la
contradiction donc G; = S; pour tout i.

]

Définition 4.2. On dit qu’un groupe fini est nilpotent s’il est isomorphe au produit direct de
ses p-Sylows ou de facon équivalente s’il est isomorphe a un produit direct de p-groupes.

Remarques 4.3. 1. Si un groupe est abélien alors il est nilpotent.

2. Un p-Sylow d’un groupe nilpotent est nécessairement distingué (et donc a p fixé, il n’y a

qu'un p-Sylow.

Proposition 4.4. Si S (S<S x T*) est le p-Sylow alors

1. G~ S xXT (produit des autres p-Sylow),
2. GaS,

3.5~ 8 x {1},

4. SxT<aS x{1}.

1Soit s € S et t € T alors

(1,) (s, 1)(1,6) "' = (s,1) € S.
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Théoréme 4.5 (Admis). (a) p-groupes abéliens : Soit G un p-groupe abélien fini. Alors G est
isomorphe a un produit de p-groupes cycliques :

Z)pM L x - X L]pYL,

avec ay < -+ < . De plus, il y a unicité de oy < --- < aj.
(b) groupe abélien : Soit G un groupe abélien fini. Alors G est isomorphe d un produit direct

de groupes cycliques :
Z)d\7 X L]do X -+ - X L] dyZ,

avec dy|ds, ds|ds, ..., de_1|ds. De plus, il y a unicité de la suite dy, ..., d,.

Exemple 4.6. Soit un groupe G abélien d’ordre 360 = 23 x 3% x 5. D’aprés le proposition 4.1,
G ~ Sy x S3x S5 (ou Sy, S3 et S5 sont des Sylows). En utilisant les propositions (a) et (b) du
théoreme 4.5, on obtient :

possibitité pour 52 || )87 LJ27L X LJAL  L]27 X LJ2Z X 7.]27Z
possibilité pour S3 Z/9Z Z/BZ X Z/3Z

possibilité pour Sz Z/5Z

possivitite pour G || 2/ 36022

Remarque 4.7. Avec les notations du théoreme 4.5(b),
’G‘ :dl XdQX Xd@.

On définit expo(G), 'exposant de G qui est le plus petit entier n > 0 tel que ng = 0, pour tout
g € G. Ici, expo(G) = d.

Lemme 4.8 (Lemme chinois). Si py,...,pe sont des nombres premiers distincts 2 a 2 et
ai,...,qp des entiers > 1 alors

LIpy" - pg L~ L pY L X - - X L Py L.
Attention ! 7/p*7 % Z/pZ x 7| pZ.

Démonstration.
Z v Z/pTZ x ... L/py* L
n —

7 (mod pi?),...,m (mod py*)
a pour noyau
{ne€Z, ptn,...,ppn} =ptt ... 0 Z,

d’ott un morphisme injectif
Z]pSt .. 0L — LJp L X - X L) pt

qui est un isomorphisme car les p;-groupes ont le méme ordre. On peut voir aussi d’apres le
théoreme 4.5(a) que

Z/p?lzX-'-XZ/pfan avec a1 < ag < --- <

7)27. x 1JAZ
Z/3Z x 1Z/3Z

7./57.
ZJ67 x Z/60Z

et /67 x 7,/60Z ~ 7,/360Z.
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est unique et elle détermine le groupe a isomorphisme pres, voir I'exemple 4.9. Le méme rai-
sonnement peut aussi se faire grace au théoreme 4.5(b) :

Z/dlzx XZ/ng avec d1|d2||dg
1 y a unicité de la suite d;|ds] . ..|d; qui détermine le groupe & l'isomorphisme pres. O

Exemple 4.9.
Z)3LX7)2T7 ~ ZL]IZ X 7] .
——  N—— —— N—=—

31 33 32 32

4.2 Commutateurs et groupes dérivés
Définition 4.10. Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupe. On pose :
(H, K| < {hkh 'k heH ke K}>

qu’on appelle le groupe des commutateurs de H et K.

Lemme 4.11. Soient H, K < G et soit f € Hom(G,G). On a :
(i) [H, K] = [K, H],

(ii) F(IH,K)) = [£(H), F(K))

(iii) HaG et K <G = [H,K|«G,

(v) HC G et KT G= [H,K|C G,
(v) K <Norg(H) = [H,K] C H.

Démonstration. (i) Soient r € Hety € K
vy~ ly~ = (yoy aT) € [K H| T = K H],
donc {zyz~'y~', 2 € H,y € K} C |K, H], donc [H, K| C [K, H]. La démonstration de
I’autre inclusion est similaire.
(ii) Soient x € H et y € K,
flayr™ly™) = f@)fW)f (@) f ().
Donc si A = {zyz~ly™, v € Hy € K},
fA) ={[u,v], u € f(H),v e f(K)}.

On sait f(< A >) =< f(4) >, don f([H, K]) = [F(H), F(K)].
(ili) Soient g € G et C, 'action intérieur correspondant. D’apres (ii),

Cy([H, K]) = [Cy(H), Cy(K)] C [H, K.
(iv) Soit x une action de G,
X([H, K]) = [x(H),x(K)] C [H, K].

(v) Soit h € H et soit k € K. On a hkh™'k~! € H.
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Définition 4.12. Si G est un groupe, on appelle groupe dérivé, le groupe D(G) = [G,G] C G.
Définition 4.13. Un groupe fini est dit résoluble s’il existe n tel que D™(G) = {1}.
Remarque 4.14. D(G) C G.

Proposition 4.15. (a) D(G) est le plus petit sous-groupe distingué de G tel que G/D(G)
abélien.

(b) Si A est un groupe abélien et ¢ € Hom(G, A) alors D(G) C Ker(p) et ¢ se factorise a
travers G/ D(G).

Démonstration. (a) Soit H <G, alors
G/H abélien <+= D(G)C H. (4.2)
Soient x,y € G et T, 7 leur classe mod H,

TY=7T = YT ¥ ' =1
— xyrlyt =1
< ayz 'y '€ H (pour tous z,y € G).

Pour H = D(G), (4.2) montre que G/D(G) est abélien. Si H est un sous-groupe distingué
tel que G/H est abélien alors (4.2) montre que D(G) C H, d’ou (a).

(b) ¢ : G — Ainduit un morphisme injectif G/ Ker(p) — A. Donc G/ Ker(p) est isomorphe
a un sous groupe de A et est donc abélien. (4.2) montre que D(G) C Ker(p). On sait
alors que ¢ se factorise par D(G).

P P

v
G/ Ker() G/D(G)
O
Définition 4.16. On pose :
{ DO(G) =G,
Dy11(G) = D(Dn(G))
Donc
- Di(G) = D(G),

~ Dy(G) = D(D(G).

Remarques 4.17. 1. D,(G) C --- C Dy(G) C Dy(G) C G. En particulier, D, (G) C G.
2. Dn(G)/D;,—1(G) est abélien.

Définition 4.18. Un groupe G est dit résoluble s’il existe n > 0 tel que D,(G) = {1}.

Exemples 4.19. 1. Si un groupe est abélien alors il est résoluble.
2. D, =Z/nZ x 7/27Z est résoluble. On a, pour h,h' € Z/nZ et s,s" € 7/2Z,

(h,s)(W,s")(h,s) " (R,s) ' =(..,s+s5—5—5)
=(...,0).
Ce qui donne D(Z/nZ x Z27) C Z/nZ et donc Do(Z/nZ x Z/2Z) C D(Z/nZ) = {1}.
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3. Un groupe G simple résoluble est nécessairement isomorphe & Z/pZ avec p premier.

Démonstration. D(G) C G, donc D(G) = {1} ou D(G) = G. Si D(G) = G alors D,,(G) =
G, ce qui est impossible. Donc D(G) = {1}, c’est-a-dire G abélien. On sait que les groupes
abéliens simples sont les groupes Z/pZ avec p premier. O]

Proposition 4.20. La classe des groupes résolubles est stable par sous-groupe, par quotient et
par produit semi-direct.

Démonstration. — Soit H C G avec G résoluble. On a D, (H) C D,(G). Donc si Dy(G) =
{1} alors Dy(H) = {1}, d’ott H est résoluble.
— Soient G résoluble et H<G. On asi s: G — G/H est la surjection canonique :

Dy (G/H) = Dy(s(G))
= 5(Dn(G)). (4.3)

Si Dn(G) = {1} alors Dy(G/H) = {1} et donc G/H résoluble. On vérifie tout de méme
'égalité (4.3). Pour n =1
D(s(G)) = s(D(G))

D’apres la propriété (ii) du lemme 4.11,
[s(G),s(G)] = (|G, G]).
On suppose la propriété vraie pour n, on veut la montrer pour n + 1 :

Dy,1(s(G)) = D(D (S(G)) D(s(D,(Q))) (hypothese de récurrence)

S(Dn+1( ))-

— Soit G x H, un produit semi-direct d’un groupe G résoluble et d’'un groupe H résoluble.
Pour g, € G et h,h € H,

(9.h)(g". 1) (g.h) " (g", 1)) = (... .hH'h = (R)) 7).

Cela montre que D(G x H) = G x D(H). On en déduit D,(G x H) C G x D,(H). Si
DN(H) = {1}, on obtient DN(GN H) Cc G.Si DM(G) = {1}, DM+N(G>4H) C DM(G) =
{1}, d’'ott G x H résoluble.

0

Remarque 4.21. 1l est plus généralement vrai que pour G un groupe et H < G,
G résoluble <= H résoluble et G/H résoluble.

Corollaire 4.22. On a :
(1) St un groupe est abélien alors il est nilpotent.
(ii) Si un groupe est nilpotent alors il est résoluble.

Les réciproques sont fausses.

Démonstration. (i) Voir les remarques 4.3.
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(ii) Un groupe nilpotent est isomorphe & un produit direct de p-groupes ; Il suffit de montrer

qu'un p?-groupe est résoluble. Soit G un p-groupe d’ordre p™. On fait une récurrence p".

Les propriétés sont vraies pour n = 0 et n = 1. Elle est vraie aussi pour n = 2 car

tout groupe d’ordre p‘ est abélien. Si G est d’ordre p"*!, on sait qu’il existe H < G tel

que |H| = p". Ainsi |G/H| = p et donc G/H est cyclique donc abélien, ce qui donne

D(G) C H. Par 'hypothese de récurrence, H est résoluble donc il existe N tel que
DN(H) = {1} D’ou DN+1(G) = {1}

m

Démonstration des réciproques fausses. (i) On a déja vu que la réciproque est fausse.
(ii) Z/3Z X7 /27 est résoluble et n’est pas nilpotent car s’il était nilpotent G ~ Z/3Z x Z /27

serait abélien.
O]

Remarque 4.23. Le théoreme de Rait-Thompson nous dit que tout groupe d’ordre impaire
est résoluble.

Exemple 4.24. Soit S,, le groupe de n-permutaions et A,, le groupe alterné.
n =2>5, A, est simple et donc non résoluble. A, n’est donc pas nilpotent. S,, n’est pas
résoluble car son sous-groupe A,, ne 'est pas.
n=2 Ay ={1} et Sy ~ Z/27.
n =3, A3 ~7Z/37, S5 ~ 7/37Zx7 /27 sont résoluble mais non nilpotent (donc non abélien).
n =4, A, est d’ordre 12 = 2% x 3.
3-Sylow : S = Z/3Z,
2-Sylow : Sy = Z/AZ ou Z/27 x Z]2Z.
Si A, est nilpotent alors A4 ~ S3 x Sy serait abélien. Donc A4 n’est pas nilpotent. Sy est
d’ordre 24 :
3-Sylow : S3 ~ Z/3Z,
2-Sylow : S5 est d’ordre 8.
Si S4 est nilpotent alors Sy ~ S3 x Sy et les élément de S3 commutent a cause de Ss. Tout
3-cycle est dans un 3-Sylow et tout 2-cycle est dans un 3-Sylow car il existe un 3-cycle et

un 2-cycle qui ne commutent pas. Donc S n’est pas nilpotent. On cherche a savoir si Sy
et Ay sont résolubles. On a :

D(Ay) =V, abélien (4.4)
donc Do(Ay) = {1} d’ott A, est résoluble
Démonstration de l'égalité (4.4). (C) Vi<Ayet Ay/Vy ~ Z/3Z abélien donne que D(A,) C
Ay
(D) résulte de la formule
(xyz)(zyt)(zyz) " (zyt) " = (zy)(a1).
[

On finit I'exemple en donnant une preuve comme quoi Sy est résoluble. D(Sy) C A4 car
s(xyz~ly™!) = s(x)s(y)s(z)ts(y)~! = 1, ce qui donne finalement

D3(84) C DQ(.A4) = {1}

qui montre bien que &y est résoluble.
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