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Chapitre 1

Différentielle d’une fonction

1.1 Quelques définitions
Rappel. I C R, I =]a,b[, a < b. Soit g € I, f: I — R. f est dérivable en z; si et seulement si :

Fla) = f)

f'(x9) = lim

T—T0 T — g

fiz)

Reformulation. f est dérivable en xy < 3¢ : V,,, — R (ou V,, désigne un voisinage de z)
tel que lim e(z) =0 et :
T—x0

f(z) = f(zo) + (x — x0) f'(20) + (x — x0)e(2) (*)
f(x) = f(z0)

T — 2o

o) = - f'(o)

(%) peut se reécrire :
f(zo +h) = f(zo) + f'(xo)h + hei(h)
tel que :

flLir%sl(h) =0etx=a0+h

4



Chapitre 1. Différentielle d’une fonction 5

L’application :
R

R —
h — f/(x())h

est linéaire.

Définition 1.1.1. Soient F, I’ espaces vectoriels normés, U C E ouvert, f : U — E, a € U.
f est différentiable en a si et seulement si 3D f : E — F application linéaire continue et une
fonction e : U — F, lime(z) = 0 tel que :

fla+h)—=f(a) = Df(a).h+|[hlle(a+h)  (x)
Vhe Etel quea+h e U. Df(a) € Lo(E, F) est appelée la différentielle de f en a.

Notation. La différentielle de f en a peut se noter :

Df(a), Dfa, df(a), dfa, f'(a)

Proposition 1.1.1. Si f est différentiable en a, Uapplication linéaire D f, € Lo(E, F) vérifiant
(%) est unique.

Lemme 1.1.2. Soit E, F des espaces vectoriels normés et u € Lo(E, F) vérifiant :

_lu(h)]]
lim
|

=0 alorsu=0

Démonstration de la Proposition 1.1.1. Supposons uy,us € Lo(E, F) tel que :

fla+h) = fla) = urh +[[hller(h) = ug-h + [[hllea(h) = (ur — ug)h = [|h]|(e2(h) — 1(h))

(s = ua) ()] _
= h £ 0, O = ea(h) =1 ()] 4 0

:>U1—U2:0. [l

Démonstration du Lemme 1.1.2.
Rappel. uw € L(E, F), u est continue si et seulement si :

sup [[u(h)|| = sup [lu(h)]] < +oo
s Irll=1

On pose ||u|| = sup |Ju(h)| qui est une norme sur L(E, F) :
[[nll=1

Vh e E, [lu(h)|| < [[ullllA]

Soit €(h) tel que :
[u(r) || = [|Alle(h) et lim e(h) =0

Soit n > 0, Ja > 0, Vh tel que ||h|| < « alors |e(h)| < n.
Soit h € E, ||h|| =1, ||ah] = a||h|| = a.

Donc :
 Jlutan)] _ ()] _
)= Tan = A S =

Vn > 0,Yh € E, ||h|| =1,e(h) <n.Donc:Vh € E,||h]| =1,e(h) =0=u(h) =0=u=0. O
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Remarque. (E, ||-||g), (F,||-||r) sont des espaces vectoriels normés. Que se passe-t-il si on change
de norme? Si || - ||’y est équivalent a || - ||z et || - ||z est équivalent a || - ||r, f est différentiable
en a pour (E, | -||g) et (F,] - |lr) < f différentiable en a pour (E, | - ||’z) et (F, || - [|’%)-

Rappel. || - |5 ~ || - |z < 3C, D > 0 tel que :

vh € E, C|lh|lp < ||h|s < Dhllg

fa+h) ~ f(a) = Df(a)h + [hllse(h), lim (k) =0
[-llse(h), Jin
A1z’ (h)

. . ~ . / . — . / — .
Si -l ~ |- I fim () = 0 < Jim <) = 0

) = e, 1201 < Fl=w)

En particulier dans les espaces vectoriels normés de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.
Contre-exemple (en dimension infinie). £ = C>([0,1]) = {f : [0,1] — R,Vn € N, f( continue}.
Soit f € E, on rappelle :
[flloo = sup |f(z)]
z€[0,1]

et on définit :

1A= 11 oo + 11 Ml

Ona | -] et | || ne sont pas équivalents.

WINIA
JAVAY

On considere E = (C*([0,1]), || - ||) et F' = (C>([0,1]),] - ||sc). On défniit :

(=]

F

H : F —
fo= f2P+f

f,he £
H(f+h)—H(f) =0+ (f+h)?—f>=h+2fh+h?
———
u(h)
u est-elle continue ?
[u(P)][oo < (142 flloo) [[1]
—_———

=u continue
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Conclusion :

H(f+h) = H(h) =uh+ ||h|e(h), ’llin%g(h) =0
En effet, h? = ||h||e(h) :

1P2[] > |h*]lee = [I2Ille(h) [l = lle(h) o0 < [IR]]

Proposition 1.1.3 (Cas d’'un produit d’espaces). Soit F' = F} x ... x F), tel que Vj € {1, ..., p},
F; espace vectoriel normé. Soit k € F, k= (ky,...,kp) et :

[E]l = sup [[k;]l,
1<j<p
Soit E un espace vectoriel normé, U C E :
f:U—=F=Fx..xF,
(f = (jiv"w fb)’ j} =U— }z
Soit a € U, f différentiable en a < Vj, f; différentiable en a. De plus, si c’est le cas :
Df(a) = (Dfi(a),...,Dfy(a))

Démonstration. (=)
Df(a): E——=F; x ... x F,

\ |

F;

fla+h) —gla) = Df(a)h+ [|h[l(h)
= Vj,1<j<p, fila+h) = fila) = (p;o Df(a)) .h+ |hlp;(e(h))
eL(E.F)
pj(e(h)) = &;(h) ~——= 0 (p; continue)
(<) Vi, 1<j<p:

fila+h) = fila) = Dfj(a)h +[[hlg;(h), lim &;(h) = 0

= fla+h) = fla) = (Dfi(a), .., Dfp(a))h + [0 (g1 (), ... £p(R)), lim e(h) = 0
e(h)

1.2 Exemples

1.2.1 Application affine

Une application affine A : F — F est de la forme A(z) = b+ u(x) ou b € F et u est une
application linéaire de E dans F'. Pour a,z € E :

A(z) — Aa) = u(z) —u(a) = u(x — a) (1)

par linéarité. Donc A est continue en a si et seulement si u est continue en 0, donc, puisque u
est linéaire, en tout point. Dans ce cas la formule (1) montre que A est différentiable en tout
point de E et que, pour tout a € E :

DA(a) =u
La différentielle d’une application affine est donc indépendante de a. En particulier, si u est
linéaire continue, pour tout = € E, Du(z) = u.
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1.2.2 Un exemple en dimension finie

Soit f : R? — R? T'application définie par f(z,y) = (x + y,xy). Soit (a,b) € R2. Pour
(h,k) € R* on a :

fla+h,b+k)— f(a,b) = (h+ k,hb+ ka + hk) = u(h, k) + p(h, k)

ou u(h,k) = (h+ k,hb+ ka) et p(h, k) = (0, hk). L’application u est linéaire continue (on est
en dimension finie). Sa matrice dans les bases canoniques est :

Jf(a,b) = (}) 1)

[[(h, B) || = max(|hl, [k])
La fonction ¢(h, k) vérifie : ||o(h, k) = |hk| < ||(h, k)||?. Donc :

_ p(h, k)
im =0
(hk)=0 ||(h, K)|

Choisissons sur R? la norme :

ce qui montre que l'application f est différentiable en (a,b), sa différentielle en (a,b) étant
’application linéaire de R? dans R? de matrice Jf(a,b).

1.3 Différentielles partielles

1.3.1 Différentiabilité dans une "direction"

a € U C FE, E,F des espaces vectoriels normés. f : U — F, F; sous-espace vectoriel de F.
Si f est différentiable en a :

fla+h) — fla) = Df(a).h+ ||h||e(h), Vh e B, C E,a+heU (%)

Définition 1.3.1. On dit que f admet une différentielle partielle dans la direction FE; si
ADP1 f(a) : By — F,Vh € E; tel que a + h € E, (*) est vérifié.
f est différentiable en a = f admet une différentielle partielle dans la direction E;, VE; C E.

Exemple 1.3.1. E=R? F=R:

fz,y) = 25 si (2,y) # (0,0)
f(0,0)=0

f:R? — R continue. F; =< (1,0) >, By =< (0,1) >, a = (0,0), flg, =0, f|lg, =0, f admet
des différentielles partielles dans les directions F; et Ey mais f n’est pas différentiable.

Démonstration.

f(@,y) = 1(0,0) = ulz, y) + || (2, y)l[(x, y)

U‘E2 =0
%y —
(L’2 + y2 = x2 + y2€<x7 y)
%y

lim ——2—— =0
(zy)—(0,0) (22 + y?)3/2

Contradiction! N
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1.3.2 Dérivées partielles et matrice jacobienne

(a)

Cas particulier. E est de dimension finie.

E=R"acUCR" f:U—F.
Définition 1.3.2.

E; =< (0,0,..,0, 1 ,0,.,0>={(0,0,...,0,5,0,...,0)}

jiéme place

Si f admet une différentielle partielle suivant £, on dit que f admet une dérivée partielle :

0
2 (a).

Fla+(0,...0,h,0,...0)) — f(a) = gé(a).h - (IBlle(h)

of - _
heR, 5 (a) € F, flLEI[l)g(h) 0.
E quelconque, dim F < 4+o00. Choisissons une base (vy, ..., v,,) de E sur R

Q0 R™ — E

(hl,...,hm) —  hivy + oo + hpUnn, lsomorph1sme

-1 m ~
p (U)CR"—=UCE
b— a

Soit H= fop:pY(U) — F:
H(xq,.,xm) = f(x101 + oo 4+ TppUin)

On peut montrer en exercice que :

o
&cj

(0) = (D f(a))v;
Cas particulier. F et F' sont de dimension finie, E =R™ et F =R", a € U C R™:

f@1, e xm) = (fi(zr, ooy @)y ooy fr(T1, oy T))

Si toutes les applications f; ont des dérivées partielles en a = (ay, ..., a,,), on peut définir
la matrice jacobienne :

ofi
Ji(a) = [3;:

Proposition 1.3.1. Soit f : U — R". Si f est différentiable en a = (ay, ...,a,) alors la
matrice de D f(a) dans les bases canoniques est la jacobienne Jy(a). Soit h = (hy, ..., hy) €
R™ :

] 1<i<n,1<j<m

ha
ha
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1.3.3 Dérivées partielles d’ordre k

Définition 1.3.3. Soit Ey, Fs, ..., E,,, F des espaces vectoriels normés, U C E1 X o X ... X B, =

E ouvert. f:a €U — F et on pose :
2]l = sup ([l ], ..., [zm]])

f admet une kieme dérivée partielle si il existe une application linéaire Fj
Vh € ug(Ey) tel que a+h € U :

fla+u(l)) = fla) = Dyf(a).l + [|kllex(h), lim ex(h) = 0
Il est clair que f est différentiable en a, Ds(a) o uy, = Dy f(a) :

Uk - E]]C — E1><...><Em
v +— (0,..,0, v .,0,..,0)
kieme place

uy, est linéaire et injective.
Démonstration. YVh € E, a4+ h € U :

fla+h) = f(a) = Df(a).h+ [|h]le(R)
= Vh € u(Ey), a+h e U :

fla+h) = fla) = Df(a).h+ [|h]le(h)
=Vl € Ey, at+u(l) €U :

fla+u(l)) = fla) = Df(a) o up.l + |lur(l)]| e(ux(l))

=[lZlI=IRl

Deile), F' tel que

Si f est différentiable en a : Dy f(a) = D f(a) o ug. On exprime D f(a) en fonction des Dy f(a)

Ey
4l Dy f(a)
Pkl\ Uk
E1X XEkX XEme(a)F
Soit h = (hla ,hm) S El X ... X Em et pk(h) = hk
Ey
e T wk N Dy f(a)
he i X..xE, x..xE, — F
Df(a)
h = <h17h27"'7hm) hk :pk<h)
Df(a).h =" Df(a)(uy o px(h))
k=1

h 25 by 250, ...,0, Ay, 0, ..., 0)

h = Z ug, o pr(h)
k=1
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idp =Y ugopy

k=1
Df(a) =" Dif(a)pe
k=1
L]

Définition 1.3.4. Soit E, F' des espaces vectoriels normés, U C E ouvert, f : U — F. f est
différentiable sur U < Va € U, D f(a) existe. Si c’est le cas :

U — Ec<E,F)
a —  Df(a)

f est dite de classe C?! si cette application est continue :

U — ﬁc(E,F)
a —  Df(a)

Corollaire. Soit f : U — F différentiable, f est de classe C* si et seulement si :

Vi<k<n U Difla), Lc(Ey, F) continue

Démonstration. (a) Supposons que f est de classe C.

U L. Lo(EF)— Lo(By, F) continue

Dy f .. .
P ——= Youy linéaire continue
[ o urll < llellllurll = [l

(b) Supposons que :
U — Ec(Ek, F)
a +—  Dif(a)

On pose : ® o ((Dyf)i<k<m) = Dy. V1 < k <m, Dy f continue = Dy continue.

continue

a — (Qkf(a))lﬁkém

U — J[LeBwF) — Lo(EF)
k=1

(PR)iskem = D @PrOD
k=1

m
Z Pk © Pk
k=1

< 2 lenllipell
k=1

> llexl

k=1

< m sup |[[ok|l = m|/(¢r)i<k<ml]
1<k<m

IN
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1.4 Opérations élémentaires

1.4.1 Combinaison linéaire et composition

Soit U C Fouvert,ac U, f:U — Fetg:U — F.

Proposition 1.4.1. VA, p € R, u = A\f+pug, f et g différentiable en a = \f + g différentiable
en a. De plus :

D(Af 4+ ng) = ADf(a) + pDg(a)
Démonstration. YVh € E, a+h € U :
fla+h) = fla) = Df(a).h+ |hlle(h)
gla+h) — g(a) = Dg(a).h + [|h[[e2(h)
u(a +h) —u(a) = (ADf(a) + pDg(a)).h + ||h]| (Ae1 () + pea(h)) e(h)

]

Proposition 1.4.2. Soient E, F, G des espaces vectoriels normés, U C E etV C F des ouverts,
f:U=V,9g: V-G, acU,b= f(a) e V. Sif estdifférantiable en a et g différentiable en
b= f(a) alors go f est différentiable en a et :

D(go f)(a) = Dg(f(a) o D(f)(a)
g D@, o D),

Démonstration. Yh € B, a+h e U :
fla+h)— fla) = Df(a).h+ |hllei(h)

; (11)
g(b+ k) — g(b) = Dg(b) & + [Kllea()
b+k=f(a+h), k= fla+h)— f(a)
g0 fa+h)—go f(a) = Dgb)(DF(a)h + [Hller() + [Kea(R)
go f(a+h) —go f(a) = (Dg(b) o Df(@)h + [A|(Dg(b) — ex)(k) + |hllea(h) — 0
1kl < D@L + [2]le (W]
L= ) < JRIUDF @) + e (W)
S > 0, ] < a, |DF@)] + e < 1+ |DF@)] = e, |l < a= k] < c|]
[Fllea(k) = [hlles(h). lim ea(h) = 0
les() | < cllea(k)]
Finalement :
9o Jla+h)—go f(a) = (Dg(b) o Df(@)-h -+ [l(h), lim =(h) = 0
]

Proposition 1.4.3. L : E — F une application linéaire continue alors L est différentiable en
tout point et Va, DL(a) = L.

Démonstration.

L(a+h)— L(a) = L(h) + 0

Généralisation. L : E — F linéaire continue, b € F, f(x) = L(z) + b. Alors Va, Df(a) =
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1.4.2 Applications bilinéaires et produits

Proposition 1.4.4. B : E; x Ey — F. B linéaire continue; Alors Va = (ay,as) € Ey X Ey, B
est différentiable en a et DB(a) : Fy X Ey — F, (hy, he) — B(ay, hy) + B(az, hy).

Démonstration.
B(a1 + hl,az + hg) = B(al,ag) + B(hl,az) + B(al, hg)
B continue = 3C > O, Vhl,hg, HB(hl,hg)H < CH}MHHhQ” :

B(h1, ha) = |hlle(h), lim e(h) = 0

Exemple 1.4.1. E est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire <,>. On pose :

|z|| =vV<z,2> 2€F

ExFE — R .

(m y) - <zy> est continue
| <,y > <[yl

(D <, >)(a1,a2)(h1,h2) =< al,hg >+ < hhag >

ou D <, > repésente la différentielle du produit scalaire.

Exemple 1.4.2. E=F =R
P : RxR — R

(zy) = vy
d(P(a,b))(h, k) = ak + hb

UcCFEouvert, fraelU—F,g:U—=R

Proposition 1.4.5. Si f et g différentiable en a € U, gf est différentiable en a et :
D(gf)(a) = g(a)Df(a) + Dg(a)f(a)

Dg(a)f(a) : b — (Dg(a).h) f(a)

U — FxR — F
(f.9)
(y’ )\) bilinéaire cont. )\y

1.4.3 Inverse

Proposition 1.4.6. a € U C E, f: U — R. On suppose que f est différentiable en a et que

f(a) # 0 alors :
g U — R
r — 1/x

est différentiable en a et
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Proposition 1.4.7. E, F des espaces vectoriels normés, U C E, V C F ouverts, f : U — V
homéomorphisme. On suppose encore que f est différentiable en a et que D¢(a) € Isome(E, F).
Alors f~1:V — U est elle-méme différentiable en b= f(a) et :

D(f™)(f(a)) = (Df(a))"!
Remarque. Si l'on sait que f~! est différentiable en b, alors f~1 o f = idy alors :
D(f™) o Df(a) =idg
Démonstration. 1l faut vérifier que f~! est différentiable en b. a + h € U, h € E :
fla+h) = fa) = Df(a).h+ |[h]le(h) = k
b= f(a),b+k=fla+h),a=f1b),a+h=f (h+k):
h=f"(h+k) —f71(b) = Df(a)~"k = |hl[(Df(a) " o) (h)
Soit e > 0, Ja > 0, ||h]| < a, [[(Df(a) o) (h)] < e.
1hll < 1D f ()~ [[I]l + el 7]
IRl[(1 =€) < [Df(@) " I[IK]
|Df(a
1

AW < 21D sy 1E

In) < =R

On prend € = % :

f7Hb+h) = f7(b) = Df(a) "k + ||k[l=(k), lim (k) = 0



Chapitre 2

Théoreme des accroissements finis et
applications de classe C!

2.1 Théoreme des accroissements finis

Theoréme 2.1.1. Soit E un espace vectoriel normé o, € R, o < . f : [o, 5] — E. On
suppose que [ est continue sur [, (3], dérivable (différentiables) en |, ([ et soit ¢ : [, ] — R
dérivable en |a, 5. On suppose que ¥t €|a, B, ||f(B) — f(a)|| < p(B) — ¢(a)

Démonstration. Soit € > 0 fixé.

1F(B) = Fla)ll < o(t) = pla) +e(t —a) +¢ (2.1)

On pose :
U={telnpf],(2.1) n'est pas vrai}

1f @) = f(@)]| <et) = pla) + ot —a) +€ (2.2)
Supposons que U # 0 :
(a) U est ouvert
telUw p(t) —pla) +e(t —a)— || f(t) = f(@)]| <0
continue
(b) a« €U, (2.1) est vrai pour t = a. In > 0, Vt € [, + n[, t € U. En effet, (2.2) appliquée a
a (on notera (2.2)(a)) est vrai :

V = {t, (2.2)(a) vrai} ouvert
ac€V=3>0|la,a+nCV

On pose c = inf(U) > a (U C [a, f]). Sic> a:
(c) e > B eneffet sic=0,U C o, 5] = {8} = {c}. On a vu que ¢ € U (U est un ouvert)
donc U = 0. Pour a < c < G, || f' ()| < ¢'(c) :
fle+h) = fle) + hf'(c) + he(h), lim e(h) = 0
Im >0, Vh, |h] <

[ Fe+h) = fle) = hf (@) < 5

15
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p(c+h) = p(c) + he'(c) = he'(h)
Fz > 0, Vh, [[h]| <n2, [€'(h)] < 3

[£c+h)+ £l < [BlILF @ + Rl

hip(e) = ple+ h) = ple) — he'(h)
Bl < (e + k) = ()] + bl R)]
Vh, |h| < inf(n,n2) : _
[£(e+h) = £ < Il )l + 5
Bl @1 < lle(e+h) = (@)l + Al

h>0:
[f(c+h) = fO)ll < llolc+h)+ ()] +eh

c=inf(U), Vt < ¢, (2.1)(t) vérifiée, Vt € [a,c] (c ¢ U) :

1f(c) = Fla)]| < p(e) = pla) +e(c —a) +¢

1f(c) = f(e)] 1f(c+h) = fle) + fe) = fla)

<
< ple+h)—plc)+eh+p(c) —pla) —e(c—a)+¢
< ph)—pla)+e(lc+h—a)+e

Vh, 0 < h <n=inf(ni,n2), (2.1)(c+ h) vraie,infU > c+1 (2.3)
Yh,0<h<mn c+hgU (2.4)
(2.3) et (2.4) nous méne & une contradiction. Conclusion U = 0, V¢ € [, 5], (2.1)(t) vraie :
1F(t) = fle)|| < ¢t) — pla) +e(t —a) +¢
vVt € [o, ], Ve > 0 :
1F(t) = f()l| < @(t) = p(a) +e(t —a) + ¢

A la limite e — 0 :

1F(t) = f(a)[| < e(t) —e(a), VE € |a, 5]

Corollaire (1). f: [«a, 5] — F continue dérivable sur |o, 3]. Supposons IM > 0 :

vt €la, B[, [f"O] < M

Alors :

1F(8) = fla)ll < M(B — o)

Démonstration. @(t) = Mt, ||f'(t)|| < ¢'(t) :

1F(8) = F(@)l < @) = pla) = Ma = MG = M(§ - )
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Définition 2.1.1. z,y € U :

[z, 9] = {(Az + ) ar=1, 320
Définition 2.1.2. U convexe < Vz,y € U, [z,y] € U.
Exemple 2.1.1. Dans E, une boule est convexe.
Exemple 2.1.2. Une couronne n’est pas convexe.

Corollaire (2). E et F des espaces vectoriels normés, U ouvert convexe de E. f : U — F
différentiable et on suppose que Vx € U, ||Df(z)|| < M. Alors Va,be U :

17 (b) = fla)| < M]lb — all

Démonstration. Vt € [0,1] :
ta+(1—-t)belU

Posons ¢(t) = f(ta+ (1 —t)b) :

0,1 - U EN F
t = ta+(1—-t)b —

Pour h e R :

Remarque. On peut appliquer ce qui précede a des boules qui sont toujours convexes.
B(CL,T) = {'I S E? ||.T—(1,H < T}
z,y € B(a,r), t €[0,1], tx + (1 — t)y € B(a,r)

Corollaire (3). Soit U un ouvert convexe, f : U — F différentiable, si Vx € U, Df(x) = 0
alors f est constante.

Démonstration. a € U et :
V={zeU, f(z) = f(a)}
V est fermé dans U. On montre aussi que V' est ouvert. Soit xg € V et n > 0, B(zo,n) C U.
Vo € B(xo,n), Df(zx) =0:
Vy € B(wo,n), [If(y) = f(@o)|| < subsepaem IDf (@)|lly — o
1f(y) = f(@o)ll =0
fy) = f(xo) = f(a), B(xo,n) CV

V#0,ae€V U connexe = V = U.

Ve e U, f(x) = f(a)
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2.2 Applications de classe C!

Définition 2.2.1. Soient F et F' des espaces vectoriels normés et U C F ouvert. f: U — F.
On suppose que f est différentiable sur U. f est de classe C! si Df : U — L(E, F) est continue.

Theoréme 2.2.1. U C E = FE| X ... X E,,. f:U — F. f est de classe C' (et en particulier
différentiable) < V1 < i < m, f admet une dérivée partielle D;f et V1 < i <m, D;f : U —
L(E,F) est continue.

Exemple 2.2.1. UCR™, f: U — F.SiV1l <i<m, g—a{; = D, f existe et est continue alors f

est de classe C! (et en particulier f est différentiable).

of
agjl- (.1'1, ceey mm)hl

eR™

Df(i[}l, T2y ey i[}m) (hl, ceny hm) = Z
i=1
Démonstration. a) On va montrer que f est différentiable. On se place dans le cas ou n = 2;
Soit (CL17CL2) eUC E1 X E2 et h = (h17h2> c E1 X EQ.
flay+ hi,az + ho) — f(ay, a2) = Dy f(ay, az)hy + Daf (a1, az)hs + || (hy, ha)||le(h, ho)

Est-ce que l'on a " hli)m(o 0)£(h1, hy) = 0?7 Ou encore 37y > 0, Vh, ||h|| > n, on ait (a; +
1,12)—(U,

hl,a2+h2> c UI

A(hy,he) = f(ar+ hi,as + he) — f(ay + hy,a2) — Dof(ay,as).ho

p2(h1,h2)
+ f(ay + h1,a2) — f(a1,a2) — Dy f(a1, az)hy
©1(h1,h2)
e1(hi,ha) = |hafler(h) Jim ey (hy) =0

_ / : ! _
= (i, o) (asPo) - T (o) = 0

On pose :
g(z) = flar + hi,z) — Daf(a1,a2).z, v € [ag, az + h]
@a(h1, hy) = glag + ha) — g(az)
Dg(z) = Daf (a1 + h1,z) — Dz f (a1, az)

(al+h1a2+h2)

pad

(al,a2
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La continuité de D, f implique 3o > 0, V(hq, he), ||(h1, he)|| < a, ||Dg(x)|| < €. Les accrois-
sements finis nous donne :

€ 9
lp2(ha, ho)| = llgaz + h2) = glaz)ll < flhell  sup [ Dg(@)l| < Fllh2]| < SlI(h1, ko)

xe[az,a2+h2}

des que ||(h1, ho)|| < a. La premiére partie de la preuve implique qu’il existe 5 > 0 tel que :
€
V(A ho), [[(ha ho) | < B, loa (b, ha)ll < S lI(ha o)

|(R1, he) < inf(a, B)

|A(h1, ho) || < |[@1(ha, ho)|| + [[@2 (R, ho)|| < el[(ha, ho)||

b) Df continue, U def, L(Ey X ...x E,, F).
=1

avec a = (ay, ...,an) et h = (hy, ..., hy).

EZ' N El X ... X En

idpg, N L pi
E;
Df n
U = LB X ...x E,, F) D oie1 i O D
(Dfi)i<i<n \(1) T (2) /

IL; £(E;, F) > (pi)i<i<n

(1) : continue, (2) : linéaire continue.

Notation. Soit E et F' des espaces vectoriels normés.

GL(E,F) = ({isomorphismes linéaires continues}

= {u € L(E,F) continues tel que u~" existe et est continue}
Lemme 2.2.2. Si E et F' sont des espaces de Banach, GL(E, F) est un ouvert dans L(E, F).
Démonstration. uo € GL(E, F), h € L(E, F).
|h]| <? = ug+ h € GL(E, F)

up+h € GL(E,F) = ugo (up+ h) € GL(E, E)
idg +uy' oh =idp + k
Il < o = [kl < llug 1]l < allug |
On est ramené & montrer que si ||k|| est petit, k € L(E, E).

idg —k € GL(E, E)

Rappel. Lidentité (1 —z)(1+x + ... +2") = (1 — 2™"!) est vraie dans n’importe quel anneau.
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(id —k)(id —k + k2 + ... + k") = id ="' — id dans £(E, E)
Si ||| <1, |||t — 0. E complet = L(E, E) complet :
> ||k converge Y > W™ converge
n>0 n>0

——
P

(1) : L(E, E) est complet.
(id—k)o = o (id—k) =id

€ L(E,E) (et continue) et ¢ = (id —k) 1. O
Proposition 2.2.3. E et F espaces de Banach. On suppose que GL(E, F) # (). Soit :

J : GL(E,F) — GL(F, E)

u — ut

J est une application de classe C* et :
DJ;L(E,F)— L(F,E)

DJ(u)h=u"ohou™!

h

FE — F
Wl L
F E

Démonstration. On pose v =u"toh, ||v]| < |lu=Y||h] < 1.

(u+h) ' —ut = ([d+v ! —id)ou!

id—v 40 —v* + .+ (=) —id)u™!
wo (id4+uth)) ™t —u!

id+uth) tout —u!

= —ulohou '+ (-1)""ou"

n>2

(
(
(
(

R(h)
R(h) = [|hlle(h), lim £(h) = 0 ([|R(R)]| < CI[A]). O

Theoreme 2.2.4. Soient U un ouvert convexe d’un espace vectoriel normé E complet, F' espace
vectoriel normé complet et f, : U — F. On suppose :

(1) a € U, (fu(a))n>1 a une limite.
(ii) ¥n, f, est différentiable et Df,, — ¢

Df,:U— L(E,F),¢:U— L(E,F)

Alors (fn)n>1 converge uniformement sur tout borné B C U wvers une fonction f : B — F
différentiable. De plus Df = .
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Démonstration.

1fp (@)= fa(w)=fp(a)+Fola) | = | fo(2) = fo(@) = (fola) = fo(a) | < [lz—al sup. 1D fo(y) =D f4(y)

y€lax

Critere de Cauchy appliqué a Df,, :
N, Vp,q 2 N, sup [ Dfy(y) = Dfa(y)ll < €
y

Soit B un ensemble borné inclu dans U tel que Vz € B, ||z —al| < C.
Ve >0,3N,Vp,q > N,Vx € B, ||fy(z) = fo(z) = fy(a) + fyla)|| < C
Critere de Cauchy pour (f,,(a))n>1 :
M, Vp,q = M, || fy(a) = fy(a)l| <€

Vp,q > sup(M,N), Vo € B, || f,(z) — fo(z)|| < e(C +1)
Vp,q > sup(M, N), || f, = folls <e(C +1)

Donc : la suite (f,,) satisfait au critére de Cauchy et donc converge vers une fonction f.
On montre maintenant que f est différentiable. Soit x¢ € U :

fl@o+h) = f(z0) = plxo —h) = [[hlle(h),  lime(h) =0

f(wo+h) — fu(zo +h) + fulzo) — f(m0) + ful@o + h) — fu(z0) = D folx)h + D f(2)h — ©(20)D
| f (w0 +h) = f(w0) = fulxo + ) + fu(wo)|| <7
[(f = fa)(@o +h) = (f = fu) (o) | < (|1l Sup |1Df(y) = Dfu(w)ll < el

dN,Vn > N, fixons n > N :
fa(zo +h) = fu(xo) = Dfulzo).h = ||hllen(h),  lim &,(h) =0
Joe > 0, Vh, |[h] < a, [[falzo + h) = fu(xo) — D fulao).h]| < eh :

1D fu(wo)-h = @(0)-hll = [[(Dfn(0) = )kl < [[Dfu(z0) = @ll[[R]] < el[R]]



Chapitre 3

Théoréeme d’inversion locale -
Théoreme de fonctions implicites

3.1 Introduction

Définition 3.1.1. Soient E et F' des espaces vectoriels normés, U C E et V C F ouverts,
f:U — V. Ondit que f est un difféomorphisme (respectivement C'-difféomorphisme) si et
seulement si :

(i) f est un homéomorphisme

(i) f et f~! sont différentiables (respectivement de classe C!).
Contre-Exemple 3.1.1. E=F =R, U=V =R, f(x) =23

(i) f est un homéomorphisme R — R.

(ii) f est différentiable

(iii) f~! n’est pas différentiable en 0.
Remarque. Si f : U — V est un difféomorphisme VYa € U, Df(a) € GL(E, F). En effet, si
g= flalorsVaeU, b= f(a)

id = D(g o f)(a) = Dg(b) o Df(a)

Définition 3.1.2. Soient f : U — Vet a € U. f est un (C!-) difféomorphisme local au voisinage
de a 8’1l existe un ouvert U; C U et un ouvert V) C V tel que pour a € U; et f(a) € V].

flon : Up — Vi est un (C'-) difféomorphisme

3.2 Théoreme d’inversion locale

Theoréme 3.2.1 (Théoréme d’inversion locale). Soit E et F des espaces de Banach, soit
f:U — V une application de classe C*. Soit a € U tel que Df(a) € GL(E, F) alors f est un
Ct-difféomorphisme local au voisinage de a.

Corollaire. Avec les notations de la Définition 3.1.1., soit f : U — F de classe C*. f est
un Ct-difféomorphisme de U sur un ouvert V de F si et seulement si :

(i) f est injective

(ii) Ya € U, Df(a) € GL(E, F).

22
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Démonstration du Corollaire. (=) évident.

(<

) D’abord, f est une application ouverte. Soit a € U. Le théoréme d’inversion locale
(Théoréme 3.2.1.) implique qu'il existe un ouvert Uy C U (a € Uy) et V3 C V (b =
fla) € V) tel que :

flo, = Uy — V1 est un homémorphisme

Vi = f(Uy) est un ouvert contenant f(a). Vo € f(U), 3V} ouvert dans F' tel que b € V; C
f(U). Donc f(U) est ouvert. Idem avec U’ C U.

f U — f(U)=V ouvert
ft vV = U ouvert

f bijection, f et f~! sont continues. En résumé :
f U — V homéomorphisme

f est de classe C! par hypothése. f~1 est de classe C!.

Démonstration du Théoréme 3.2.1. 1/

Theoreme 3.2.2. Soit £ un espace de Banach, a € E, r > 0. On définit :
B((l,?”) = {I’ €L, ||x—a|| < 7"}

Soit f : B(a,r) — E. On pose ¢ = idg —f : B(a,r) — E. On suppose que p est k-
lipschitzienne pour 0 < k < 1. Alors il existe V' un ouvert, a € V. C B(a,r) tel que
flv :V — B(f(a), (1 — k)r) est un homémorphisme.

De plus, f~1: B(f(a),(1 —k)r) — V est

- -lipchitzienne.
Démonstration. Y, x' € Bla,r) :
le(z) = ()] < Kllz — 2|
fl@) = f@) =2 — 2" = (p(x) — ¢(2))
1f(x) = f@)] = [z = 2| = lle(z) — ()]
1f(x) = f(@)]| = [lz —2"[[(1 = &) (3.1)
On note b = f(a). Soit y € B(b, (1 — k)r). Existe-il un unique z € B(a,r) tel que

fla)=y?
r—f@)+ry=rep@)ty=1

On pose ¥(x) = () + y. Le probleme est de trouver un point fixe de la fonction v
(f(x) =y < Y(x) = x). ¥ est k-lipschtizienne.

1o (z) = D (@) = llp(z) = (@) < Kz — 2]

On va montrer : dx € B(a,r) tel que ¥(z) =
a) unicité : évidente. Soit ¢(x) = x et ¢ (a') = 2

klle = 2 [[9(z) = (@) = lz =2,  k<l=z=2
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b) existence : on construit une suite (z,) par réccurence.

{x = ()

Top—a

s [nir — xnll < Klly — bl < K"(1 = F)r

Supposons la suite construite jusqu’a l'indice n (zg, x1, ..., T,).
Vi,j<n—1, |z —al <K Q- k)

On construit x,1 = ¥ (z,).

[Zns1 — 2l = [[¢(20) — P(@a)|
< Kl|zn — 2|
< kk"N1—k)r
= K"(1—FK!)r
i1 —all < Nzptr — @l + o+ llzn — 20|
< (T—kyrE"+k" 4+ +k+1)
1 — !
= _— 1 —
% ( k)r

= (1-k"r<r
Donc x,.1 € B(a,r). La suite (x,) est une suite de Cauchy :

[Znt1 = Zall + -+ [|Tms1 — @]
(K" + ... + k™) (1 — k)r
(1= Eyrk™ (14 k4 ..+ k™)

rk™

n+1>m, ”xn—l-l - xm”

VAN VAN VAN VAN

Ym,n, n>m

[#ns1 = | S)rk™ —— 0

Comme FE est de Banach, limzx,, =x € E.

1— k,n+1

" ly—b
~—lly— bl

iz —all < —

1
|z —all < ﬂ“y—bH <r

Donc = € B(a,r). ¥ continue car lipschitzienne.
T — Tpy1 = Y(Tns1) — Y(2)

Donc a la limite, ¢ (z) = .

Résumons maintenant la situation : on a montré que Yy € B(b, (1 — k)r), Ir € B(a,r) tel
que f(x) =y. On pose V = f~Y(B(b, (1 —k)r)). C’est un ouvert inclut dans B(a,r). Soit
f:V — B(b, (1 — k)r) bijective. f~! est t1 lipschitzienne.

fl@)=y, z=f"(y)



Chapitre 3. Théoréme d’inversion locale - Théoréme de fonctions implicites 25

f(l'/) — y/’ y/ — fﬁl(.l’I)

B1) & ly=yl = 0= R @ - @)
& 17 W)~ O < v v

Donc f~! est continue. O

1/

Proposition 3.2.3. Soit F' un espace de Banach, U est un ouvert d’un espace de Banach
E. Soit f : U — F et soit a € U. On suppose que f est de classe C* au voisinage de
a et que Df(a) € GL(E, F). Alors il existe un voisinage ouvert V de a, V. C U et un
voisinage ouvert W de f(a) =b, W C F tel que f:V — W soit un homéomorphisme.

Démonstration. On peut supposer que E = F. Les hypotheses de la proposition sont :
1) On remplacera f par g = Df(a)o f.

2) f[:U—-F

3) Df(a): E— F

4) Dg(a) = Df(a)~' o Df(a) = idp

On veut arriver & la conclusion suivante :

1% = W
f
| /(D f(a))~? (3:2)

W'=Df(a)™? et W' ouvert
On est ramené au cas ou F = F et Df(a) = idg.
De(x) = idp =D f(x)
Dy(a) =idp—idg =0
JB une boule de centre a et de rayon r :

1
Vx € B, || Do(r)|| < 3 (continuité de D)

D’apres le théoreme des accroissements finis :

Va, 2’ € Bla,r), [lp(z) — ¢(2)]| < [l — 2| (S )IIDsO(é)H

B(a,r

1
Va2’ € Bla,r), [o(w) — el < Sllz = |
Donc ¢ est %—hpschitzienne. On applique le Théoréme 3.2.2 pour conclure. O

I/ Soit f: U — V de classe C'. Df(a) € GL(E, F), cela veut dire qu’il existe V' ouvett de
U,aeV':

Ve e U', Df(z) = GL(E, F)
On a aussi que GL(E, F') ouvert dans L(F, F) et que f est de classe C'.

V' ={x, Df(z) € GL(E,F)} = (Df) " (GL(E, F)) ouvert
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IV, W un voisinage de a et f(a) = b.
flv : V. — W homéomorphisme
Vi=VvVnV', f(Vi)=W; ouvert de W.

Vi ﬁ W homéomorphisme
Vi

et Vo € Vi, Df(x) € GL(E, F). Donc (f|y;,)~! est elleeméme de classe C*.
[

Cas de la dimension finie U C F = F =R" f:U — R", f = (f1, f2y .-, fn) avec
fi:U—=R,1<j<n.Lamatrice Df(z) la base canonique.

9h ... Oh

ox1 Ozn
J(x)=|: .

ox1 0zn

Df(a) € GL(R",R") < det(J(a)) # 0

3.3 Théoreme des fonctions implicites
Probléme. Soit f définie par f(x,y) = 0. On cherche ’existence de g tel que :

f(z,y) =0y =g(x)

Exemple 3.3.1. f(z,y) = o(x)+y(z), ¢, 1 sont des applications continues. f(z,y) est soluble
en y au voisinage des points tel que ¥(a) # 0 :

_of of _
1/1(@ - aiyv @(a7b) 7é 07 f(a7 b) =0

Theoréme 3.3.1 (Théoréme des fonctions implicites). Soient E, F,G Banach, Q@ C E x F
ouvert, f: Q — G de classe Ct, (a,b) € Q tel que :

Dy f(a,b) € GL(F,G)

Alors il existe un ouvert Q; C Q, (a,b) € Q et il existe W un ouvert de E, a € W et une
fonction g : W — F de classe C' tel que ¥(x,y) € Q :

f(z,y) = f(a,b) & y = g(a) (3.3)

De plus, quitte a restreindre 'ouvert W :

Dg(z) = —=Ds(f(x,9(x))~" o Dy f(x, g(x))
Démonstration. Soit :
b Q — E xG
(z,y) = (2, f(2,y))
® est de classe C'.
D®(z,y) : ExF — ExG
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idg 0
D (z,y) = (le(x,y) DZf(x7y)>

Soit (u,v) € E X F :

DO (z,y)(u,v) = (idgu + 0v, Dy f(z,y)u + Daf (z,y)v)

D®(a,b) = ( lefd(i, b) sz(()a, b>)

Le théoreme d’inversion locale nous dit qu’il existe €y C 2 voisinage de (a,b) et U C E x G
voisinage de (a, f(a,b)) tel que :

Dlg, : 4 — U C'-difféomorphisme

Q — U

d (z,y) — (z, f(z,y))
1 ¢ (2,h(z,2) — (1,2)eU

Soit (x,z) € U, (z,y) € O, z = g(z,y) & y = h(x,z). En particulier, soit (a,b) € Q; =
(a, f(a,b)) €U :

V(z,y) € Q, f(a,b) = f(z,y) & y = h(z, f(a,0)) = g(v) (3.4)

On pose :
W ={x€E, (z, f(a,b)) € G}

et W est un voisinage ouvert de z.
UCEx{f(a,b)} CExGet W=UnN(Ex{f(a,b)})

g: W —F

g(x) = h(z, f(a,b))
W — U > F
v = (z,f(a,0)) — h(z, f(a,))
®~! de classe C' = h est de classe C! = ¢ est de classe C'. Ainsi (3.4) montre (3.3). O

Remarque. On peut prendre 2; de la forme €y = W x V avec W,V voisinage ouvert de a et b.
Remarque. Yx € W, f(z,g(x)) = g(a,b).
Vo € W, Dy f(x,g(x)) + Daf (2, 9(x)) o Dg(x) = 0 (3.5)
EDOW —W(DEXF)—=G
id xg f
On sait que Dy f(a,g(a)) € GL(F,G) C L(E, F) ouvert. f est de classe C! :
W'={x € E, Dyf(z,9(x)) € GL(F,G)} ouvert

(3.5) = Dg(x) = —Daf (x,9(x)) " o D1 f(z, g(x))
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3.4 Applications géométriques

3.4.1 Sous-variétés de R"

Définition 3.4.1. Soit M C R". M est une sous-varié¢té de classe C' de R". Vo € M, il
existe un voisinage U ouvert de z dans R" et il existe un voisinage V ouvert de 0 € R" et un
C!-difféomorphisme f : U — V tels que!

fIMNU)=VN(RP x{0}) pour 1 <p<mn

Remarque. d(x) = dim, M est une fonction continue sur M (localement constante). Donc si M
est connexe, d(x) est constante = dim M.

Proposition 3.4.1 (Graphe d’une fonction). Soit Q@ C R? un ouvert et f : 2 — R P de classe
Ct.

Iy={(z, f(z)) e A xR"P CRP x RP ~ R"
I'; est une sous-variété de dimension p dans R™.

Démonstration.

F : U=OxR*? 5 R"=RPx R"»P
@y = (y— @) (3.6)

F est de de classe C! :
F(T}) = F(2 x R"?) A (R? x {0})

DF(z,y) = <5§1§;) i dROw> e GL(R™)

F est de classe C! est injective. (3.6) = F est un diffeomorphisme de 2 x R"*? vers F'(Q x R"7?)
ouvert. n
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Proposition 3.4.2. Soit Q C R™ ouvert et F: Q — R*"P (1 <p <n—1) une application de
classe C'. On pose M = F~*({0}). On suppose que Vx € M, DF(z) est de rang n — p.

DF(a)
—5

QCR R
| F
R"

Alors M est une sous-variété de classe C* de dimension n — p de R™.
Exemple 3.4.1. n=2p=1:
F: R — R
(z,y) — 2*+y*—1

M ={(z,y) e R*, 2° +¢y* =1}

DF()(u,v) = ZF (@)t G o)

rg(DF(z)) = 1 & ( (z y)> £ (0,0) < (2z,2y) # (0,0)

Démonstration. F = (Fy, Fy,...,F,_,), F; : @ — R de classe C.

rgDf(zx)=n—p&e (DFI( ), DFy(z), ..., DF,,_,) indépendants
DFl(Z‘)
DFQ(ZL‘)
DF(z) = _ , DF;(z) : R" = R, DF;(z) € (R")*
DFn—p(ff)

(R™)* étant le dual de R™. Soit a € M, il existe p formes linéaires : p,_pi1,...., 0 € (R™)"
Ainsi (DFy(x), DFy(x), ..., DF,_ (%), pn—p+1, --., Pn) est une base de (R™)*. On considere :
g : QCR* — R™
x = (F(2), o Fep(2), Pn—pr1(2), oy pn(2))
g de classe C*.
Dy(z) = (DFi(2),.... DFy_p(2), ©n—pt1s s Pn)

DG(a) € GL(R"). Le théoréme d’inversion locale nous dit que g est un C!-difféomorphisme local
au voisinage de a. U voisinage de a dans €2, IV voisinage de f(a) dans R" tel que g : U -V

difféomorphisme de classe C!.
gMNnU)=Vn({0} xR?)
O

Proposition 3.4.3. Q C R? ouvert, p < n—1. ¢ : Q — R" de classe C'. Supposons que
Yu € Q, Dp(u) de rang p (maximal). Alors M = p(2) est une sous-variété de R"™ de dimension
p.

Remarque.
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Démonstration. Soit ug € 2, ¢ = (p1,...,n), ; : 2 =R

D (u)

Depp(u)
On peut supposer que (D (up), ..., Dpy(ug)) sont indépendants, Dg(ug) € GL(R? avec ¢ =
(.97 h)7 g = (()017 sy ()Op)a h = (Qop-l-la 7@0?1) :
p: QCRPF - RPXR"P=R"

g et h de classe C!, g est un difféomorphisme local de classe C! au voisinage de wug. Il existe un
voisinage U de ug dans 2 C R et un voisinage V' de g(up) dans R™.

gl : U = V Cl-difféomorphisme

U A% v xRP 5 o(U)

N~ glo) Tt xRV =F
U x R > o(U)

p(U) = F(M 0 (V x R"™™7))

G : UxR*"? — UxR"?P
(U, Z) = (U, Z = h(“’))

isomorphisme
G C'-difféomorphisme.

(Go F)Y(MN(UxR")=Ux {0} =(U xR"P)N(R” x {0})

Exemple 3.4.2. ¢: Q) C R? — R"7P.
FQ = {(‘Tag(l‘))7 YIS Q}

v : Q — R™
u = (u,g(u))

Dip(u) = (idge, Dg(z))
Une autre maniere de définir une sous-variété est d’utiliser un paramétrage.

Proposition 3.4.4 (Sous-variété paramétrée). Soit 1 < p < n — 1, Q un ouvert de RP et
0 Q — R" de classe Ct. Si en ug € Q, le rang de Jp(ug) est p, il existe un voisinage ouvert
Qo de ug tel que Qo C Q et que M = p(Qy) soit une sous-variété de dimension p de R™. On dit
que @ est un paramétrage de M.

Cette fois encore la condition sur le rang signifie qu’il est maximum. La condition est aussi
équivalente au fait que Dp(ug) est injective. On dit alors que ¢ est une immersion en uy.

Mais attention, méme si ¢ est une immersion en tout point de {2 il n’est pas toujours vrai
que son image est une sous-variété de R”.
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Démonstration. L’hypothese signifie que p des n lignes de la matrice Jp(ug) sont linéairement
indépendantes. Un choix convenable de l'ordre des coordonnées de R™ permet de supposer
que ce sont les p premiéres composantes, c’est-a-dire d’écrire ¢ = (g,h), o g : Q — RP et

h: Q) — R"7P sont telles que
Jg(u
Tip(uo) (Ji%ui%)

avec une matrice Jg(ug) inversible. Le théoréme d’inversion locale appliqué & g au point ug
donne un voisinage ouvert €y C €2 de ug et un voisinage ouvert V' (dans RP) de o’ = g(uy) tels
que g : Qg — V soit un C'-difféomorphisme. Si x € R", on I'écrit x = (2/,2”) ot 2’ € R et
2" € R"P et on pose f = hog~!. C’est une application de classe C! de V dans R* P et

() = {(g(u), h(u)) v € o} = {(a', h(g~'(2")) | o' € V}
={(, (@) [2a" eV} =Ty

La Proposition 3.4.2 montre alors le résultat. O

Exemple 3.4.3. 1) La sphere S™ est définie par
S"={x = (2g,...,1,) ER" |25+ ...+ 22 —1=0
est une sous-variété de dimension n de R™*!. En effet, la fonction

F : R — R
— 22 2
r = Fle)y=z5+..+x,—1

est C! et est une submersion en tout point de S™, puisque JF'(z) = (2zy, ..., 2z,) n’est jamais
nulle sur S” et est donc de rang 1 en tout point de S™.

2) Le tore T est défini par
T'={reR™ zi+a;—1=o3+a2;—1=.. =25 ,+a3, —1=0}

C’est une sous-variété de dimension n (= 2n — n) de R**. On peut le voir en appliquant la
Proposition 3.4.2 ou en utilisant la paramétrisation ¢(ty, ..., t,,) = (costy,sinty, ..., cost,, sint,)
et la Proposition 3.4.4.

3) Le groupe orthogonal
O(n) ={A € M,(R)| A'A=1,}

ou l'on note M,,(R) I'espace vectoriel, isomorphe & R"*" des matrices carrés n x n et A’ la
matrice symétrique de la matrice A. Alors O(n) est une sous-variété de M,,(R) de dimension
@. En effet, appelons S, (R) 'espace vectoriel des matrices n x n symétriques. Il est de

dimension ") et O(n) = F~(0) ot

F : M,R) — Sn(R)
A — F(A)=A'A—In

Cette application est polynomiale donc C! et c’est une submersion en chaque point A € O(n)
pusique (le montrer en exercice), pour tout H € M, (R), DF(A).H = A'H + H'A et, si
K € S,(R), la matrice H = 1AK vérifier DF(A).H = K, ce qui prouve la subjectivité
de DF(A). Il reste a remarquer que, de fagon générale, si M est une sous-variété de R"™
de dimension p et si on regarde M comme un sous-ensemble de R™ pour m > n via une
inclusion de R™ dans R™, alors M est aussi une sous-variété de dimension p de R™.
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4) Le cone de révoluton
[ ={(r,y,2) € R?|2* +¢y* — 2* = 0}

n’est pas une sous-variété de R? de dimension 2. Il est facile de voir que le coné privé de
son sommet T'\{0} est une sous-variété de dimension 2 (surface) de R3. Pour voir que T
n’en est pas une, il ne suffit pas de dire que les propositions énoncées ne s’appliquent pas...
L’argument le plus simple est de remarquer que, s’il existait deux voisinages ouverts U et
V de 0 € R?® et un C'-difféomorphisme f : U — V tel que f(UNT) =V N (R? x {0}) et
f(0) = 0, il en existerait aussi vérifiant la méme proppriété et connexes. Or U N I'\{0} a
(comme T'\{0}) deux composantes connexes alors qu'un voisinage de 0 dans R? privé de 0
est connexe.

3.4.2 Espace tangent a une sous-variété en un point
Soit M C R™ une sous-variété de dimension p et a € M.

Définition 3.4.2. 1) Un arc de courbe tracé sur M passant par a est 'image v(I) ety : [ — R"
ol I est un intervalle ouvert de R contenant 0, v est de classe C', v(0) = a et y(I) C M.

2) Le vecteur 7/(0) qui appartient a R™, est appelé vecteur tangent en a & M.

La définition donnée ci-dessus d'un vecteur tangent est « raisonnable » car si J est aussi
un intervalle de R contenant 0 et si ¢ : J — I est un C'-difféomorphisme tel que ¢(0) = 0,
de soirte que ¥ = 7y o ¢ définit la méme courbe tracée sur M (avec un autre paramétrage), la
relation 4'(0) = ¢'(0)7/(0), ou le réel ¢/(0) est non nul, montre que les vecteurs 5'(0) et 7/(0)
sont nuls en méme temps et, quand ils ne sont pas nuls, définissent la méme direction.

Proposition 3.4.5. L’ensemble des vecteurs tangents en a a une sous-variété M de dimension
p est un sous-espace vectoriel de dimension p de R™,

Démonstration. Soit U un voisinage de a € R, V un voisinage de 0 € R" et f : U — V un
C!-difféomorphisme tel que f(UNM) = VN (R? x {0}). On peut supposer que f(a) = 0. Notons
f = (f1,..., fn) les composantes de f et soit v : [ — R™ = RP x R"P une fonction de classe C!
qui définit un arc de courbe tracé sur M passant par a.

Comme U est un ouvert, si [t| est assez petit, v(t) € U N M et donc f;(y(¢t)) = 0 pour
j=p+1,...,n. On en déduit Df;(a).y'(0) = 0 pour j = p+ 1,...,n. Cela veut dire que tout
vecteur tangent en a a M, v =+'(0) = 0 pour j = p+ 1, ...,n. Cela veut dire que tout vecteur
tangent en a a M, v = ~/(0) vérifie Df(a).v € RP? x {0} ou encore que I’ensemble des vecteurs
tangents en a est inclus dans D f(a) ' (R? x {0}) qui est un sous-espace vectoriel de R™ de
dimension p puusiqe D f(a)~! est un isomorphisme.

Inversement soit v € D f(a)™'(R? x {0}), de sorte que w = Df(a).v € R? x {0}. Posons,
si |t| est assez petit et pour assurer tw € V (possible puisque V' est ouvert et contient 0),
v(t) = f~(tw). Lapplication v définit une courbe tracée sur M, passant par a pour laquelle
7' (0) = D(f~1)(0).w = Df(a) . w = v. O

Définition 3.4.3. Le sous-espace vectoriel des vecteurs tangents en a a M est noté T,M. Le
sous-espace affine de R™ : a + T, M est appelé espace tangent en a a M.

Les trois propositions suivnates décrivent concrétement T, M lorsque M est un graphe ou
définie par des équations ou un paramétrage.

Proposition 3.4.6. Soit Q un ouvert de RP et g : Q) — R*P (1 <p <n—1) une application
de classe C'. Sia = (d/,g9(d")) € Ty, T,y = T py(ar)-
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Un exercice indispensable consiste a expliciter ce résultat dans le cas d’une courbe plane,
d'une courbe ou d'uune surface de R3.

Démonstration. On commence par se souvenir que le graphe d’une application linéaire de R?
dans R™"P est bien un sous-espace vectoriel de dimension p de R™. Si v : I — R"™ est une courbe
tracée sur I', passant par a, on a :

pour tout ¢ € I, (t) = (n(t), 72(t))

ou y1(t) € Q et y(t) = g(71(t)). Donc en utilisant le théoreme de dérivation d’une fonction
composée et en remarquant que v(0) = d’, 74(0) = Dg(a').7{(0), on en déduit que v =
(71(0),75(0)) appartient au graphe de Dg(a'), ce qui donne I'inclusion T,I'y C Dy(a'). L'égalité
vient alors de ce que ceux deux espaces vectoriels ont la méme dimension. O]

Proposition 3.4.7. Soit M = F~1(0), ot F': U — R"? est de classe C' sur un ouvert U de
R™. Si F est une submersion en tout point de M, alors pour tout a € M, T,M = Ker DF(a).
Autrement dit :
n—p
si F = (F,...,F,,), T.,M = ()XKerDFja)

i=1
Démonstration. Si v : I — R™ définit un arc de courbe tracé sur M et passant par a, pour
tout t € I, Fo~v(t) = 0. Donc DF(a).7/(0) = 0. C’est dire que 7/(0) € Ker DF(a) et que
T.M C Ker DF(a). Mais puisque F' est une submersion en a, DF(a) est de rang n — p, donc
Ker DF(a) est de dimension n — (n — p) = p, qui est aussi celle de T, M. Ceci établit 1'égalité
annonceée. O

L’interprétation en termes d’intersection des noyaux des formes linéaires que sont les diffé-
rentielles des composantes est de 1'algebre linéaire classique. Cela veut aussi dire que T, M est
le sous-espace vectoriel de R™ défini par les n — p équations DF;(a).h = 0 qui sont les linéarisées
en a des n — p équations Fj(x) = 0 qui définissent S.

Proposition 3.4.8. Sous les hypothéses et notations de la Proposition 3.4.4, si a = v(up),
ToM = Dp(ug)(RP).

Démonstration. Soit w € Im Dp(ug) et v € RP tel que w = Dp(ug).v. Puisque 2 est ouvert, il
existe un intervalle ouvert I > 0 tel que pour tout t € I, ug+tv € Q. L’application v : [ — R"
donnée par v(t) = ¢(ug + tv) définit un arc de courbe tracé sur M passant par a pour lequel
7' (0) = De(up).v = w. Ceci montre que w € T, M et donne 'inclusion Dp(ug)(RP) C T,M.
L’égalité des dimensions permet de conclure. O

Exemple 3.4.4. 1) Le plan tangent a la surface de R® d’équation f(x,y,z) = 0 au point
a = (o, Yo, z0) vérifiant (f(xo,yo,20) = 0) a pour équation

S —20) + 5 (@) — ) + G @)~ ) =0

Dire que f est une submersion en a c’est dire que les trois dérivées partielles ne sont pas
simulaténement nulles en a et I’équation écrite est bien celle d’'un plan passant par a.

2) La tangent a la courbe de R? donnée par f(z,y,z) = g(z,y,2) = 0 au point a = (x¢, Yo, 20)
a pour direction la droite d’intersection des deux plans

{g;; (a)z + ZL(a)y + L(a)z =0
gg(a)x + 52 (a)y + %(a)z =0



34 Chapitre 3. Théoréme d’inversion locale - Théoréme de fonctions implicites

3) Le plan tangent en a = (s, tg) & la surface de R paramétrée par o : U — R3 o ¢(s,t) =
(fi(s, 1), f2(s,t), f3(s,t)) a pour direction le plan engendré par les deux vecteurs de R :

% (s0,t0) = (%(50,150), 82 (s0, 10
%f(so,to) = (%(SOatO) %f (50,%0), % s (So,to))

N—
(e))
ci"\w
—~
(VA
o
~
o
S—
N———

Une équation du plan tangent est donc

T — fl(s(]at()) %(SOat(ﬁ %<307t0)
y — fa(so,t0) (;2(50,750) ft (50, 0)
z — f3(50, to) (szs(soa to) % (s0,t0)

4) L’hyperplan (affine) de R™! tangent a la sphére S™ au point a = (ay, .., a,) a pour équation
aop(xo — ag) + ... + ap(x, — a,) = 0.
5) Si A€ O(n),
TxO(n) ={H € M,(R)|A'"H + H'A=0} = {H|A'"H = —(A"H)"}.

En particulier T;O(n) est l'espace vectoriel des matrices antisymétriques. En remarquant
que, pour A € O(n), A = A™1, on voit que

TAO(n) = AT;O(n).



Chapitre 4

Différentielles d’ordre supérieur

4.1 Différentielle seconde

4.1.1 Définition

Soit E et F' des espaces normés, U un ouvert de F et f : U — F une application de
C! sur U. L’application Df : U — L(FE, F) définie par x — D f(x) est continue. Si elle est
différentiable en a € U, on dit que f est deux fois différentiable en a. Dans ce cas D(D f)(a) est
une application linéaire continue de E dans L(E, F'), c’est-a-dire un élément de L(E, L(E, F)).

Lemme 4.1.1. L’espace normé L(E,L(E,F)) s’identifie a l'espace normé des applications
bilinéaires continues E x E dans F, note L*(E, F).

Rappelons qu’une application bilinéaire B : £ X EE — F' est continue si et seulement s’il
existe C' > 0 tel que pour tous h,k € E, ||B(h,k)|| < C|hl||||k]|. La norme de B est, par
définition, le « meilleur » C ou encore :

IBll = sup [IB(h, k).

[All=[kll=1

En dimension finie, il n’y a pas lieu de se préoccuper des normes et I'identification est la suivante.
On définit 'application linéaire (a vérifier) :

®: L(E,L(E,F)) — L*E,F)
en associant a 1" I’application bilinéaire By : E x E — F définie par

Br(h, k) =T(h).k

On définit 'application linéaire (a vériifer)

U:LE,F)— L(E,L(E,F))
en associant a B l'application T : £ — L(E, F) qui envoie h € E sur 'application linéaire
Tg(h) : E — F donnée par Tg(h).k = B(h,k) (pour tout k € E). On vérifie que ¢ et ¥ sont
inverses I'une de l'autre. Si ' ou F' n’est plus de dimension finie il faut ajouter la vérification

de la continuité de ces applications linéaires et la conservation de la norme (® et W sont des
isométries).

Exemple 4.1.1. 1. Soit v : £ — F une application linéaire continue. Alors pour tout
x € E, Du(x) = u donc Du est une application constante et sa différentielle est nulle en
tout point. Autrement dit u est deux fois différentiable en tout point de E et D*u(x) =0
pour tout x € E.

35
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2. Soit B : E x E — F une application bilinéaire continue. On sait que B est différentiable
en tout point (z,y) € F x E et que, pour tout (h,k) € E X E,

DB(z,y).(h, k) = B(z, k) + B(h,y)

Donc l'application DB : (x,y) — DB(z,y) est linéaire continue donc différentiable et,
pour tout (z,y) € E x E;
D(DB)(z,y) = DB

Cela s’écrit pour (h, k) et (b, k') appartenant a £ x E,
D*B(x,y)((h, k), (W, k) = D(DB)(x,y)(h, k).(K', k')
= DB(h,k).(h, k)
= B(h, k") + B(h', k)

et application D?*B : E x E — L*(E x E, F) obtenue est constante.

4.1.2 Lemme de Schwarz

Dans l'identification précédente les vecteurs h et k ne jouent pas a priori le méme role. En
fait, il n’en est rien.

Proposition 4.1.2 (Lemme de Schwarz). Si f : U — F est deuz fois différentiable en a
Uapplication bilinéaire D?f(a) est symétrique.

Démonstration. Soit r > 0 assez petit pour que B,(a,2r) C U et que D f y soit définie. Posons
pour [|h|| <7 et ||k] <,
p(h,k) = fla+h+k) = fla+h) = fla+k)+ f(a) — D*f(a)(h, k)

et montrons que

p(h, k)
W — 0 quand [[(h, k)| — 0

En effet, la différentiabilité de D f en a s’exprime par le fait que, quel que soit € > 0, il existe
a > 0 (on peut imposer o < r) tel que si ||| < 2«, alors

IDf(a+h) = Df(a) = D(Df)(a).h]| <ellh]

(il s’agit au premier membre de la norme d’un élément de L(E,F)). Pour h fixé vérifiant
|h]| < a, 'application ¢y, : k +— @(h, k) est définie dans la boule B,(0, «), a valeurs dans F' et
différentiable en tout point de cette boule. De plus (dans L(E, F')) on a

Don(k)=Df(a+h+k)—Df(a+k)— D(Df)(a).h
=Df(a+h+k)—Df(a)— D(Df(a).(h+k)
— [Df(a+k)—Df(a) — D(Df)(a).k]

Et donc, puisque ||k + k|| < 2a et ||k < 2«
[Den (k)| < e(llh+ k[l + [[E]l) < 3el|(h, K]l

La boule B,(0,«) étant convexe, on peut appliquer le théoreme des accroissements finis a ¢y,
sur le segment [0, k]. On obtient

llen(k) = en(0)l = llp(h, k)| < 3el|(h, k)[[1K[] < 32| (R, k) ]1*
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et le résultat annoncé comme suit.
Mais cela implique sur 'application bilinéaire définie par

B(h, k) = D*f(a)(h, k) — D*f(a)(k, h)

vérifie B(h. k)
77 oz — 0 quand (A, K)|| — O,
[[(h, B)[?
puisque B(h,k) = ¢(h,k) — o(k,h). Or, la bilinéarité permet d’en déduire que B = 0. On
raisonne comme dans le Lemme 1.1.2 : si (ho, ko) # (0,0),
) B(thg,tky)  B(ho, ko)
our tout réel t # 0, = )
P 7O otk Tho Kol

Mais, par hypothese, le terme de gauche tend vers 0 quand t — 0. Cela oblige B(hg, ko) = 0.
Or, dire que B = 0, c’est dire que D?f(a) est symétrique. ]
4.1.3 Dérivées partielles secondes

Soit £ = R™, F = R. Soient z = (xy,...,x,) € Q@ C R", h = (hy,...h,) € R". On a que

Df(x) € LEB"R) = (R")"

"0
Df)h =Y. 5 a) b

Soit a € Q et k € R™,
Df(a+k) = Df(a) = D(Df(a) .k + [|klle(k) € LR",R) avec lime(k) =0

RK—

Donc :
Df(a+k)— Df(a).h = (D(Df(a).k).h+ [k|l(e1(k)h1 + ... + €n(k)hn)
)3 (ggf (ath)- L (a>> hi = (Ay(B)hy + As(K)ho + ..+ Ay () )
+ ||kl (e1(K)h1 + ... + en(E)hn)
Ainsi 5 9
Vil<i<n, aimk) - g@_(a) = Ak + ki (k)
Ai(k)=D (gg) ( )kzgjlai (gi()) k;

Par le lemme de Schawarz, on a :
o0 f B 0 f
8xi8:cj N 8:13]8951

Vi, J,
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Définition 4.1.1. D?f(a) est représenté par la matrice qu’on appelle 'hessienne de f en a

0 f
0@8% o
7’7.]

(@) = (i) (50 (@) |
iUdj h

k

4.2 Fonctions de classe C?

Définition 4.2.1. Soit Q C Fet f:Q — F,

1. On dit que f est de classe CP si f est différentiable et D f est de classe CP~! (défintion pa
réccurence si on connait la définition d’une fonction de classe C").

2. On dit que f est de classe C™ si elle est de classe CP, Vp # 0.

Définition 4.2.2. Si f est p-fois différentiable en a, on note :
D?f(a) = D(D(D...Df))(a)

p fois

Exemple 4.2.1. On a que
D*f(a) € L(E, L(E,F)) =~ L3(E, F)
ou L3(E, F) est 'ensemble des applications trilinéaires de F dans F. Soit | € L(E,F), k €
L(E,L(E,F))ethe L(E,L(E,L(E,F))) et soit
Ph h — $h € ‘C(Eaﬁ(E7F)>>
On a ainsi :
onk € LIE,F) et (opk)leF

Ainsi, ¢ € L3(E, F) et
el = sup lo(h, k, Dl F

[RII<1,[Ik[[<1L[l7l<1

Proposition 4.2.1. Si f est p-fois différentiable en a € €,
Vo €S,,  DP(f(a))-(ha,....hp) = D" f(a).-(ho(r))s s Bo(p))

Indication sur la preuve. Réccurence sur p. On explicite le passage p =2 — p = 3.

D’f(a) = D(D*(f)))(a) = D*(Df(a))
Pour (h,k,l) € E?
D2f (z)(h, k) = ( )(k,h)  (Schwartz)
D(D*f)(a).(h, k l) *fa)(l,h, k) = D° f(a)(l, k, h)

D*f(a)(I, h, k) = D*(D f(a, h))(L, k)
= D*(Df(a).h).(k,1)
= D3f(a).(k,l,h)
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Proposition 4.2.2. Soient E, F,G des espaces vectoriels normés, @ C E, et U C F des
ouwverts, f: Q—=U et g:U — G. Si f et g sont de classe CP, go f est de classe CP.

Démonstration. Réccurence sur p. Vrai pour p = 0.

D(go f)(z) = Dg(f(x) o Df(x))

On a:
1. o:2— (Df(x),Dg(f(x))) € LIE,F) x L(F,G)
2. * — Df(z) est de classe CP~!
3. * — Dg(f(x))) est de classe CP~! par hypothese de réccurence.

v p (@)

@)
y — Dg(y)

ou (1) : de classe C? donc de classe CP~! et (2) : de classe CP~ 1.

~

o : L(E,F)x L(F,G) — L(E,G)
(0, %) — oy

bilinéaire et continue (||1) o ¢|| < ||¢|||[«]|). On a ainsi © est de classe C* par hypothese
de récurrence encore =0 o® est de classe CP~!.

5 o®(z) = D(go f)(z))

Remarque. 1. f € L(E, F) continue. On a :
Vo, Df(x)=f, Df*(x) =0
Ve, Vp>2, DfP(x)=0
2. f € Ly(E, F) continue c’est-a-~dire f : E x E — F, f est différentiable et :
Df((x1,22))(h1, ha) = f(a1, ha) + f (1, z2)
linéaire en (hq, hy) et en (x1, z5).

ExFE — L(E x E,F) linéaire
(w1,22) +— (h1,ha) — f(z1, he) + f(h1, 22)
(1317 $2) — Df(%; $2)

Alors
Vo,  D(Df)(z) = Df)))

et donc Vp > 3, DPf = 0.



40 Chapitre 4. Différentielles d’ordre supérieur

4.3 Formule de Taylor

Rappel. ¢ : [a,b] — R de classe C?.

olb) = pla) + 5 Y(a) + .t (lzp_ “)f ) + / ®)(t)dt

Démonstration. On remplace a par x variable et on dérive les deux membres de 1'égalité par
rapport a x. O

Définition 4.3.1. Soit f: Q — R de classe C? avec 2 ouvert de E (E espace vectoriel normé).
Soit a,b € Q tel que [a,b] C Q. On définit :

v o [0,1] — Q
t = a+tlb—oa)

la paramétrisation du segment [a, b] sur le segment [0, 1].

Notation. Si h € E, h* = (h, ..., h)

k<p,  DFf(x).h*=D"f(z)(h,.., h)

Theoréme 4.3.1 (Formule de Taylor).

f(b) = f(a) + Df(a).h+ ...+

1 pl p—1 1_tp1 P p
Ho (P @k +/ e GO

Démonstration. ¢ :[0,1] - R

On pose h = b — a. Par réccurence :

et donc :

1
(p—1)!

(1 —¢)rt

- 1)

F(b) = f(a) + Df(a)h+ .. + D" f(a) k™ 1+/ DP F(~(t).hP)dt

]

Corollaire (Formule de Taylor-Young). f est de classe CP sur Q, a € Q. 3a > 0, Vh, ||| < «.

1
(p— 1!

;,D”)f(a)hp T [RlP=(h)

fla+h) = f(a)+ Df(a).h+ ...+ D f(a). P+

tel que }lllir(l) e(h)=0
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Démonstration. On choisit a > 0 tel que B(z,a) C §2. On applique Taylor avec reste intégral
entre a et a + h avec ||h|| < . Il reste & montrer que

-1

[ %Dpﬂwt)))-h”dt = DM@+ [BIPe(h) avee i (h) =0 (41)

On remarque que :

R

/0 PRy

Ainsi : (L gy
41) & / (

o (p—1)!
Ve >0, In, |kl < n, supepqy I1Df(¥(t) — DPf(a))|| < e

(D" F(4(t)) = D* f(a)) h"dt 7 |[h]Pe(n)

1
|B(h)| < ellhll”ﬁ

Si ||h[| < nalors e(h) < 5 et donc limp_ge(h) = 0. O
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Points critiques et extrema

5.1 Premieres définitions

Soit E un espace vectoriel normé, Q@ C FE ouvert et f : @ — R (on suppose que f est
différentiable).

Définition 5.1.1. a € Q est dit critique si D f(a) = 0.

Définition 5.1.2. Soit a € A C 2 une partie de €. On dit que f admet un maximum (resp.
minimum) local relatif en a € A s’il existe un voisinage ouvert U de a dans € tel que

Ve e UNA, f(z) < f(a) (5.1)
(resp. f(x) = f(a)) (5.2)

Définition 5.1.3. Avec les notations de la Définition 5.1.2, a est un maximum libre (resp.
un minimum libre) §’il vérifie la propriété (5.1) (resp. (5.2)) et que A = Q.

5.2 Etude du cas libre

Proposition 5.2.1. Si f admet un extremum local en a alors D f(a) = 0.

Démonstration.

Df(a) =0« Vhe E, Df(a).h=0
On choisit h # 0, h € E. On pose :
p(t) = f(a+th)
avec t €] — a, af, a > 0 assez petit et a + th € Q.
¢'(t)=Df(a+th),  ¢'(0)=Df(a).h
I, n>a, Vi€l =l flat+th) < fla)  (oup(t) < ¢(0))

0 est un maximum relatif pour ().

so(t)—som){so, t>0

t—0 >0, t<0
sn o(t) —p(0) . p(t) —(0)
¢(0>_tli%l+ t—20 _tlilgl— t—20
¢'(0) <0et ¢'(0) >0=¢'(0)=0. O

42
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Rappel. B une forme bilinéaire symétrique, () est la forme quadratique associée. On a B < @)

bijective.
Q(h) = B(h, h)

— @ est positive si Vh € E, Q(h) > 0.
— @ est définie positive si Vh € E, h # 0, Q(h) >0

— (@ est indéfinie si 3h, k € E tel que Q(h) > 0 et Q(k) < 0.
— En dimension finie, () est définie positive si elle peut se mettre sous la forme

Q(h) = ¢1(h)? + a(h)? + ... + pn(h)?

avec 91, ..., on € E*, (@1, ..., ¢,) indépendante et n = dim F

Exemple 5.2.1. Soit :
f: R — R
(z,y) — xy

of 0

or oy .

(0,0) est un point critique.

5.3 Conditions a ’ordre 2

Soit f:U — R, a € U et f est de classe C?.

Rappel (Taylor-Young). Je : U — R, limj,_ge(h) = 0 tel que :

flat h) = f(@) + Df(a).h -+ 5D f(@)(h,h) + [P<(h)

(5.3)

Proposition 5.3.1. Si f est de classe C* admet un minimum (resp. maximum) local en a,

alors la forme quadratique D*f(a) est positive (resp. négative).

Réciproquement, si a est un point critique tel que D?f(a) est définie positive (resp. définie

négative), a est un minimum local (resp. mazimum local).

Démonstration. 1. Supposons que a est un minimum local, alors D f(a) = 0 et (5.3) devient :

1

fla+h) = fa) = 5D*f(a)(h, h) + [[l2(h)

Il exsite un ouvert V, a € VC U

VeeV,  f(z)> f(a)

Ir >0, B(a,r) CV et:

Vhe E, ||h| <r,a+heV, fla+h)—f(a) >0

1
VYhe E, ||h|| <, 0< §D2f(a)(h, h) + ||h|*e(h)
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Soit ho EE, ho%o

VEER, [t < ——,  |[tho| <
[ holl
1
7 §D2f(a)(thoatho) + [t hol[*e(tho) > 0
1
7 §D2f(a)(ho,ho) + [lholPe(tho) > 0 (5.4)

On prend t — 0 pour (5.4) et on obtient
D?f(a)(ho, ho) > 0.
2. Réciproquement, supposons que D?f(a) soit définie positive alors
de>0,Vhe E,  |D*f(a)(h, k)| > c||h|
Les hypotheses sont :

— Df(a) =0,
— D?f(a) > 0 (définie positive).

Flat h) = f(a) = 3 D*F(a)(h, h) + [h]e(h)
> ZellhlP = bl

I (5e = l=00)1)

v

1
da > 0, Vh, ||h] < a, le(h)] < 1€

Donc : '
Vh, |l <a,  fla+h)— fla) > ZCIIhII2 >0

]

Remarque. Si a est un point critique tel que D?f(a) soit définie positive, a est un minimum
local strict.
Autrement dit, il existe un ouvert V, a € V C U

VeeV,z#a,  f(z)> f(a)

5.4 Extremum liés
Soient U un ouvert de R", A une sous-varié¢té de R", f: U — R différentiable.

Définition 5.4.1. a € ANU est un point critique de la restriction de f a A si T,(A) C
Ker Df(a).

Définition 5.4.2. f admet un minimum (resp. maximum) local relatif & A ena € ANU, s'il
existe un ouvert V,a eV C U,

Ve e VNA, f(z) = fla)  (resp. f(z) < f(a))
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Proposition 5.4.1. Si f admet un extremum relatif en a alors a est un point critique de la
restriction de f a A.

Démonstration. On veut montrer que
Vo e T,(A), Df(a)v=0
Il existe I =] —a, af et v : I — R™ différentiable tel que Vt € I, y(t) € A, v(0) = a et 7/(0) = 0.
36 >0, B < a,Vt €] - 3,0, yt)eV cU
On peut ainsi considérer g(t) = f(v(t))

|- 8.8 v I%R

Ve eV, f(z) = fla) =Vt €] = 5, ], g(t) = 9(0) (5.5)

g est dérivable (f et ~y le sont).
(5.5)=4'(0)=0

Or :
g'(0) = Df(~(0)).7(0)
0=Df(a)w
[
Exemple 5.4.1. Supposons que A soit définie par des équations
A={zeR",V1<i<n-—p, Fi(z)=0, F; : R" — R différentiable}
Vo € A, (DFy(z), ..., DF,_,(x)) indépendants
Soit a € A, Fi(a) = Fy(a) = ...=F,_,(a) =0
T.(A)= () KerDFa), dimT,(A) =p
1<i<n—p

Supposons a € AN U, a est un point critique de la restriction & A < T,(A) C Ker(Df(a))

& () KerDF;(a) C Ker Df(a) (5.6)

1<i<n—p

= (Vect < DFy(a), ..., DF,_,(a))*
On note :
H = Vect < DFy(a), ..., DF,_,(a) >C E*
H*={x € E,Vp € H, p(z) =0}
On a ainsi
(5.6) = (Vect < Df(a) >)*
& (Vect < DFy(a), ..., DE,_,(a) >)* C (Vect < Df(a) >)*

& Vect < DFy(a), ..., DF,_,(a) >D Vect < Df(a) >
< Df(a) est combinaison linéaire de DF(a), ..., DF,_,(a)
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a € ANU est point critique de f relativement a A si et seulement si

AN, Ay ER Df(a) = M\DFy(a) + ... + \,_p,DF,,_,(a)
On cherche a = (ay, ..., an) et A1, Ag, ..., \y—p) vérifiant :
Fl (Cl) = 0
F,_,(a) = 0
a) = M+ + Aup 252 (a)
2 a) = M9+ + Aup 522 (a)
Exemple 5.4.2. Soit :
f U=R? - R
(z,y) — ay

Soit :
A={(z,y), 2" +y* =1}

n=2,p=1,n—p=1. On pose
Fz,y) =" +y*—1

et on cherche & maximiser f(z,y) sur le cercle A. On cherche les points critiques relatifs.
a = (z,y) est un point critique relatif

2?2+ —-1=0 P4y +1=0
MER { L (z,y) =2 (z,y) ©INER, {y=A2u (5.7)
(w,y) = A% (z,y) T = A2y

?+y*+1=0 = (z,y) #(0,0)

y = 4Ny 5 _ _ 1
A2y = 4N =1= A==+;

(5.7) &

SiA=1/2, x=yet 2> =9y>=1donc 22> =1 = 2% = 1/2. Donc :

() )
SiA=—-1/2, 2 =—yet22?=1= z*=1/2. Donc :
() =
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A\ =—




Chapitre 6

Equations différentielles

6.1 Equations différentielles du premier ordre

Soit U un ouvert inclu dans R x R", f : U — R". On définit une équation différentielle,
I'équation (6.1) suivante :
y = f(t,y) (6.1)

Une solution ¢(t) de 'équation (6.1) une fonction ¢ : I — R™
Vtel, (t,p(t) €U

o est différentiable et
vtel,  (t)=f(te(t))

La condition initiale est la donnée de (to,z9) € U, ¢ est une solution de (6.1) avec cette
condition initiale si ¢(tg) = .

Généralisation. 1) Equation différentielle d’ordre k : soit U C RxR" x ... x R", g : U — R".
[ ——

k fois

(k)

y® =gty ¢, .., y*Y) (6.2)

La solution ¢ : [ — R™ est k-fois dérivable tel que
viel,  (tLet),¢ (1), e" V() eU

et
veel,  oW(t) =gt o), ¢ (t),....o" V(1)

On peut se ramener a l'équation (6.1), soit z = (y,9/, ...,y V) € (R*)*,

Yy Yy
y// /!
(62) = Z/ = = :
(k—1) y(’ffl)
y®) gty y*Y)
Soit
f o (R”)k — R™

(ym Y1, - Yp—1 (3/17 Y2, ooy Ye—1, g(yla Y2, .-y yk:—l)

48
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/

Y1 =Y
Yo =Y,
: & (6.2) (6.3)
Yk—1 = Y_o

Yk = 9(Yo, Y1, --r Yr—1)

2) f(t,y,y') = 0, on se raméne au cas précédent (sous certaines hypothéses) par le théoréme
des fonctions implicites.

6.2 Théorémes d’existence et d’unicité de solutions

Soit a résoudre

y = f(t,y). (6.4)
Définition 6.2.1. Soit U un ouvert de R x R™.

(1) Soit A C U, f est uniformément lipschitzienne par rapport a y sur A si Ik > 0, V¢, y1, o
tel que (t,y1) € A et (t,y2) € A.

17t y1) = F (s y2) || < Fllyn = v2l-

(2) Soit (tg,y0) € U, f est localement lipschitzienne au voisinage de (o, yo) si Ja > 0 tel que
si A= [tg— a,to+ a] X B(yo,@)'C U, f est uniformément lipschitzienne par rapport a y
sur A.

(3) f est localement lipschitzienne sur U si V(tg,y0) € U, f est localement lipschitzienne au
voisinage de (%o, yo)-

Remarque. Soit f : U — R, ot U C R x R” et soit (t,y) € U. Si Dyof = D, f existe et est
continue sur U alors f est localement lipschitzienne sur U. En particulier, si f est de classe C!.

Démonstration. 3o > 0, V(t,y) € U, ||(t,y) — (to, vo)| < «,
| Da(to, yo) — Da(t, y)|| < 1.
V(t,y) € B((to, %), ),
[D2f (8, )l < 14 | D2f(to, yo)ll = M(to, yo)-

On applique le théoréme des accroissements finis sur B((tg, 4o), ). Soit (¢, y1), (t,42) € B((to, v0), @),

1f(Ey) = fEy)l <y —wll sup [D2f(ty)]l
(tvy)EB((t()ayO)?a)

< M (to, yo)llyr — w2l
Il

Proposition 6.2.1. Soit U C R x R™ un ouvert, f : U — R" continue et localement lipschit-
zienne par rapport a y. Soit K C U un compact. Alors f est uniformément lipschitzienne sur
K par rapport a y.

I'B(yo, ) désigne la boule fermée de centre yo et de rayon a.
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Démonstration. On démontre la proposition 6.2.1 par 'absurde. C’est-a-dire Vn > 1, 3t,,, yn, 2
tel que (tn, yn) € K et (t,,2,) € K et

Hf(tm yn)7 f(tna Zn)

K est un compact ainsi on peut extraire une sous-suite de (,,1,) qu'on nomme (), Yp(n))
convergeante dans K tel que ¢ : N — N croissante et

(tﬂﬂ(n)aynp(n)) — (t,y) € K.

n—oo

En particulier, lim, o tpm) =t = ' = limy o0 ty(p(n)) = t. On remplace les suites (¢, ) et
(tn, zn) par les suites (Lpop(n): Ypoum) = (£ 4) et (fpopmn); Zpopm)) — (1, 2) quand n — oco.

Quitte a changer les notations, on a (6.5) avec (t,, y,) — (t,y) et (tn, 2,) — (L, z). Supposons
y7 2

nl|yn = 2n|| — o0

Donc limy, oo || f(tn, Yn) — f(tn, 2)|| = +o0. Par ailleurs,

i [[f(tn, yn) = [, z0) | = [[F(89) = £ 2)]]

n—oo

Contradiction! Donc y = z.
(6'5) : Hf(tm yn) - f(tn’ Zn)” > n“yn - Zn”

s yn) = (6,y), (tn,20) — (L, ). (6.6)
Comme f est localement lipschitzienne en (t,y), 3k > 0, 3o > 0,V(s, ) € B((t,y), ), V(s,2") €
B((t,y), ).

1f(s,2) = f(s,2")]| < Kl — 2.

(6.6) = 3N, Vn > N, (tn, yn) € B((t,y), @)
(tn, zn) € B((t,y), )
Vn > N,
1f s y)ll < Kllyn — zall +(6.5) = Vn > N, nfly, — zal| < kllyn — 2|
=Vn>N,n>k.
Contradiction! O]

Theoreme 6.2.2. Soit U C R x R", U ouvert, f : U — R™ continue et localement lipschit-
zienne,

y = f(ty). (6.7)

Soit (to,yo) € U. IT >0, Ir > 0 tel que |to — T, to+T) x Byo,7) C U et Jp :Jto — T, to+T[—
B(yo, ) différentiable :

Qp(t()) = Yo,

et v est solution de (6.7). De plus, une telle solution est unique.
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Theoréme 6.2.3 (Enoncé équivalent du théoreme 6.2.2). Soit U C R x R™, U un ouvert,
f:U — R" continue et localement lipschitzienne,

y = ft.y). (6.8)

Soit (to,y0) € U. Soit a > 0 et p > 0 tel que K = [to — a,tog + o] x B(yo,p). Soit M =
SUD (¢ y)e K \ft, ). 3T = inf(a, p/M) et r = p tel que [to — T,tg + T] x B(yo,7) C U et
Jo :Jto — T, to + T[— B(yo,r) différentiable,

©(to) = Yo
et v est solution de (6.8). De plus, une telle solution est unique.

Démonstration avec l’énoncé du théoréme 6.2.3. (1) Unicité : ¢ et 1 deux solutions, y, =

p(to) = ¥(to). t
P(0) = Jto0). o) =w+ [ f(sp(s)ds.

p(t) = 0(0) = [ Fls.pl) = (s ()i

Jiolt) = Ol < [ 1705, 9(5) = F(5,0(5)) ds (6.9

Soit (t,(t)), (t,1(t) tel que t €ty — T,to + T[. D’apres la proposition 6.2.1, Ik > 0,
Vi » Y1, Y2, (ta 1) € K7 <t7y2) € K7

1f(ty1) — F(t vl < kllys — well.
Y1 =(t), y2 =Y(t), t €lto — T, to + T7,
1£(t, (1) — f(t, 0 < kllp(t) — @)
(6.9) = Vtefto—T,to+T[, |pi)—v(@)] < h/ [o(s) s)|ds. (6.10)

Lemme 6.2.4. Soit h:[a,b] — Ry, a <b. On suppose h continue, 3A, B, A >0, B> 0

tel que
t
/ h(s)ds| .

Vit € [a,b], h(t) < AeBlt=<l,

Vit € [a,b], h(t) < A+ B

Alors

On admet le lemme 6.2.4 pour 'instant. Posons

h(t) = lle(t) — (@)
Ainsi,

(6.8) = Vit € [to = T, to + T, h(t)gk/th(s)ds.

to

A=0, B=ket C =ty Dapres le lemme 6.2.4,
Vit € [to—T,to+ T, h(t) <s.

Et donc, Vt € [ty — T, to + T, h(t) = 0.
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(2) Ewistence. On construit par réccurence une suite ¢, tel que

¢o(t) = yo,
enlt) =yo+ J [(s,on-1(s))ds.

Ainsi, ¢ est solution de F si et seulement si :

p(t) = o(to) + /t: f(s,0(s))ds.

¢, est bien définie sur [ty — Tty + T, continue et & valeurs dans B(yp,r). La propriété
est vraie pour n = 0. Supposons ’énoncé vrai pour n — 1, ¢, est définie et continue sur
[to—T,to+T).

Jin(® = woll < | [ 1155, pa-s(5)) ]

avec s € [tg,t] C, donc ¢, 1(s) € B(yo,r) et (s,0,_1(8)) € K = [ty — a,to + a] x B(yo, 7).
Done [ (s, gus(s)] < M.

lon(t) — ol < Mt —to] < TM <.
Donc : ¢, € B(yo, 7). Soit t € [ty — T, to + T, on considere

to|"

n— |t _
[n(t) — pna(B)]| < K 1T

(6.11)

paramétrée par n (on notera I’équation (6.11),). Dans cette équation, k est une constante
de Lipschitz de f sur K C U. Pour n =1,

lo1(t) — ol < Mt — tol.

(6.11), est vraie. Suppsons Vt € [to — T, to + T,

on ()~ a2 nrle 0l
On a: .
Pnlt) = pur(t) = [ (F(500-1(5)) = f (5, pusls)ds.
0
Donc :
¢
Ia(t) = aa (O < k| [ ga-1(s) = pn-as)lds
0
]{?n_lM t
< — / [s —to|" tds
(n - ].)' to
KM |t —to|™ k"M .
- = It — to|".
n—1! n n!
Donc ¥n > 0, (6.11),, est vraie. On pose ||a|| = sup;ei,—74,+77 |(t)[| et on consiedre :
]fn_lM .
lon = Pn-1lleo < ™, (6.12)

n!
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c’est le terme général d’une suite convergente, Vt € [to — T, to + T]. On pose :

k,n—lTn B M krTm

un = M n k nl’

et N
o
M
Z u, = —e*T.
n=0 k

On sait que C°([to— T, to+ 17, R™) est complet pour ||-||o. Donc, d’apreés (6.12), 32,51 (¢n —
Yn_1 est uniformément convergente. C’est-a-dire que ¢, tend uniformément vers .

enl®) =10+ [ £(s0r(s)ds. (6.13)

Vs € [to —T,t0+T],

EvtM

Tt
(n—1)!

17 (55 n-1(s) = f (5, on2(s)|| < Ellpn-1(s) = pna(s)ll <

Donc : -
1£(sspn-1s) = F(ss pn-2(@)lle < gy T

D’ou la suite f(s, pn_1(s)) converge uniformément f(s,(s)). Cela implique que pour tout
t ﬁXé7 t e [to - T,to —f-T]

[ fspuatonds = [ fs.pls)is

Donc :
<mw~¢@:m+4f@wm@.

Démonstration du lemme 6.2.4. Soit t > ¢,

h(t) < A+B/th(s)ds.

F(t)
h(t) < F(t), F'(t) = Bh(t).

d(e”"'F(t))

— = Be P'F(t) + e Ph(t)

= Be Pi(h(t) — F(t)) < 0.
Or e P!F(t) décroissante,

e PIE(t) < e PF(c) = Ae P,
F(t) < AeBt=)

On montre que c’est pareil pour t < c.

t
A+B / h(s)ds

= A+ B/tch(s)ds.
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6.3 Théorie globale

6.3.1 Unicité globale
Proposition 6.3.1 (Unicité globale). Soit J un intervalle, ty € J, @1 et @y deur solutions
de (6.8) tel que
p1(to) = pa(to)-
Alors ¢1 = s.

Démonstration. Soit
A={te J pi(t) = pa2(t)},

A est un fermé de J. On montre que A est un ouvert. Soit t; € J tel que

p1(t1) = pa(t1) = vo.

Soit I un intervalle d’intérieur non vide est fermé au voisinage de t; dans J.

Choissisons T' > 0 et 7 > 0, [t; — T,t; + T] X B(yo,t) C U. On choisit I assez petit tel que
Vt € I, o1 € B(yo,7) et va(t) € B(yo, 7). On définit 1y = @1|1 et o = a7, U1 et 1y sont des
solutions de (6.8) sur I,

V1(t1) = Pa(ty).

Y1 et ¢y A valeurs dans B(yg,7) = 1 = 5. En résumé, il existe I un voisinage de t; dans J
tel que V& € I, ¢1(t) = pa(t). Pour t; € A, il existe un voisinage de ¢, dans J tel que I C A.
On a ainsi que A est un ouvert dans J. J étant connexe, A = () ou A = J et comme t; € A

alors A = J. 0

6.3.2 Solutions maximales

Définition 6.3.1. 1. Soit ¢ une solution de J. Un prolongement de ¢ sur la donnée de J
et ¢ (avec J un intervalle tel que J C J et ¢ est une solution sur J et @|; = .

2. ¢ :J — R" est une solution maximale si elle n’admet pas de prolongement non trivial.

Proposition 6.3.2. Soit ¢ est une solution sur l'intervalle J. On suppose que

supJ = 3 < +o0, tlirg}_ p(t)=LeR" (p,0)eU.

Alors il existe un prolongement ¢ sur J tel que J C J et G=supJ > [.

Démonstration. 1. Cas ou B € J. On applique le théoreme 6.2.3 appliqué a (3,¢) € U,

il existe une solution tel que |3 — «a, 8 + a[ﬂ R™ a > 0 zt ¥(8) = £. On consideére
J =JU]B =, + af. Sur J, on a deux solutions : ¢ et ¥ tel que

p(B) = () = L.

Donc ¢ et 1 coincident sur J. On pose ¢ : J — R" tel que ¢|; = ¢ et Glis_apra =V ¢
est solution sur J, prolongement non trivial de ¢.

2. Cas ou 3 ¢ J. On montre que si 'on prolonge ¢ par continuité, on a :

901|J = ¢
p1(B) = lim (t) = L.
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Lemme 6.3.3.
lim @(t) = ¢
t—06~
) o , = 1 admet une dérivée a gauche en B qui est d.
hrﬁn O(t)=d
t—pB~

D’apres le lemme 6.3.3, ¢ admet une dérivée a gauche en 3, et ¢ est solution de (6.8).
On applique donc le premier cas a ¢;.

o(t) = f(t,0(t), Vtel
}Ij% f(tp() = f(8,0) = }LHBI ¢'(t) existe.

O

Theoréme 6.3.4 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz global). Soit (to,y0) € U, il eziste solution
mazimale unique ¢ de (6.8) tel que (ty) = yo. Cette solution est définie sur un intervalle
ouvert.

Démonstration. Soit
E ={(p,J), J intervalle contenant t(, ¢ solution de J et ¢(ty) = yo}-

Le théoréme d’existence local nous dit que £ # (). On définit

Jmax = U J7

(Qﬁj 7']) €€

Pmax - Jmax - Rna Spmax|J =@J.

Soit t € J1 N Ja, @y, sur Jy et @y, sur Jy. Jp N Jy est un intervalle contenant ¢y et ¢y, et ¢,
coincident en ¢y et sont solutions sur J; N Js. Donc :

Onlnnm = Onlnnn,
“max €st une solution de (6.8). Il reste & montrer que Jy.x est un intervalle ouvert. On pose
6 = sup Jmax-
Si B = +oo, B ¢ J est vérifié. Si § < 400, on veut montrer que 3 ¢ J. Supposons 3 € J, on a :

(8, max(3)) = (8, (B)),

par une certaine fonction ¢ solution de (6.8) sur un intervalle .J.

veed,  Qt) = f(t, (b))
(to(t) € U = (8,0(8)) € U.

Le théoreme d’existence local permet de prolonger ¢uax de [, 5+a[, « > 0. Contradiction! [

Exemple 6.3.1. Soit a résoudre 3 = y*. On pose f(t,y) = y*, U =R x R. f est continue et
localement lipschitzienne.
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Si J est un intervalle, on a la solution ¢(t) = 0, V¢ € J. On a unicité globale. Si . est une
solution sur J et 3ty € J, ¥(ty) = 0 alors ¥, = 0. Si 1. est une solution non identiquement
nulle, alors

Vte J, (t) #0
Uelt) = (Ye(t))?, e #0

i
e(t)?
1Y\
=1
(i)
XD
Donc ¢.(t) = —1/(t 4 ¢). 1. est solution sur | — 0o, ¢[U]c, +00[. C’est une solution maximale

mais ce n’est pas une solution globale (définie sur tout R).

6.3.3 Solutions globales

On suppose U = I x V avec I un intervalle ouvert et V' C R"™ ouvert et f : U — R™ continue
et localement lipschitzienne.

Définition 6.3.2. Une solution globale est une solution sur /.

Proposition 6.3.5. On suppose qu’il existe k : I — R continue tel que Vt € I, l'application
y — f(t,y) est k(t)-lipschitzienne. Alors ¥ty € I et yo € V, il existe une unique solution globale

@ de tel que p(to) = yo-
Exemple 6.3.2. Soit
ICR — Endg(R")

¢ - Alt) continue,

et

[ = R ntin

—— continue.
On considere

y = A(t)y + b(t). (6.14)
(6.14) est une équation linéaire affine.

I xR — R™

continue.

(t,y) +— f(t,y)=A(t)y+b(t)

f(tvyl) - f(t7 y2) = A(t)<y1 - y?)
1t 91) = f@& ) =< [[A@) [ ly1 — v2]l-

k(t) = ||A(t)|| continue (k : I — R%). Ainsi, Vi, € I, Vy, € R, il existe une unique solution
sur [

ol = R",  o(ty) = yo.

On a ainsi

(1) = A)e(t) + b(t).



Annexe A

Equations différentielles linéaires
affines

C’est le nom donné traditionnellement aux équations différentielles définies par une fonction
f(t,y) qui dépend de fagon affine de y. En identifiant, comme d’habitude, une application
linéaire a sa matrice dans la base canonique, on adopte dans ce paragraphe, les notations
suivantes. On note M (n,R) 'espace vectoriel des matrices n X n a coefficients réels. Si on a
fixé une norme sur R”, on munit M(n,R) de la norme d’application linéaire correspondante.

Si I est un intervalle ouvert de Retsi A: I — M(n,R) et b : I — R" sont deux applications
continues, on considere ’équation différentielle

y = A(t)y + b(t) (A1)

ou le produit de la matrice A(t) par le vecteur y de R™ s’effectue comme d’habitude et fournit
un vecteur de R™. Le choix des normes permet d’écrire, pour tout t € I, ||A(¢t)y||||y||. L’équation
différentielle (A.1) est donné par application f: I x R* — R", (t,y) — A(t)y + b(t).

L’équation (A.1) est dite homogéne si b = 0, autonome (ou a « coefficients constants ») si,
de plus, A est une application constante.

A.1 Equations non autonomes

La linéarité se traduit par le tres important résultat général suivant.
Proposition A.1.1. Pour tout point (ty,yo) € I X R™ passe une unique solution globale.

Démonstration. L’application k : I — [0, +oo[ donnée par k(t) = || A(t)| est continue par
hypothese et, pour y1,y2 € R"”, on a

1 (8 1) = F(Ew2) | = 1A@) (1 = w2) | < TADOyr — 2l = E@llyr — v2ll-

On peut donc appliquer la propistion 6.3.5 qui établit le caractere global des solutions maxi-
males. O

Puisque toutes les solutions de (A.1) sont globales, il est naturel de noter S 'ensemble
qu’elles forment, c’est-a-dire le sous-ensemble de C' (I, R™) constitué par les fonctions dérivables
¢ : I — R telles que, pour tout t € I, ¢ = A(t)p(t) + b(t). La proposition précédente a le
corollaire suivant.
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Corollaire. Pour tout ty € I, on définit une bijection F,, de R™ dans S en associant a
y € R™ lunique solution globale de (A.1) qui prend en ty la valeur y. Autrement dit, pour

y € R", Fy (y) est une fonction dérivable sur I vérifiant Fy (y)(to) = y et, pour tout t € I,

(Fio(y))'(t) = At) Fy, () (t) + b(t).

Remarquons que l'inverse de F}, est I’application évaluation en ty, ;, : S — R™ définie par

@ — @(to).

La structure algébrique de S sera prévisée dans les paragraphes qui suivent.

A.1.1 Equations homogénes

Dans ce paragraphe la fonction b(¢) est nulle. On peut donc préciser la proposition A.1.1.

Proposition A.1.2. La solution de condition initiale (to,yo) vérifie, pour tout t € I,

Jip 14@llds|

1£5 (%0) (DI < llwolle

Démonstration. La preuve s’inspire de celle du lemme 6.3.3 dit de Gronwall (et pourrait se

déduire d’une version plus forte de celui-ci).
Pour tout t € I, on a :

”Fto(yo yO” - H/ Fto yo )dS .

En posant g(t) = ||F},(yo)(t)]|, on définit une fonction continue sur I & valeurs dans [0, +oo],

qui vérifie I'inégalité :
t

9(0) < ol +| [ 1A lg()ds|.
0

Supposons t > to (le cas t < ty est laissé en exercice). On définit

t
G(t) = llwll + [ 1A()lg(s)ds
C’est une fonction dérivable sur [ et

G't) = [[AMNg(@) < [ADIG®)

f [ A(s)llds

par hypothese, de sorte que la fonction ®(t) = G(t) a pour dérivée

(1) = ¢ Jo M a@)liae) + @) <0
C’est donc une fonction décroissante pour t > tg et
D(t) < ®(to) = G(to) = [[yoll-

On en déduit |
A(s)||ds
IFu Ol = 900) < GO < e 1,

ce qui est le résultat voulu.

Par ailleurs le caractere vraiment linéaire de (A.1) se traduit par la proposition suivante.

]
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Proposition A.1.3. L’ensemble S est un sous-espace vectoriel de dimension n de C'(I,R™).
Plus précisément, pour tout ty € I, Fy, est un isomorphisme de R"™ sur S.

Démonstration. 1l est immédiat de vérifier que, comme b(t) = 0, toute combinaison linéaire de
solutions est solution. Les application ¢;, et F}, sont dans ce cas clairement linéaires. Ce sont

des isomorphismes et dimS = dimR" = n. O]
Remarque. 1. Pour toute ¢ € §, si ¢ n’est pas la fonction nulle, alors, pour tout ¢t € I,
o(t) # 0.

2. Si (v1,...,v,) est une base de R" et ty € I, (Fy,(v1), ..., Fi,(v,)) est une base de S. On
parle plutdt de systéme fondamental de solutions de (A.1).

Définition A.1.1 (Matrice de solutions). Une matrice carrée n x n dont chaque colonne est
solution de (A.1) est appelée matrice de solutions de (A.1).

Si X (t) est une matrice de solutions de (A.1), alors pour tout ¢ € I, on a X'(t) = A(t) X (t)
(produit des deux matrices). Ici X'(t) désigne la matrice n x n obtenue en dérivant chaque
coefficient de X (). On peut donc regarder X (¢) comme une solution de ’équation

X' =A)X (A.2)

qui est une équation linéaire homogene sur 'espace R™. Inversement toute solution de cette
équation est une matrice dont les colonnes sont des solutions de (A.2).

Définition A.1.2 (Wronskien). Soit X (¢) une matrice de solutions de (A.1). Le déterminant
de X (t) est appelé wronskien de X (t). On le note W (t) = det X (¢).

Theoréme A.1.4 (Théoréme de Liouville). Soit X (t) une matrice de solutions de (A.1) et
W (t) son wronskien. Alors

1. W(t) vérifie l’équation différentielle scalaire du premier ordre
W(t) = tr(A@)W (),

ot tr(A(t)) désigne la trace de la matrice A(t).

2. Pourt,ty €1,

W(t) _ W(tO)GLO tr(A(S))ds.
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