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Chapitre 1

Introduction

Ce cours est une application de la géométrie euclidienne a ’analyse.

1.1 Problémes clés qu’on peut se poser

Probléme. (1) Quelle est la distance entre ls points (2,3) et (1,1) ¢
(2) Quelle est la distance entre les fonctions f(t) = cos(3t) et g(t) = sin(2t) cos(5t) ?
(3) Quelle est la distance entre les point (3,5,7) et le planx +y+ 2 =07

(4) Quelle est la fonction de la forme ag + aysin(t) + agcos(t) qui approzime au mieux la
fonction cos®(t) ?

La théorie de Fourier permet de relier le probleme (1) au probleme (2) et le probleme (3)
au probleme (4).

1.2 Rappels sur la géométrie euclidienne

Rappel. Soit V' un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur V' est une application <, >:
V x V — R avec les propriétés suivantes :

(i) bilinéarité :
<UL Avg,w >=< v, w >+ < vg,w >
< v, wy + Awy >=< v, wy > A < v, wy >

(i) symétrie : < v,w >=< w,v >

(ili) < wv,v >> 0 avec égalité si et seulement si v = 0.
Définition 1.2.1. Un espace euclidien est un espace vectoriel V' muni d’un produit scalaire.
Exemple 1.2.1. (1) V =R?:

<v,w >=< (21,y1), (T2, Y2) >= T1Z2 + Y12

(2) V =C%|—1,1]) : espaces des fonctions continues sur [—1,1] :

< o= [ fogl

On vérifie que c’est un produit scalaire :



4 Chapitre 1. Introduction

(i) bilinéarité évidente.
(ii) symétrie évidente.
(iii)
1
<ff >:/ fA(t)ydt >0
-1
On utilise le fait que f est continue sur [—1, 1] pour dire que :

<f,f>=0&f=0

Définition 1.2.2. (X, d) est un espace métrique avec la distance d : X — X — [0, +o0]
satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) d(z,y) = d(y,z)
(il) d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2)
(iii) d(z,y) =0z =y

Theoréme 1.2.1. Un espace euclidien muni de la fonction d : V x V. — [0,400] tel que
d(v,w) = ||v —w|| est un espace métrique.

Exercice 1.2.1. Quelle est la distance dans (C°([—1,1]), <, >) entre f(z) = 2% et g(z) =17
1f(2) = g(@)ll = < f(z) = g(x), f(z) - g(a) >/

_ (/_11(1;2 _ 1)2d:c)1/2

= (/1 (z* — 222 + 1)d:7c> v

-1
- (551

Remarque 1.2.1. On connait déja la distance :

x® 28

53 "

doo(f,9) = sup |f(x) = g()]

—1<2<1

Exemple 1.2.2.
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Quelle est la distance entre les deux fonctions noire et rouge ?
Les fonctions sont trés proches si on considere la distance euclidienne :

1/2

a(f.9)= ([ (7@) - g(e)a)

On peut considérer les distances suivantes :
1
a(f9) = [ 1f(@) = g(@)lde

Al 9) = (/_11(f($) = g(2))* + (f'(2) - gl(x))2d$> N

Pour que d;; soit définie, il faut que f,g € C'.
On a définit plus tot la distance suivante :

v —w| = d(v,w) =< v —w,v —w >?
On va définir les angles entre deux objets (ici, vecteurs ou fonctions). Mais tout d’abord :

Lemme 1.2.2 (Inégalité¢ de Cauchy-Schwartz). | < v,w > | < ||v||||w]| si et seulement v et w
sont colinéaires.

Idée. v, w fixés :
0<p(t) =<v+twv+tw>=<v,v>+2 <v,w>+t* < w,w >= at* +2bt + ¢
On pourra ainsi étudier le discriminant de ce polyndéme en t. O]

Exercice 1.2.2. Utiliser Cauchy-Schwartz pour montrer que :
[v 4wl < [Jul| + [lwl]
et de la, l'inégalité d(v, w) < d(v,u) + d(u,w) suit facilement.
Définition 1.2.3. On définit 'angle entre v et w :
— <v,w >

(v, w) = arccos
’ [v][ffw]]

Définition 1.2.4. Deux vecteurs v, w # 0 dans (V, <, >) sont orthogonaux si < v,w >= 0.

Exercice 1.2.3. On considere (CO([—, 7], <,>) tel que :
< fo>=o [ retar

Pour m,n > 0, montrer que :
1) <sin(mt),sin(nt) >= 0 si m # n.
2) < cos(mt),cos(nt) >= 0 si m # n.
3) < cos(mt),sin(nt) >= 0.
Indications. On doit calculer :

Lo . .

%/—w sin(mt) sin(nt)dt

On pourra utiliser les formules suivantes :

it | it it _ it
cos(t) = e+26, sin(t) = %
i
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1.3 Rappels sur les distances et normes

1.3.1 Sur C°([-7, 7))

Sur C°([—,7]) (fonctions continues sur [—m, 7]). On définit les distances suivantes :

doo(f,9) = max [f(t) — g(1)]

—n<t<m

(.0 =5 [ 1F0) ~ g(o)ldt

" 2r ) s

w0 = (o [ 100 - o) at

2 —T

1.3.2 Sur R?

Les analogues de ces distances sur R? sont :

doo(Z', ) = max{|z, — v1|, |T2 — 1|}

Cercle unitaire pour d(iffini).

Ce n'est pas une distance euclidienne

0.5+

-0.54

di(z,y) = |z1 — 1| + |r2 — v
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Cercle unitaire péyr d1

0.5+

-1.54

Cercle unitaire pour d2

1.3.3 Normes

Définition 1.3.1. Soit V' un espace vectoriel et une fonction sur V ||.|| : V' — [0, +00] :
D |7]=0&7 =0

2) AT = Al

3) 1T+ Wl <V + 1w

Intérét ?

Exercice 1.3.1. Si ||.| est une norme, d(@v', w) = || v — || est une distance.
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On définit trois normes sur C°([—7, 7).
Définition 1.3.2. 1) ||f]|c = _max |f(x)]

2 Il =5 [ 1@l
) 1= (o [ 1f@)ar)

Définition 1.3.3. Un norme est euclidienne si Vo € V, ||v||* =< v,v >.

Theoréme 1.3.1 (Caractérisation de normes euclidiennes). Une norme || - || : V' — [0, 4o00]
est euclidienne si et seulement siVV,w €V :

IV + W + || = | = 2017 + [w])
Démonstration. (=) Norme euclidienne = ||v||? =< v,v > (d’apres la Définition 1.3.3.).
|7+ WP =<V + W,V +W >=|v|* +2 < v,w > +|w|?
IV =) = [lv]l* = 2 < v,w > +]wlf*
|7 + W+ |7 — W] = 2|[v]|* + 2||w|* (identité du parallélogramme)
(<) Si |V +W|?— |7 —W|?=2(|7)? + ||]?), on définit :

1
<v,w>=([lo+wl* = [lv]* — [lw]*)

Exercice 1.3.2. Montrer que ceci est un produit scalaire.

Exercice 1.3.3. Montrer que || - ||oo sur C°([—7,7]) n’est pas euclidienne :
@) =1 gx) =z
I + glloo = max [L + 2 =1+
1f = glloe = max |1 =z =1+

On a ainsi :
[flloe =1, [|gllec =7

On vérifie que :
(1+m)? + (1 +m)* # 2(1 + 7%)
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1.4 Notion de meilleure approximation

Soit un point dans le plan R? (dans les figures qui vont suivre, on a pris le point A = (1,2).
On veut savoir quelle est la plus courte distance entre ce point et une droite D (dans les figures,

on a pris la droite d’équation y = %x

Pour la distance d;, c’est la droite perpendiculaire qui passe par A.

\

Pour la distance dsy, on peut tracer des cercles concentriques jusqu'a atteindre la droite D en

un seul point (cercle tangent)

On fait la méme chose pour la distance d, : cette fois-ci on ne trace pas des cercles concentriques
mais des carrés concentriques (dont les cotés sont paralléles aux axes z et y).
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Mais il y a un probleme quand la distance est mal prise. Par exemple :

3 -
"\.\_ ;.
k'
1]
T
-1

La notion de meilleure approximation justifie le choix de ds.
Revenons a un probleme bien classique qui est le suivant :

"Quelle est la meilleure approximation a (2,3,5) dans le plan x +y+ 2z =0 2"

v (2,3.5)

W x+y+z=0
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1.4.1 Projection orthogonale sous un sous-espace (dimension finie)
Définition 1.4.1. (vy,...,vx) est une base orthonormée si :

lsii=7y
1) <w,v; >= o ‘7
0sii=#]

2) (vq,...,v;) forment une base de sous-espace.

Méthode. Soit (vy, ..., ;) une base orthonormée de sous-espace. On définit Py : V — W
avec W un hyperplan de V') application linéaire telle que :
Yy

On a ainsi : y € W, Py (y) =y' et Im(Py) =W

Propriété 1.4.1 (Propriétés de Py). (1) Py est linéaire.

(2) Pg{/ = Pw

(3) < Pw(x),y >=<z, Py(y) > (Pw est symétrique par rapport au produit scalaire)
(4) Pw(x) L (x — Pw(x)) (c’est-a-dire Ker(Py) L W)

Démonstration. (1) évident
(2)
Pw(Pw(l’)) = PW (Z <V, T > Ui)
= Z<Ui_I>PW(Ii)

= Z < v, x> v = Py(x)

)

(3)

Exercice 1.4.1.

yeW,y= Zf:l Aiv;

k k
Py (y) = Z < U“ZAJUJ > v
i=1 j=1
——
y
Or :
Aisii=j
A < vg,v; >=
; ’ v {051z7éj
et donc :
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< Py(z),r — Py(z) > = < Py(z),x>— < Py(x), Pw(x) >
= < Py(z),z>— <z, Py(z) >
— 0

Autre démonstration : @ € Ker(Py ), Pw(Z) =0Si Py (y) =y € W = Im(Py) :

- —

<7,y >=<7,Py(y) >=< Pw(7), Yy >= 0

Exercice 1.4.2. Soit P : V — V tel que P? = P. On veut montrer que Ker(P) = Im(P) =V :
(I-P?=I-2P+P*=]-2P+P=1—-P
On peut montrer que :
— Im(I — P) = Ker(P)
— Ker(I — P) = Im(P)
— Im(/ — P) L Im(P)
— Ker(P) L Im(P)

Proposition 1.4.2. Soit (V,<,>) un espace euclidien et soit W un sous-espace de dimension
finie. Si x € V', la meilleure approximation a x sur W est précisement Py (z).

Définition 1.4.2. "Meilleure approximation" = vecteur sur W qui est le plus proche de z.

s A

Pwix)

Probléme. Quel est le vecteur yj € W tel que :
17— 7| = mf{||7 — 7|, € W}?
Selon la Proposition 1.4.2, la réponse est y = Py (x).

Démonstration.

= Py(z)+ (I — Py)(x)
w WL
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Siye W

e =yl =<z —y,z—y>
=< Py (z) + (I — Py)(x) —y, Pw(x) + (I — Pw)(z) —y >
=< Py (x), Pw(x) > + < Pw(x),(I — Pw)(z) >— < Py(x),y >
+< (- Pw)x), Pw(x) >+ < (I — Py)(x),(I — Py)(z) >

+<(I—-Py)z),y >— <y, Py(r) >
—<y,(I—Py)(z)>+<y,y>

=< Py(x), Pw(x) > — < Py(z),y >+ < (I — Py)(z), I — Pw)(x) >
— <y, Py(r) >+ <y,y>

On rappelle qu’on veut montrer que :

lz = ylI* = I(Z = Pw)(@)]* + 1P () — y]

w(x)

|z — y||* =< Pw(z), Pw(z) > — < Py(z),y >

+<(I—-Py)(z),I —-Py)x)>—<y,Pylz)>+<yy>

I — Py)(2)||*+ < Py (), Pw(z) > -2 <y, Py(z) >+ <y,y >
I — Pw)(@)|IP+ < Pv(z) -y, Pw(z) —y >

I — Pw)(@)|]” + || Pw () -yl

I
I
I

On finit la démonstration en remarquant que le minimum est atteint quand y = Py (z) (c’est-
a-dire quand || Py (z) — y||*> = 0). O

Probléeme. 1) Quelle est la meilleure approzimation au point (2,3,5) sur le sous-espace x +
y+2=0 dans R® ?

2) Quelle est la meilleure approzimation a sin(x) parmi toutes les fonctions de la forme ax—+b ?



14 Chapitre 1. Introduction

1.4.2 Recherche de bases orthonormeées : Gram-Schmidt

Proposition 1.4.3. Soit W C V un sous-espace de dimension finie. Soit (1, ..., uy) une base
quelconque de W. On définit :

—
= 7=

[

— — = —
U_>— Vo— < Ug, V1 > V1
2 = = = = _ —

||U2— < U2, V1 > U1||

— — — — — — —
U_> Us— < Uz, V1 > v1— < Uz, Vg > Uy
3:

|uz— < uz, 01 > 01— < us, v > Vs

Exercice 1.4.3. Trouver une base orthonormée du sous-espace de R3 engendré par le plan
r+y+z=0.

Une base (non orthonormée) du sous-espace en question est : u; = (1, —1,0), ug = (0,1, —1).
On peut vérifier qu’en appliquant Gram-Schmidt pour orthonormaliser la base, qu’on obtient :

1 1 1 1 2
e (ﬂ’_\/ﬁ’()) s (%’J@’V@)
On a ainsi :
Pw(ﬁ) = <U,T >0+ < VU, T > Vg
= < (1/vV2,-1/v2,0)(z1, 20, x3) > (1/v/2,—1/3/2,0)
+ < (1/\/6 1/\/67_2/\/6)7 (xlvx27x3) > (1/\/_ 1/\/_ _2/\/_)

= [ EL ) a/v2,-1/v2,0) + [ R+ 22 225 (176, 1/V6, —2/V6)
f f V6 V6 \/_

. <2£IZ’1—ZC2—Q?3 —Q31+2$2—l’3 —.I'l—LC2+2£L'3)
3 ’ 3 ’ 3

1 2 -1 -1 T
1 -1 2/ \uy
4 15
Pw(2,3,5) = (—<,—=, =
W( ) ) ( 3’ 373>
Exercice 1.4.4 (Réponse au probleme 2)). Soit W C L([—m,7|) = {ax+b, a,b € R}. La base

de L([—m,7]) est u; =1 et uy = x. On pose comme produit scalaire :

1

< fg>=5 [ J@gl)da

On utilise le procédé de Gram-Schmidt pour orthonormaliser (uq, usg) ;

V3
™

’U1:1,1)2:

Py (sin(z)) = (;ﬂ /7; sin(a:)d;c) + (2{2 /ﬂxsin(a:)da:> jl’

0

u=xdu=dx
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dv = sin(x)dx, v = — cos(x)

s
/ rsin xdx = |x cosx

—Tr

+ / cosxdr = 2w
—TT —Tr

U
[Sin :E:|
™

V3 oo V3 V3 V3r 3z
/ rsinxdr | — = —27——
T 272

212 -

T 2

Py (sin(z)) = ( —

—T
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Analyse de Fourier

2.1 Polynémes trigonométriques

On considere C([—m, 7]) l'espaces des fonctions continues sur [—m, 7|, la base de C([—m, 7])
est :
{1, cos(z),sin(x), cos(2z), sin(2zx), ...}
Définition 2.1.1. Un polynoéme trigonométrique d’ordre k est défini par :
k
ap + Y _ a;cos(jz) + by sin(jx)

=1

Remarque 2.1.1. L’ensemble des polynomes trigonométriques d’ordre k est un sous-espace
de C([—m,7]) de dimension 2/ + 1. On note Wy, C C([—m, x]) I’ensemble des polynémes trigo-
nométriques d’ordre k.

Probléme. Trouver la formule pour la projection orthogonale sur Wi, Py, (f).
Indication. 1) Trouver une base orthonormée de Wy. Pour cela, on va vérifier que :

< 1,cos(jx) >=0et < 1,sin(jz) >=0,7#0

2.1
< cos(jz),sin(mx) >=0,j,m >0 (21)

2) Calculer :

1
%/_Welkxd.%

1 /“ei,mdx:{()&k;éO

et vérifier :

% -7 1sik=0
3) Utiliser ce résultat et les formules :

ijx —ijx ikex _ _—ikx
cos(jx) = €+26, sin(kz) = %
pour montrer (2.1).

16
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Réponse.

< cos(jz),cos(kx) >=0 si  j#k
<sin(jz),sin(kx) >=0 si  j#k
< cos(jz),sin(mz) >=0 pour j,m >0

et :

j#0, [|cos(jz)|> =

On a ainsi : || cos(jz)|| = 5.

Donc : ||sin(jx)| = % et [[1]] = 1.

< cos(jz), cos(jz) >
1 /7r eija: + e—ijz
2w J—x 2

1 4= 2] Yy

T ijx 2 ijzy ]
e L w2
A1

dx

St 2

1 T eija: _ e—ija:
By
on L 2
1 r 1
- —2dx = —
87T - 2

Conclusion. {1, /2 cos(z), v2sin(x), ..., /2 cos(kx), v/2sin(kz)} est une base orthonormée

de Wk

Proposition 2.1.1.

Pof) = o [ fla)ds

2 -

™

Exercice 2.1.1. Calculer :

™

2T -

PW1 (COS2 (ZL‘)), PW2 (COSQ((L’)

Exercice 2.1.2. Soit f(z) = x, calculer Py, (f).

On a la relation suivante :

~ 1+cos(2r) 1  cos(2w)

2 _
cos”(x) 5 =3 + 5
—
Wa
On a ainsi : . )
Py, (cos?(z)) = cos?(x) = +cc2)s(x)
et :

f(m)ﬂsin(jm)da:) sin(jx)
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Pour calculer Py, (x), on calcule par parties

1 ™ ..
—/ zedx

27 J-
On pose : -
. \NES
u=1x=du=dretdv=e'dr=v=—
]
Donc :
1/7r ety [1x?z.]x]7r _1/7r efj.x
2m J—x 2t iy 1 2w J-x 1j
- —
0
1 el N 1 me 4™
27 i o2 ij
o ledm lenm
24 2 i
1 1 ,
= —cos(ym) = —=(—1)
= cos(jm) = =£(-1)
Donc :
1/71' 95 g 0sij=0
21 J—n —%(— Ysij#0
On cherche maintenant :
1 ™
< x,cos8(jxr) > = 2—/ xvV2cos(jz)dx
™ J—7
1 T
< x,sin(jz) > = 2—/ xV2sin(jz)dx
T J—7

On a que (2.2) = 0 car la fonction cos est une fonction paire sur [—m, 7w|. Pour (2.3) :

1 fm 1 fm yr _ o=t —1)i+1
—/ xsin(jx)dr = —/ oy e g ( )
21 J—x 21 J—x 21 ]
Enfin : e (i i )]+1
Py, (z) = < ; \/5) V2sin(jz) = 22 sin(jz)
j=1 j=1

Remarque 2.1.2. On peut changer le produit scalaire :

<fg>=— [ f@)gt)ds

Mais il faut changer la famille orthonormée! :

(\}5 cos(x), sin(x), cos(2), sin(2z), )

W =< V2, cos(z),sin(x), ..., cos(kx), sin(kx) >

(2.2)

(2.3)

!Avant la Proposition 2.1.1, on avait dit que E := {1,v/2cos(z),v2sin(z), ..., V2 cos(kzx), 2 sin(kz)}
formait une base orthonormée de Wy. En fait, pas tout a fait! On le verra plus tard. On considére alors que F

est juste une famille orthonormée pour Wi
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2.2 Utilisation des espaces hermitiens

On veut utiliser les nombres complexes.

Définition 2.2.1 (Espaces hermitiens). Soit (V, <>) un C-espace vectoriel. <,>: V xV — C
est un produit hermitien si :

1) <01+ A0, W >=< 01, W > +A< 03, W >
2) <V, W >=< W, v >
3) <V, VU >>0et< ¥,V >=0¢ v =0

Exemple 2.2.1. {(z1,...,2,),2 € C} C C":
< (21 o0y 2n), (W1, ey wy) >= Z%Wi
i=1

Exemple 2.2.2. On considere;
C([-m,n],C) ={f : [-m, 7] — C fonctions continues}

et on définit le produit hermitien suivant :

< f.g>= 21 " f@)gl@)da
T

—T

Exercice 2.2.1. Montrer que dans les deux exemples, les espaces considérés sont des espaces
hermitiens.

Définition 2.2.2. e Norme : ||| =/, v
e On dit que ¥ et w sont orthogonaux si < v, w >=0
e Famille orthonormée (vy, ..., vx) :

1sit=7y
<U{,v_}>={ Y
0siiz#]

Proposition 2.2.1. (1,e%, e %@ =2 ) est une famille orthonormée.
1 /W ik O0sik#0
- e —
27 Jx 1sik=0

) ) 1 ™o
< ezmx’ 6271:(: > = 27/ elml‘emxdx
mwJ—7

1 LI )

- imz ,—inx g
o | e
1

— 7/ ez(m—n)a:dx
21 J—x

_ {Osim#n

Démonstration.

lsim=n
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Définition 2.2.3 (Polynomes trigonométriques complexes). Soit Wy C C([—m, 7], C). On défi-
nit les polynomes trigonométriques quelconques :

{a_re ™™ + . +ag+ a1 + ... + ape™, a_y, ...,a; € C}
Proposition 2.2.2. (W,,)o<n<k forme une suite d’ensembles inclus dans C(|—m, |, C).
Définition 2.2.4. Soit f € C([—m,n],C). On définit la projection de f sur W :
k k 1

Spf= > <fe™>em™= %" (27r /Tr f(a:)eimxdx) eme (2.4)

m=—k m=—k T

F(m)
Définition 2.2.5. e
Fim) = o= [ g@)emds
mwJ—7

est le m-iéme coeflicient de Fourier.

On a donc une réécriture de la formule (2.4) :

k -~ .
Sef= > f(m)e™

m=—k

2.3 1Idée de base de I’analyse de Fourier

o~

Soit f € C(|—m,|,C). On considere la suite (f(m)),ez. Peut-on réécrire la fonction a I'aide
de la suite des coefficients de Fourier ?

Ici, on considére une fonction f continue sur [—m, 7w|. On peut 'interpoler en un nombre fini
de points (ici, on a interpolé la fonction sur 10 points équidistants sur Uintervalle [—7, 7]). On
peut aussi considérer ..., f(—1), f(0), f(1),... et :

" = cos(kx) — isin(kx)

Exercice 2.3.1. Soit f € C'([-7,7],C)? tel que f(r) = f(—m). Quel est le rapport entre
(f(n)) et (f'(n))? -
P = o [ r@ede = inf(n)

T 2 ).

~

Exercice 2.3.2. Soit f(x) = z. Calculer f(n).
f0) = 0
ny 1 T —inx
f(n) = g/_wxe dx

1 [xeinx:|7r /ﬂ— efin:vd
= - ; - ; xr
2m —in l-x J-xm —in

—_———

=0

2ensemble des fonctions différentiables & dérivées continues
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Ona:e ™™ = (e7™)" = (—1)".

o = (2522
1 2r(—1)" B (=)™
T o2 —in 2n

Pour f(z) ==z :
- Osin=20
f(m:{(—;ﬂ)" sin#0

Propriété 2.3.1 (sur les coefficients de Fourier). Soit f,g € C([—7,w]|,C) et A € C.

~

1) F+9(n) = J(n) + g(n)

2) (A\))(n) = Af(n)

3) f(n) = f(—n)

4) Soit f € C([—n,w|,C) étendue par périodicité®. On définit f, = f(z — 7).

~

fr(n) = f(n)e~ "

Démonstration. 1)

Exercice 2.3.3.

2)
Exercice 2.3.4.
3)
= 1 L
f(n) = %/_ﬂ (x)e""™dx
= ; :rf(x)e"”””dx
1 7 =
~ (5 [ f@emdr) = Fin
4)

—~ 1 ™ )
fr(n) = —/ flz —T1)e "™ dx
On pose y = x — 7, dy = dx.

Py = o [ pwe ey

. 1 T—T .
— —inT _— —1nyd
-/  fyedy

= e n)
0

Définition 2.3.1 (Fonction étendue par périodicité). Soit f € C([a,b]). On peut étendre f sur
I tel que [a,b] C I ou on répete f([a,b]) sur le reste de l'intervalle 1.

3yoir Définition 2.3.1
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Exemple 2.3.1. Soit f(z) = x sur [—m, 7]. Sur la figure suivante, on a étendue la fonction par
périodicité sur l'intervalle [—3m, 37].

Proposition 2.3.2. Soit f tel que f(x + 2w) = f(x). Alors :

2m+a

i f(z)dx = / f(z)dz

0 a

Définition 2.3.2 (Produit de convolution). Soient f,g € C([—m, 7], C) (étendue par périodicité
si besoin) :

frg=o [ fo =gl

Exercice 2.3.5. Calculer m(n)

Exercice 2.3.6. g(z) = ¢, f € C([-m,n],C) :

1 ™

(Frg)@)= 5= [ fla—t)e™dr

On pose x —t =y, dt = —dy.

e i —in e —inx inx F
—om L fweme iy = S [ eyl dy = ¢ f)

2T Jrtx 2T

~

Donc : (f x g)(z) = f(n)e™®.

Exercice 2.3.7. Monter que :

1) fxg=gx*f.
2) (fxg)xh=fx(gxh)
3) (f+g)xh=fxh+gxh

Proposition 2.3.3.

- 5 oo £,0)

Sef@) = [ o =gty

—Tr

Définition 2.3.3. lirJP fon— & Ve >0, 3N tel que sin > N alors ||f — fu] < € avec :

17— g = (o 1 goar)”
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Sur la figure, l'intégrale ne "voit" pas les décalages des fonctions f,.




Chapitre 3

Analyse hilbertienne

3.1 Construction de R

Définition 3.1.1. g € Q tel que p, g € Z. On définit la distance entre % et ™

J(Pmy_lp_m

gn) g n

Définition 3.1.2. (a,)nen est une suite de Cauchy si Ve > 0, IN tel que si m,k > N alors
d(am, ax) < €.

Définition 3.1.3. Deux suites de Cauchy (a,) et (b,) sont équivalentes si Ve > 0, IN tel que
sin > N alors d(a,,b,) < €.

Définition 3.1.4. On appelle complété de Q, 'ensemble des classes d’équivalence des suites
de Cauchy.

Définition 3.1.5. On définit R comme le complété de Q.

Proposition 3.1.1. Soit d la distance sur Q :

d : OxQ — Q

Sit x = [(an)], y = [(bn)], d(z,y) = Ierolo |an — bn| .

Démonstration.

Exercice 3.1.1. Il faut vérifier que ceci est bien définie et que d : R x R — R satisfaisant deux
propriétés d’une distance.
m

Définition 3.1.6. Un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans X,
converge dans X.

Proposition 3.1.2. Le complété d’un espace métrique est complet.

I Avec les notations de la Définition 3.1.3
2(’est une extension de la distance de Q sur R

24
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3.2 Espaces L', L?, L™

Définition 3.2.1. L*(|—x,7],C) ¥ le complété de (C([—,7],C), ds) avec :

itf.o) = (o [ 17 - oar)

Définition 3.2.2. L'([—m, 7], C) 2 e completé de (C([—m,7],C),dy) avec :

1 ™

" 2r )

Définition 3.2.3. L>°([—7,7],C) = (C([-7,7],C),ds)? avec :

doo(f,9) = max [f(t) — g(1)]

—n<t<m

Theoréme 3.2.1. La famille orthonormée {e™, n € Z} forme une base de L*([—m,n],C)
(resp. de L*([—m,w],C)) dans le sens suivant :

|f = Skfll2 EO (resp. || f — Skfllx mo)

ou Sy est la projection orthogonale de L* sur Wy = {e™, —k < n < k}. En particulier, si
feC([—m,mn],C) alors :

15kf = fll2 = 0 (resp. ||Se.f — fll1 — 0)

On dit alors que Sp.f — f dans L* (resp. Spf — f dans L').

Attention :. .
Seft) =Y f(m)e™
m=—k

On ne dit pas que Sif(t) — f(t). Si f € C([—m,7],C), la convergence ponctuelle ou uniforme
de S, f vers f n’est pas assuré par le Théoréme 3.2.1.

Remarque 3.2.1. Soit K C R un ensemble dénombrable f € C([—m,7]) et g # f sur K alors
f = g en tant qu’élément de L2
En particulier, la notion de "valeur' f(¢) pour f € L? n’a aucun sens.

3déja complet
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3.3 Théorie de la mesure « pour les nuls »

a b

T i R

Définition 3.3.1. On définit :
m(0) =0, m([a,b]) =b—a

Soit A C R, (I))1<k<n un ensemble dénombrable d’intervalles dans R.

n

m(A) = inf {Z m(Iy), ,Ql ) A} (3.1)

k=1

Exercice 3.3.1. On doit tout de méme vérifier que :
m([a,b]) =b—a
dans la formule (3.1).
Exercice 3.3.2. Si A dénombrable, m(A) = 0.
Idée. On définit A = {ay,as,as,..} et I; = {t, [t —a;] < 5}

Zm(fj) =c
Sie —0,onam(A)=0.
Proposition 3.3.1. Soit B C R quelconque et A C R. En général :

m(AN B) +m(A° N B) # m(B) (3.2)

Définition 3.3.2. A C R est un ensemble mesurable si elle ne vérifie pas la formule (3.2)
(c’est-a-dire quand on a égalité), c’est-a-dire B C R :

m(AN B) +m(A° N B) = m(B)
Les ensembles non mesurables sont tres difficile a construire : ¢’est pour cette raison qu’on

aime bien travailer avec des ensembles mesurables.

3.4 Espaces de Hilbert et espaces de Banach

3.4.1 Espaces de Banach

Définition 3.4.1. Un espace de Banach est un espace normé complet.

Remarque 3.4.1. Un espace normé de dimension finie est complet.
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Exemple 3.4.1. 1. Soit [, '’ensemble des suites {a,}>°, tel que :

sup |a,| < oo
neN

On la munit de la norme suivante :
[{an}loo = sup |an|
neN
Ainsi
{an} + {bn} = {an + bn}
lan + bn| < |a,| + |0y

2. C([a,b]) est I'espace des fonctions continues sur [a, b]. On munit cet espace d’une norme :
1fllee = mas [£(2)]

Cet espace est complet (une suite de fonctions continues qui converge uniformément
converge en une fonction continue).

3. Soit I; 'ensemble des suites {a,} tel que :

(e e}

> an| < o0

n=0

et on la munit de la norme :

l{an}ll = i 0]

Exercice 3.4.1. Soit {a,}, {b,} € l;. Montrer que :
1. {an -+ bn} € ll,
2. [{an +bu}l < [Han ] + [{0n} ]

Z | + by | < Z(|an| + [bnl)
n=0 n=0

S 400 +o00
ST an +ba| =3 Jan] + 3 [bal
n=0 n=0 n=0

= [[{an 1 + [{ba} 1

3.4.2 Espaces de Hilbert

Définition 3.4.2. Un espace de Hilbert (H, <, >) est un espace hermitien complet.

Rappel. (1) < Avp +v9,w >= X < vy, w > + < Vg, w >
(2) <v,w>=<w,v>

(3)

<v,v>2>0

= ¢i et seulement si v =0
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Exercice 3.4.2. Un espace hermitien a dimension finie est complet.

Exemple 3.4.2. Soit C([—m, 7], C]). On le munit de la norme :

e = (o [ @)

™

<f.g>= ;ﬁ/ f(x)g(x)dx

—Tr

On a que Ly([—m, 7|, C) est le completé de cet espace.

Exemple 3.4.3. Soit [, 'ensemble des suites {a,}>°,, a, € C tel que :

> an]? < 0o

[e.o]

< {an}7 {bn} >7 =" Z ana

n=—00
Theoreme 3.4.1. [y est un espace de Hilbert.
Démonstration. 1) Montrer que I est un espace vectoriel, c’est-a-dire si 3 |a,|? < +oo et
S |ba]? < o0 alors 3 |a, + by|? < +o0.
lan + ba)? < lan)® + 2|an||bn| +]bn]?
———
S‘an‘Z‘anlQ

< 2|an|? + 2|b, 2

Z|an—|—bn] §22|an|2—|—22|bn|2 < 00

2) Si 3 |an|* < 0o et 3 |b,|* < 00, est-ce que 3 a,b, converge?

N

Y anby

n=N
Soit :
oy = (a_y, ..., ay) € C*NT!
wy = (b_y,...,by) € C?NF1
| <on,wy > | < [low|*[lwx ]|
3) (i) Soit {a*},cz une suite de Cauchy dans [, :
11 1 1

ap ay Gz Qay

2 2 9 9
ay a; Gz ay

ai @y ai aj

Ve > 0, AN tel que si r,s > N alors :

“+oo
{a} —{a}<ee 3 Ja, —af <
n=-—o00

On doit montrer que {a}, }>2, est une suite de Cauchy dans C.

+o0o
lay, —ay] < D oy, —ay| < €°

k=—o00

= {al }°°, est une suite de Cauchy.
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(ii) Montrer que le candidat appartient a ly. Soit {a,} T3, on doit montrer que :
an = lim ay,
Il existe k tel que si r > k alors :
{an} = {ap}|* <1
> laal <37 (Jan — @il + |af?)
2
=D |lim ay —ap| + > fay|?
On remarque que pour chaque r
> la, —ap* <1
: r k 2
> ‘hmr — 0oa,, — an‘ <1
=D lan* < 1+ [{ag 3P < oo (3.3)
En remplagant 1 par € dans (3.3), on prouve que
{an} 2 = tim [{ag 2
(iii) II faut montrer que :
l{au} — {ar}l —— 0
Ve >0, AN tel quesir > N
+0o0
Yooan—aplP<e
Ve > 0, AM tel que sir,s > M
+oo
Hap} —{a} P <ee Y lagr—apf <e
Par définition
an = lim ay,
Pour chaque s > M
dlal —al| <e
Donc : -
> lap —ai| <limsup ) |al —al|* <e
]

Définition 3.4.3. On dit que H est séparable s’il existe un sous-ensemble dénombrable dense.

La définition 3.4.3 est une condition (standard) supplémentaire qu’on considéra pour un
espace de Hilbert.

Exemple 3.4.4.
o L2([_7T7 7T]> (C]
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— {5 est 'ensemble des suites {a, }nez tel que

> Jan]? < oo.

ne”

On munit cet ensemble de la norme suivante

<Aan}, {bn} >=_ ayb,.

ne’l

Définition 3.4.4. K C H est un sous-espace fermé si
e K est un sous-espace vectoriel,
e K est fermé dans H (c’est-a-dire une suite de Cauchy dans K qui converge dans K).

Remarque 3.4.2. Attention ! Tous les sous-espaces ne sont pas fermés.

Exercice 3.4.3. H = /{3, K = {{a,},> |n||a.|* < oo}.
1) Montrer que K est un sous-espace.

2) Montrer qu’il n’est pas fermé.

Exercice 3.4.4. C([—m,7],C) C L*([-7,7],C).

Exercice 3.4.5. Tout sous-espace de dimension finie est fermée.

Définition 3.4.5. Une famille orthonormale de vecteurs {¢, } est une famille telle que

0 sii#j,

< P >:5"j:{ 1 sii=j

Définition 3.4.6. Soit H un espace de Hilbert et {¢, } une famille orthonormale. Cette famille
est complete si le plus petit sous-espace fermé qui contient tous les ¢,, est H.
Remarque 3.4.3. Une famille orthonormale compleéte constitue une base de H.

On veut prouver le théoréme suivant :

Theoréme 3.4.2. {e™}, 7 est une base de (L*([—m,n],C), <,>) tel que

< f.g>= ;ﬂ/z f(x)g(x)da.

Pour cela, on va montrer un certain nombre de propositions.
Proposition 3.4.3. Tout espace de Hilbert H (séparable) admet une base orthonormée.

Idée de la preuve. {f;} € H est un sous-ensemble dénombrable dense. On peut supposer que
les f; sont linéairement indépendants. On utilise Gram-Schmidt pour obtenir une famille or-
thonormée.

Il faut montrer que uq, usg, ... est une base. Tout vecteur f € H peut étre approximé par une
somme (finie) de w;. Il existe une sous suite f;, — f (fi sont denses dans H).

On remarque que chaque f;, est une combinaison finie de u;, donc f est approximé par des
sommes finies des u;. O
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Proposition 3.4.4 (Inégalité de Bessel). Soient H un espace de Hilbert et {p,} une famille
orthonormée. St f € H, alors

IFIP = D0 1< frpn >

neL

Démonstration. On définit

Sef =Y < [fipn>¢n SifeH.

In|<k

1SKfIIP =< Y. < fopn>n >, < [fipi>pi>

In|<k |i| <k

=3 N < fion>< [ > < pnnpi >

In|<k |i|<k

:Z<f7901><f7901>

li|<k

:Z|<f7¢l>|2

li]<k

On vérifie que [|f||*> > ||Skfl|?, Vk (en exercice : en remarquant que Sif est une projection
orthogonale de f sur < ¢_g, ..., x >). Ainsi, on a :

A2 = D21 < froon > |2
O

Définition 3.4.7 (selon Kolmogorov-Fonnin). Une famille orthonormée est fermée si elle vérifie
I’égalité de Parseval :

VieH, |fIP=X1<fe.>"
Theoreme 3.4.5. Une famille orthonormée fermée est équivalente a une base orthonormée.

Démonstration. (=) Soit f € H,
Skf = Z < fyn > .

[n|<k
Il faut montrer que limy_.o, Sp.f = f ou
i 1 = i/ = 0.
On peut écrire f comme
f=5kf +(f = Skf)
Ainsi, on a
1FI1P =< Sif + (f = Skf), Sef + (f = Skf) >
= ISk fI* + I f — Skll?,
Lf = Skll* = [IFII” = 1S f1I?
=112 = > < fion>

In|<k
Comme la famille est fermée,
AP =D 1< fion>P = 0= |f=Sfl> =0
In|<k

= {pn} forment une base.
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(<) Soit {¢,} une base orthonormée, f € H. Comme {¢, } est une base, soit uy, ug, ..., ug, ...
une suite de vecteurs telle que

1) ux — f quand k — oo,
2) Vk, uy est une combinaison linéarie finie de ¢,,.

On a ainsi
Uy, U2, U3, ... — f

On peut s’arranger pour que u soit une combinaison linéaire de ¢_g, ..., Y.
I1Sef = FIF < Jlwe = fI* < e.
Sk f est la projection orthogonoale. Donc :

ISef = I = 0.

AP = ISkfI1* + ISkf = f1I7 = 1ISef1I* — I fII?
—_————

=0

= P =221 < fren> "
O

Définition 3.4.8. Deux espaces X et Y de Hilbert sont isométriques s’il existe une application
linéaire inversible
T:X->Y

tel que
<Tx1,Txg >y=< X1, T >x, Va:l,xg e X.

Theoréme 3.4.6 (Riesz-Fischer). Soient {¢,}ner une famille orthonormée et {c;} une suite
de nombres complexes tel que Y ;c;|ci|* < oo alors il existe un vecteur f tel que

¢ =< f,pi> et|fll=>lal*
iel
Corollaire 3.4.1. Tout espace de Hilbert (séparable) est isométrique a ls.

Démonstration du corollaire 3.4.1. Soit {p,} une base orthonormée de l'espace de Hilbert.
Soit :
T : H — EQ

f = {< f:%pn >}n€Z '
On veut montrer que T est injective, c¢’est-a~-dire Vn, < f,p, >=0= f =0.

112 = 1< fipn>P=0=f=0.

La surjectivité de T est diie au théoreme 3.4.6. Reste a montrer que 7' est une isométrie, on
veut donc montrer que

< f?g > =< {f?@n}n627{< g, Pk >} >€2
=Y <fion><G, P>

nel
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On pose
f= <fign>¢n et g=) n€L<g,p1> pr,

nel

et donc :

<Y <[ tn > Y <G> >=) < [i¢n > <G, Pr >Onk
n,k

=Y < f,0o0n><g,Pn >

Démonstration du théoreme 3.4.6 de Riesz-Fischer. L’idée est d’écrire

f= ZCz'SOi- (3.4)

i€l
On vérifie que (3.4) est bien définie. Soient
hchclhc..cl=27,

avec I, = {—k, ...k} et on définit :
Jr = Z CiPs-

i€ly,

Les fr sont bien définies et on vérifie que { fx} forment une suite de Cuachy dans H.

1o — fell> = D civs (3.5)

ktp>|i| >k
Mais
> el? < oo
i€z
Donc k +— Y%, |c;|? est une suite de Cauchy dans R = on peut faire tendre (3.5) en une
quantité aussi petite que ’'on veut. O

Définition 3.4.9. f: R — R est continue par morceaux s’il existe un sous-ensemble discret
{a;} C R en dehors duquel f est continue et les limites

fla; = 0) = }:%f(ai +e),
flai+0) = }Cl{%f(ai +€)
existent.

Définition 3.4.10 (C' par morceaux). f définie sur [a, b] est de classe C! par morceaux sur
[a, b] si et seulement si Jag, ay, ..., a, avec a = ag < a1 < ... < a, <= b tels que :

Vi e {1,2, ...,n}, fz = f|]ai—1,ai[‘
La restriction de f & Ja;_1,a;[ est prolongeable sur [a;_1, a;] en une application de classe C*.

Remarque 3.4.4. f est nécessairement continue par morceaux par la définition 3.4.9 mais
pas nécassirement continue.
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Theoréme 3.4.7. Soit f : R — C, C' par morceauz (= continue par morceaux). Si

f@+0)+ flz —0)

Ve eR, f(z)= 5 , (3.6)
alors
f(@)=>"f(n)e™*, VzeR.
Theoréme 3.4.8. [Enoncé équivalent au théoréme 3.4.7 Sous Ihypothése (3.6)
S 0 -0
Lemme 3.4.9 (Noyau de Dirichlet).
al inT sin (N - %) v
n:Z—:N ‘ - SIH(Z'/Q)
Démonstration. On peut remarquer que
N . . . .
Z e inT — e—sz(l +€le§'+ _|_67,2Nac>/
n=—N
]

Pour démontrer les théoreémes 3.4.7 et 3.4.8, on doit calculer

Suit) = 3 Flpe
1 /ﬂ' Sin((N+ %)t)

“ o). sy @O

et ensuite

lim 1/” ((NJr;)t)f(ert)dt.

N—+oo 27 J—n  sin(t/2)

On utilise le lemme suivant ;

Lemme 3.4.10. Soit s : [a,b] — R continue par morceauz. On pose

I\ = / " s(t) sin(M)dt.

Alors
lim I(\) =0.
A—+00

Démonstration. Avant de donner une démonstration de ce lemme, on en donne l'intuition par
cette figure :
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Ainsi,
m/“%m@@ﬂﬂﬁzo.
Tk

Sans perte de généralité, on suppose que s est continue sur [a,b]. On note h : 7/A. On veut
calculer :

nmzlﬁ@ﬁmma.

On fait le changement de variable suivant :
t=1+h, dt = dr.

Comme sin(A7 + 7) = —sin(A\T),

KMzL%@ﬁMMWt

= [ s+ ) sin(M(r + h))dr

a—h

b—h
:—/ s(7 + R) sin(A7)dr.
a—h

Ainsi :
2I(\) = — /aa s(T + h)sin(A7)dr + /abh(s(T) — s(T+ h))sin(AT)dT + b s(7) sin(A7)dr.

+h b—h

En prenant la limite (A — oo = h — 0),

a

}IZILI(I) - s(T 4+ h)sin(A1)dT = 0,

b

}1}_}1% - s(7) sin(A1)dr = 0.

On utilise la continuité de s pour dire que

lim s(7) — s(7+ h) = 0.

h—0
Donc :
)\lim I(\) =0.
]
Lemme 3.4.11.
1 = sin((N + 1)t
- / Mdt = 1.
27 J—r  sin(t/2)
Démonstration. | | 5
= ”%z—/MhlEL
21 /—7r ¢ 21 J—x 27
m
Démonstration du théoréme 3.4.8. On rapelle qu’il nous faut calculer
1 /= sin((N+ %)t)
li —/ _ = t)dt 3.7
il B vy R ACRED (87)
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On considere la fonction

flx+1t)— f(x+0)
2sin(t/2)

si(t) =

définie sur [0, 7).

Elle est continue par morceaux sur [0, 7] *. Par le lemme 3.4.10, s, est continue par morceaux
sur [0, 7| donc :
o1y 1
tligg; ; sy (t )sm((N+ 2) >dt =0,
et par le lemme 3.4.11,
li —/ — 0)dt =
Vo 21 Jo sin(t/2) Jx+0)

Donc :

lim (1/Oﬂs+()sm<(N+1))+1/Wwf(x+0)dt> :;f(x—I—O).

N—oo\ T 2 2w Jo  sin(t/2)

De la méme fagon,

1 40 sin((N + %)t) f(z+0)
/. sn2) @ =5

lim
N—o0 27T

Conclusion,

lim Z Fm)e™ = fim — I Wf(x+t)dt

N=woo N=o0 27 J—r  sin(t/2)

_ fat0) - fz—0)
: .

Corollaire 3.4.2. Si f est de classe C', on a convergence ponctuelle :
Z f nm _ f( )) V.

Theoréme 3.4.12. Si f est de classe C* et périodique de période 27, la série de Fourier
converge de facon absolue et uniforme.

Remarque 3.4.5. f'(n) = inf(n) :

]?’(n) = {;ﬂ_f(gj)e_mx}i _ 217T 7; _Z'nf($)e—im;dx

4Pour t > 0, évident. Pour ¢ = 0,

lim flx+1t)— f(x+0)

t
iste |
] ¢ 2sin(t/2) e
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Remarque 3.4.6.

N N 9 N

> w2 fm) = 3 [P
n=—N n=—N
1 T
< ! 2 _ / 2‘
<5 [ 1) = 113
Démonstration. 1l faut estimer :
Siup ]|5Mf(f€) — Snf(z)]. (3.8)
xrxe|—m,mT
On a pour M > N
—N—-1 M }
Suf(x) — Snf(z Z f)em™ + > fln)e™.

m=N+1
Ainsi,
—N—1
2
Z

inT
(&

(ol)

N-1 1\1/2 ,-N-1 PO 1/2 (3.9)
<(3 ) (X wirwr)
—-M n=—M
—N-1 1
<(x )
n=—M
On a convergence de Y # donc comme l'estimation (3.9) ne dépend pas de z,
(3.8) : Ve > 0, IR tel que si M, N > R, ISy f(z) — Sy f(z)| <e, Yo € [—m, 7.
]

Corollaire 3.4.3. 5i f est périodique de période 27 :
Snf — f dans L.

Démonstration. Convergence uniforme =- convergence dans L,. En effet, si f, tend vers f
uniformémment :

1 s
[ U= fPdw < max|fu — 0,
27T -7

m
Remarque 3.4.7. Sy f(z) = XN f(n)e™ est une combinaison linéaire de {7, . ¢iNX},
Corollaire 3.4.4. L’espace des fonctions dans Lo qui peuvent étre approximés par des combi-
naisons liires de €™, n € Z, contient 'espace C* C Ly (C' C Ly sous-espace vectoriel).

Remarque 3.4.8. Le plus petit sous-espace fermé dans L, qui contient C! est Ly (on dit que
C! est dens dans L), c’est-a-dire que tout élément de Lo peut étre approximé (dans Ly) par
une suite de fonctions dans C' C L.
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Démonstration du théoréme 3.4.2. A partir des remarques précédentes, on peut affirmer que
e n € 7, forment une base orthonormée de L. O

Exemple 3.4.5. Soit K,, € C! tel que

1. K, >0,

2. [Kpdx =1,

3. K, =0sur [—oo,—1/n] et [1/n,+o0].
Sif € Lo,

1. K, * f est C!,
2. K, * f— f dans L.

Ainsi C! est dens dans Ls.
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